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ANALYSE. — Aprés avoir rappelé la définition de la fonction d’ambiguilé (f. amb. ) de type Woodward, d’un signal
complexe, au moyen de la distance entre ce signal el le méme altéré par Uaction d’'un opéraleur de translation
en temps el en fréquence, U'auteur définit la fonction d’ambiguité en compression du signal, en ulilisant Uaction
d’un nouvel opéraleur appelé opéraleur de compression, introduit el caractérisé ici. Il monire que, lorsqu’on
connait la f. amb. du signal de 'un ou Uaulre type, celle-ci définit entiérement le signal (ou son inverse ), pourvu
qu’il existe une dale t, connue, a laquelle la phase du signal est connue (par exemple le signal est réel a cetle
date). On généralise ensuile en montrant que retrouver le signal (ou son inverse) a parlir d’une distance quadra-
tique enlre S et S altéré par action d'un opérateur linéaire, permet de retrouver la densité d’énergie dans le

plan-fréquence, au sens de Rihaczek.

ABSTRACT. — The definition of the Woodward ambiguity function of a complex signal is recalled by means of the
distance between the signal and a time-and-frequency shifted version of this signal. The compression ambiguity
funclion is then defined by means of the inlroduction of a new operator : the time compression operator which
is characterized here. It is shown that, when whether the Woodward ambiguily function or the compression one

is known, the signal — or its inverse

is quite definile, as long as a known dale, for which the signal phasis
is known, exists (for ex. the signal is real). A generalization shows that finding the signal S

or ils inverse —

from a quadratic distance belween S and a version of S garbled by a linear operalor, leads to the Rihaczeck signal
energy distribution in time and frequency.
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1. INTRODUCTION

La notion de fonction d’ambiguilé d’un signal a étLé
introduite par Woodward [13] a l'occasion de pro-
blémes de type détection-radar, pour mesurer le
pouvoir de résolution conjoint en temps et en fré-
quence d'un signal certain. Divers auteurs se sont
parallelement intéressés a une représentation en temps
el en fréquence d’un signal certain, et plusieurs repré-
sentalions conjointes d’un signal ont éLé introduites
et caractérisées [8, 9, 12]. Des liens ont ¢été mis en
évidence entre telle ou telle représentation conjointe
du signal : la fonction d’ambiguité de type Woodward
est reliée a la densité d’énergie au sens de Rihaczeck [3].

Dans ce sens-la, la fonction d’ambiguité, type
Woodward, est liée directement a une fagon de repré-
senler le signal (en utilisant les variables conjuguées
temps et fréquence).

Une note récente [4] montre que ces diverses fonc-
tionnelles s’obtiennent a partir d’une méme formu-
lation plus générale.

Les fonctions d’ambiguité, type Woodward el compression en tant que
® 3 : Synthése de signaux dont on connail la fonction d’ambiguité de type
Généralisation.

e 5 : Conclusion. Annexe. Bibliographie (13 réf.).

Lorsqu’il s’agit, comme c¢’était le cas pour Woo-
dward, plus spécialement d’applications de type radar
ou sonar, et lorsque la formulation analytlique et a
bande étroile du signal n’est plus possible, le pouvoir
de résolution du signal en temps et en fréquence est
alors chifiré par la fonction d’ambiguité en compression
du signal [11].

De nombreuses études ont été faites sur l'analyse
de ces fonctions d’ambiguité ; en particulier on con-
nait fort bien les fonctions d’ambiguités relatives aux
types de signaux les plus employés dans les problémes
de détection active [9, 11, 6, 3].

Par contre, le probléme de la synthése du signal
ayant une fonction d’ambiguité donnée n’a pas encore
été a notre connaissance résolu de facon générale.
Quelques études ont été faites en limitant la classe
de signaux que l'on recherche [10]; le probléeme de
synthése également a été abordé en généralisant la
notion de fonction d’ambiguité au cas de signaux
aléatoires, en factorisant d’une certaine facon le
pouvoir de résolution moyen du signal |6].

Nous montrons ici que la connaissance de la fonc-
tion d’ambiguité de type Woodward, ou celle du type
en compression suflit, & une contrainte prés si le
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signal est complexe, pour connaitre entiérement la
forme du signal correspondant, pourvu, naturellement,
que la fonctionnelle dont on dispose ait bien les
propriétés d’une fonction d’ambiguité. Nous donnons
la procédure qui permet de remonter au signal (ou a
son inverse), connaissant 1'une ou l'autre de ces
fonctionnelles.

Nous essayons ensuite de généraliser le probléme
en cherchant a quelles conditions on peul retrouver
une forme de signal lorsqu’on en connait une certaine
fonctionnelle. Pour cela, nous replagons tout d’abord
la fonction d’ambiguité — dont les définitions utili-
sées sont nombreuses — dans le cadre de la distance
entre le signal et un signal altéré par action d’'un
opérateur linéaire conjoint temps-fréquence. Cette
approche conduit, pour définir la fonction d’ambi-
guité en compression, a l'introduction d'un opérateur
compression introduit par le méme auteur pour des
modeles de propagation |[7], opérateur que 1'on
définit et caractérise ici dans un premier temps.

2. LES FONCTIONS D'AMBIGUITE
(TYPE WOODWARD, ET COMPRESSION)
EN TANT QUE DISTANCE-
OPERATEUR COMPRESSION

Les espaces de signaux qui nous intéressent sont
ceux qui, d’une part, rendent compte des propriétés
des signaux physiques utiles dans les applications
dont on vient de parler (espaces L2, avec BLZ L),
mais on élargira les espaces de fonctions aux distri-
butions de fagcon a pouvoir utiliser un modele idéalisé
des signaux physiques.

Soit S le signal d’origine et X celui obtenu par
action d’un opérateur s sur S.

(1) X = AS).

On ne s’intéressera dans toute la suite qu’aux opé-
rateurs linéaires. En représentation temporelle, /& est
décrit a l'aide de sa réponse bitemporelle R({, u) et
les signaux S et X sont décrits a I'aide des représen-
tations temporelles S(f) et X(1).

(2) R, u) = A8t — u)),
(3) X(?) = / R(t, u) S(u) du.
< R

Les espaces et les opérateurs considérés sont tels
qu’on puisse définir entre X et S une distance sous
forme de produit scalaire, soit en utilisant toujours
les représentations temporelles :

(4) A(X, S) = /_/R- S(t) R({, u) S*(u) du dt,

ol S* est le complexe conjugué de S.

La notation intégrale de A(X, S) sera conservée de
fagon impropre, méme si les représentations tem-
porelles des signaux ou des opérateurs n’appartien-
nent pas a L2
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2.1. Opérateurs de translation en temps et
en fréquence. Fonction d’ambiguité en transla-
tion, type Woodward.

Intéressons-nous aux opérateurs suivants |5, 2].
L’opérateur de translation en temps est un filtre
homogeéne G, v > 0, décrit par :

(5) R«(t,u) = Re(l —u) =8t —u—1),
Alors X(f) = S(f — 1) et A(X, S) est la fonction de
corrélation de S(f) :

6) Cs(t) = A(S:, S) = ’/R S(1) S* ( — =) dt.

L’opérateur de {ranslation en fréquence est un opé-
rateur non-homogeéne, Gy, f > 0, décrit par :

(7) Ry(t, u) = ™ 3t — u) .

Alors X({) = S(¢) e”"ﬂ et la distance (1) s’exprime
comme :

® P = Ay )= [ e s ar

L'opérateur de franslation en temps et en [réquence,
non homogéne, #&: ;= G| G:], est décrit par :

(9) Ro gt u) = ™ 5t —u — 7).
Alors X(1) = S(f — =) €™ et la distance (6) est

ce que nous appelons, par définition, la fonction
d’ambiguilé en (ranslation de S(t) :

(10)
® Ls(z./)=A(S+z. S)= fsu)s'u—r)e"”"-f’ at.
R

On a évidemment Cg(7) = Ls(z, 0) et Ps(f)= Ls(0,f).

La fonction d’ambiguité de Woodward du signal réel
S(f) est la fonction d’ambiguité en translation de
I'amplitude complexe A(f) du signal analytique Z({)
associée a S({) et relative a une fréquence v, :

si Z(t) = S(t) + iS(1),
ou S(f) est la transformée de Hilbert de S(),
Z(t) = A(t) ™' et S(t) = Re {Z(1)},

la fonction d’ambiguité de Woodward de S({) est :

(11)  falt. ) /R Al AX(t — 1) e 127 gy,

Z est la fonction d’ambiguité en translation.

2.2. Opérateur de compression ; fonction

d’ambiguité en compression.

2.2.1. Opérateur compression C; .

C’est un opérateur non homogeéne défini par sa

® Ce signe typographique indique les équations encadrées
sur le manuscrit.
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réponse bitemporelle fonction d’'un parameétre A > 0 :
(12) @ Ra(t, u) = Cald(t — u)] = A S(M — ),
= 8l — u[)\)/\./f,

de sorte que le signal obtenu par action de C, sur
S(1) est :

(13) Sal) = CalS()] = A S(A) .

L’introduction du coeflicient \X dans (12) laisse
inchangée dans (13) I'énergie du signal avant et aprés
compression.

On donne en annexe
signaux propres de Cj .

I'opérateur inverse et les

2.2.2. Fonction d’ambiguité en compression.

Dans les problemes de détection active ou on
s'intéresse au pouvoir de résolution du signal, les
altérations [réquentielles subies par le signal ne
peuvent pas toujours s’assimiler a4 de simples déca-
lages, comme ceux produits par Gy, et doivent tenir
compte de la forme comprimée ou dilatée du signal.
En suivant la méme succession d’altérations que
S<,7, I'écho devient :

(14) Sr,A — (")\rGt(S)I s

(15)  S:a(f) / R:,a(t, w) S(u) du,
ot Re(t, u) = \."X (M — v — u),
et X(t) = Se,a(f) = A S(M— 7).

La fonction d’ambiguité en compression est :

(16) @ Ws(t, 2)= A(Sen, S)= A /R S(t) S(M— =) dt.

3. SYNTHESE DE SIGNAUX
DONT ON CONNAIT
LA FONCTION D’'AMBIGUITE
(DE TYPE TRANSLATION
OU COMPRESSION)

Montrons que connaissant Ls(t, ), ou Wg(t, 1),
S(f) est connu, Yt (a un signe prés [S(f) et — S(f) ont
forcément méme fonction d’ambiguité), pourvu qu’il
existe une date ty connue, pour laquelle S(ty) + 0 el
la phase ®(t,) de S(t) est connue (un exemple simple

est S(ly) réel). Soit S(t) = p(t) P

3.1. Synthése de S(/) a partir de Zs(z, /).

On dispose de Zs(t, f) définie par (10), donc de
|Zs(z, M| et de Arg Zs(z, /).

Par transformation de Fourier inverse de Zs(t,[)
vis-a-vis de f, on dispose donc de :

A7 Plv = f & dsix,af = SO S*—7),

-~
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[P, —:)I donne p(t) p(t — 1), soit :
{ [Pt )| = plly) plly — 7)
{|P(ty, 0)] = p2(ty) -

A l'aide de (18), on connait p(1), ¥, 4 un signe preés
évidemment :

(18)

[Pty , to — 1)
([Pty , )12’

(19) o olt) = +

Arg P(l, 7) = O(t) — Dt — =),
Arg P(ty . 1, — 1) — D(ly) — D) ,

(20) @ et O(t) = D(ly) — Arg P(ly, Ly — 1) .

En pratique, la date {;, sera choisie telle que :
|o(ty)| # 0
(p(t) est donné a I'aide de (19)) ; et sil’on n’a pas de

connaissance a priori sur ®({;), on conviendra de
prendre ®({,) = 0 par exemple.

3.2. Synthése de S(/) a partir de Ws(=, 2.

On dispose de Wg(r, [) définie par (16), que l'on
écrit encore, en utilisant s(v) = S(1) :

P~ f' D=yl 7 -~
(21) W=, 1) = A //n-: S(t) s*(v) e H™VIN==) gy at,
Désignons par w(k, f) la transformation de Fourier
bidimensionnelle de Wg(z, 2) \;")‘ supposée exister :

\FS(T. )\

(22) N o [/nz ik, ) e e 127 M g qf,
N

La comparaison de (21) et (22) donne :
(23) w(vt, v) = S({) s*(v).

Connaissant W' g(t, 2). on connait u(k, f) ; on construit
alors, la date {, étant connue, la quantité :
(24) wvly , v) = S(ly) s*(v),

et on calcule la pseudo-transformée de Fourier :
f w(vly,v) e ™V dy=S(t,) f s*(v)e ™ Vody= | S(ty)|2
<R </ R

On en déduit + [S(t,)| et, supposant connue ®(t,),
on connait + S(f)), et donc S*({)) au signe prés.
De (23) on tire :

(25) o s(v) = + w*(vly , v)[S*({y) ,

ou p(vy,v) est disponible ainsi qu’on I'a vu précé-
demment.

4. GENERALISATION

Dans ces deux cas, la connaissance de la fonction-
nelle quadratique A a permis de définir la forme du
signal S. On a d’abord retrouvé une autre fonction-



Synthese de signaux certains dont on connait la fonction d’ambiguité de type Woodward ou de type en compression

nelle & deux variables du signal (P(t, t) dans le cas 3.1
et S(f) s*(v) dans le cas 3.2) ) et a partir de cette
autre fonctionnelle, la condition #, connue et ®({,)
connue permet de connaitre S(f).

La fonctionnelle S(1) s*(v) apparait d’ailleurs chez
d’autres auteurs [9, 3], ou la quantité (26)

(26) S(ty s*(v) e 2™ = aqt, v) ,

est appelée densité d'énergie dans le plan lemps-
fréquence. La connaissance de S(f) s*(v) entraine bien
évidemment celle de d({, v) et done d({, v) permet éga-
lement, compte tenu toujours de la restriction indi-
quée sur £, et O(f), la synthése de S(f) (ou de son
inverse). On sait d’autre part que :

(27) At v) = As(z, f) -

Cela signifie encore que la connaissance de Zs(t, f),
est équivalente a celle de d({,v), et que l'on peut,
connaissant Zg(z, f), faire la synthése de S(f) en
passant également par d({, v).

On peut donc penser généraliser ce que 'on a vu
pour effectuer la synthése de S a partir de A(X, S) :
on propose pour cela la solution générale de passage
par l'intermédiaire de S({)s*(v), ou de d({, v).

Voyons quelles conditions doit satisfaire 1'opé-
rateur # pour qu'un tel schéma de synthése soit
possible. A(X, S) donnée par (4) s’écrit en faisant
apparaitre p(f,v) — S({)s* (v) :

(28) A(X, S)- fs R(t, u) S(f)s* (v) e 2™ qudtdy,
< R

(29) =

/ r(f, v) p(l, v) dtdy,
RZ

r(t,v) = R(, u).

v

(30) on

4.1. R((, u) ne dépend que d’un paramétre 0, :
soit Ry (1, u).

C'est par exemple Rx(f, u) ou Ry, u).
La synthése de p(f,v), et donc de S(f) dans les
conditions vues, est possible a partir de :

(31)  A¢, = Ap, (X, S) = /1;2 ro (£, v) p(t, v) dtdy,

s'il existe go (1, v) lel que Uinversion de A"l par go,
redonne p(l,v) :

(32) /0 Ao, go,(t,v) A6, = p(t,v).
|

En portant (31) dans (32), on a :

~

/ ro,(',v') p(t', V') go, (1, v) dB, d'dv’ = p(t, v),
J R
soit :

(33) o f ro(l', ') go,(t,v) A0, = 8(t — ', v — V).
R

Pour R<(f, u) donné par (5) :

r=(t, v) - e—zinv(t_-r)
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et on ne peut trouver de g-({, v) qui satisfasse a (33).

Il est bien évident qu'on ne peut pas faire la syn-
thése de la forme du signal a partir de sa fonction de
corrélation.

Pour Ry(f, v) donné par (6), rsl, v) = e'*F/-Vit;

on ne peut pas non plus trouver de gg({, v) qui satis-
fasse (33).

4.2. R(t, u) dépend de 2 parameétres 0, et
02 : Roe,(t, u).
C’est par exemple R: f(1, u), ou B,y,(l, u).
(31) Ao, = Ao, (X, S) = /] ro,0,(0, v) p(t, v) dtdy,
avec les mémes notations que précédemment :
ro,0,(1, ¥) “‘i Ro,o,(1, 1).

La synthése de p(f,v) a partir de Ae,e, est possible
s'il existe encore go e,({, v) tel que :

Z/ go,0,(1, v) Do 0,d0,d0;, = p(L, v) ;
soit, avec (34),
_/R,g":“z(l' v) To,0,(1", ¥') p(t', v') dt’ dv" a4, dO, = p(L, v),
soit encore :
(35) ® /f go,6,(L.v) To,o(t’, v') d0,d0,— S(t— 1, v — ).

o Pour Re: f(f, u) donné par (9), la transformation
de Fourier vis-a-vis de u donne :
(36) T f(l,v) = €

La solution gz({, v) qui satisfait (34) étant donné (35)
est évidente :

127ft e—l2zvl e+l2rrv~. .

(37) ge sl v) = e»—rlznft e»;ler.v-. ezlﬁvl_
e Pour R:(f, u) donné par (15), la transforma-
tion de Fourier vis-a-vis de u donne :

(38) Ry o+ 2imvs

rea(l,v) = Jh e

La solution g:,(f, v) qui satisfait étant

donné (37) est alors :

v

JA

(31)

(39) e«Zl'n:vr e! 2yt )

gl v) =

On vérifie que :

ﬂRz e ARV || @R AWV gy g1,

= 3(v —v') fIV, elmrv).[t—r’b d

= 8(v — V) 8(w(t — ")y
= dv—v,t—1".

5. CONCLUSION

On a montré que la connaissance de la fonction
d’ambiguité en translation ou en compression d’un
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signal certain complexe S({) permet de synthétiser la
forme du signal, pourvu qu’il existe une date {,
connue a laquelle la phase du signal est connue. Si
P'on sait que le signal S(f) est réel, par exemple, la
synthése est encore plus simple : la relation (17)
s’éerit P(f, ) = S(I) S(I — 1) et les relations (18) et
(19) donnent directement S({), en remplacant |P(l, 7)|
par P({, t), el p(t) par S({).

Dans le cas de la synthése a parlir de la fonction
d’ambiguité en compression, celle-ci est elle-méme
réelle, et 14 encore on remplace |S(l.,)|2 par S2({,).

On peut done penser a chercher la forme du signal
fou son inverse) qui posséde une fonclion d’ambiguilé
d’allure donnée a priori (cette allure devant étre
donnée, dans le cas général, sous forme de partie
réelle et partie imaginaire, ou module et phase).
N'oublions pas que ces fonctions dont on se donne
I'allure, doivent évidemment posséder toutes les
propriétés de fonction d’ambiguité (que I'on trouvera
par exemple dans [9, 6]). Il est a priori plus facile
d’imaginer une allure pour une fonction réelle seule-
ment, comme dans le cas de la synthése a partir de
la fonction d’ambiguité en compression : le signal S(f)
cherché sera alors évidemment réel.

Dans le cas de la syntheése a partir de la fonction
d’ambiguilé en translation, en se donnant une forme
adéquate de |y| et Arg 7, on synthétisera dans le cas
général un signal complexe, V({) par exemple. Pour
utiliser la forme obtenue pour V() dans un probléme
de détection active, on considérera que c’est, comme
dans le cas de Woodward, 'amplitude complexe d'un
signal analytique associé au signal a émettre. On
associera donc une porteuse vy, quelconque, a V(i)

pour obtenir V(f) ol 27Vot,

est Re{V(t) e'*™'} .

Des applications sont en cours sur ces types de
synthése. Enfin, dans un dernier temps, on a géné-
ralisé le probléme de la synthése de la forme d’'un
signal complexe S({) a partir d'une fonctionnelle
quadratique de celui-ci; on a donné des conditions
suflisantes pour que la syntheése soit possible en pas-
sant par l'intermédiaire de la densité spectrale du
signal dans le plan temps-fréquence. Dans ce sens-l1a,
il reste par exemple a trouver les opérateurs — autres
que ceux ¢tudiés ici — qui satisfont A ces conditions.

et le signal réel a émettre

ANNEXE

Compléments sur ’opérateur compression

A-I1.1. Opérateur inverse.

C'est le filtre linéaire et non homogeéne, C;! de
réponse impulsionnelle Ry1({, u), telle que :

(A-1) /l; R;1(¢,0) Ra0, u) dO = 3(t — u) ,

(A-2) Ry (L, u) = \JA 3|t — hu] .

Signaux propres de C; .

Les signaux propres de C, sont les X({) tels que :

CalXp(D)] = aXp(l), ol o est une constante com-
plexe, valeur propre associée a Xp({).

1. On en déduit de (12) que :
(A-3) Xp(l) -
l/\f}..

2. X(t)=k, constante, est également fonction propre
de Gy, avec comme valeur propre associée 1/\.-"?‘.7(.-\--1).

On en déduit de (A-3) et (A-1) que :

CAUTE®)] = |TF (Ca®)] .

k8(t) avec la valeur propre associée

(A-D)

ou TF désigne la transformée de Fourier.
On peul encore exprimer (A-5) a l'aide de (A-2)
par :
CHTFG)] — TFCud)] -

3. Les signaux S(I) = kt sont également fonctions
propres, avec la valeur propre associée 23/2

Manuscrit re¢u le 17 décembre 1976.
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