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Résumé

On propose une représentation d'un polyndme ¢(t) comme une combinaison
linéaire des N polynémes ¢(t — ¢ ) ol tg, ..., Ly sont des parametres arbitraires.
On montre que les coefficients de cette combinaison linéaire sont les mémes pour
tous les polyndmes de degré < N. Ceci permet d’exprimer ¢(t) en fonction de
t, to,...,tn et ¢(to), ..., ¢(tn). Une représentation similaire de la dérivée ¢’
comme combinaison linéaire des N polyndmes ¢(t — &), &k = 0,..., N est
discutée. On démontre en particulier que la dérivée d’un polynéme ¢ de degré
< 2q est égale a une combinaison linéaire de g taux d’accroissement de ¢ calculés
autour de g points arbitraires 7o, . . . , 74. Comme applications, on donne quelques
extensions des propriétés de la distribution de Wigner-Ville polynomiale proposée
dans [2] [3].

Mots clés : Polynéme, Dérivée, Distribution de Wigner-Ville.

Abstract

A representation of a polynomial ¢ is proposed as a linear combination of N
polynomials ¢(t —t) where to, ..., ty are arbitrary parameters. One establishes
that the coefficients appearing in this representation are the same for all the
polynomials of degree < N. This representation allows to express ¢(t) in terms
oft, to,...,tn and ¢(to), - . ., d(tw). A similar representation of the derivative
&' (t) as a linear combination of N polynomials $(t — ty) is discussed. It is
shown that the derivative of any polynomial of degree < 2q equals a linear
combination of q arbitrary increment rates of ¢(t) calculated around q arbitrary
points Ty, . . . , Tq. As applications, one gives some extentions of the properties of
the polynomial Wigner-Ville distribution proposed in [2], [3].

Key words : Polynomial, Derivative, Wigner-Ville distribution.

1. Introduction

On rencontre souvent des problémes de traitement du signal o
I’on doit calculer la valeur d’un polyndme en un point connaissant
seulement les valeurs de ce dernier sur un certains ensemble de
points. De méme, le calcul de la dérivée d’un polynéme est un
probléme assez courant dans beaucoup de situations pratiques. Par
exemple, les signaux du type z(t) = e/ ol ¢(t) désigne une
phase polynomiale se rencontrent dans le traitement des signaux
radar. I’ analyse et la détection de tels signaux fait intervenir la

notion de la fréquence instantanée (FI) définie par la dérivée du
polyndme ¢(t). Signalons que cette définition est utilisée par
abus de langage. Ainsi des techniques récentes ont été introduites
pour traiter ces signaux. Parmi ces techniques, on peut citer les
transformations intégrales [1] et les distributions temps-fréquence
de Wigner-Ville polynomiales (WVP) [2], [3]. La définition de la
distribution de WVP est fondée sur Vestimation de la dérivée
¢'(t) par une combinaison linéaire des translatés ¢(t — t;) ol
les t; sont des instants fixés. Ce papier a été motivé par la
recherche d’une expression exacte de la dérivée d’un polyndme
comme combinaison linéaire des translatés ¢ (i —ty ). L’ expression
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obtenue pour la dérivée permet d’étendre certaines propriétés de
la distribution de WVP proposée dans [2], [3].

2. Représentation des polyndomes
de degré < v

Nous commencons par énoncer les résultats préliminaires sui-
vants qui seront utilisés dans la suite de ce papier et dont une
démonstration est donnée dans I’ Annexe AO

Lemme 1: Soient V, (to, ..., tn ) et Pp{to, ..., tn) les déterminants

définis par :
1 1
7S
N 0
Paltos s ta) S det | S
to tn
1 1 1
to  t1 .. tn
2 2 2
Valto, ntn) 2det { o 0~ & L@
A
Alors,ona:

Vi (to, oy tn) =

I ¢-t )

0<i<j<n

et, pourn > 2,
Pr(tos o tn) = Valto, oo tn)or (o, .y tn) 3)

ou

o A n n
o 1(t0,...,tn):ZHtl, o) = 1. 4)

k=0 1#k

Nous allons maintenant discuter la décomposition d’un polyndme
comme combinaison linéaire de ses translatés sous la forme :

Q
$(t) =D and(t —tx), Wt &)
k=0

ou £, ..., tg sont des réels arbitraires fixés.

Comme ['ensemble Ry [¢] des polyndmes de degré inférieur
ou égal a IV est un espace vectoriel de dimension N + 1, la
décomposition (5) existe toujours pourvu que I’ensemble ¢(t —
tg), 0 < k < Q engendre 'espace R y|[t]. Mais a priori les
coefficients o, dépendent du polynéme considéré. 11 faut noter
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que la relation (5) est une décomposition particuliere dont nous
allons démontrer, dans cette section, I’existence et pour laquelle
nous allons montrer que les coefficients o, sont les mémes pour
tous les polyndmes de degré < . Pour simplifier la présentation
du principal résultat de cette section, nous allons commencer
par établir les lemmes 2 et 3 suivants (pour la démonstration du
lemme 3 voir I’ Annexe Al).

Remarquons tout d’abord que si I'un des #; est nul, la solution
triviale o = 1 et o; = 0 pour ¢ # k conduit a la décomposition
triviale ¢(¢) = ¢(¢ — 0) qui n’a aucun intérét. On écarte donc ce
cas trivial en supposant dans cette section que tous les ¢, sont non
nuls.

Lemme 2 : Soient ty, ..., tg des réels arbitraires, distincts deux
a deux et non nuls. S’il existe un polyndme ¢g de degré N qui
Vérifie une identité du type :

Q
do(t) =) ardolt —te), Vt (6)
k=0

alors, tous les polynémes de degré < N vérifient aussi cette méme
identité. Sa réciproque est triviale.

Preuve

L’identité (6) entraine que :

Q
do(t—7) =Y ardolt — 7 — tx), ¥t,¥7. @)

k=0
Chacun des polynémes ¢; (%) 2 Gt — §), 7 =0,..., N vérifie

donc lui aussi 'identité :

Q
Gi(t) =) cney(t — t), V. ®)

k=0

Comme les polyndmes ¢;, § = 0, ..., N engendrent R y {¢], (Voir
Annexe AQ), tout polyndme ¢ de degré < N s’écritsous laforme :

N
B(t) = c;b5(t). ©)
=0

Soit

N Q
o(t) = ZCJ[ ak%(t‘tk)} (10)
k=0

=0

O

N
= g ch¢j(t—tk)
0 j=0

k

1l

i
Me

o (t — t). an

ol
il

0
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Lemme 3 : Considérons le systéme Sq y de Van der Monde
suivant associé aux réels ty, ..., tg supposés distincts deux a deux

et non nuls
11 1 Qg 1
tg té t2Q o %1 0
to i1 ... tQ Qg _ 01 (12)
A 7 g 0

Alors, on a les résultats suivants.

1. Le systéme Sq y admet une solution ssi N < Q.

2. Cette solution est unique ssi Q = N. Dans ce cas, elle sera
notée o et ses composantes osz sont toutes différentes de zéro
et ont pour expression :

1
o = —~———— k=0,..,N. (13)
Hz;ék(l - t’:)

On peut noter que si 'un des ¢, est nul, la colonne définie par ce
tx dans la matrice du systeme (12) est identique & celle du second
membre. Dans ce cas, le systéme admet toujours comme solution
oy = leta; = 0pouri # k. Ce point correspond au cas de la
décomposition triviale que nous avons écartée.

Proposition 1 : Soient 1o, ..., tg des réels arbitraires, distincts
deux & deux et non nuls et o la solution du systeme carré Sy N
définipar(12)ou Q) = N. Alors, tous les polyndmes de degré < N
vérifient Uidentité (5) o o = o™V et cette identité est minimale
pour les polynémes de degré N, i.e., aucun polynéme de degré
> N ne vérifie une identité analogue a (5) et comportant au plus
N + 1 termes.

Preuve
D’apres le Lemme 2, il suffit de chercher les conditions sur les
oy, pour que le polyndme ¢ (%) 2 N vérifie Iidentité (5). Ces
condmons s’obtiennent en exprimant que les deux polyndmes ¢V
et Z o @k{t — ;)" sont identiques. Ceci équivaut a écrire que
les dérivées d’ordre i = 0,..., N de ces deux polyndmes sont
égales en un point ¢ fixé, par exemple ¢ = 0. Un calcul simple
montre que les o, sont nécessairement solution du systéme Sg n
de Van der Moonde introduit par (12). La suite de la démonstration
se déduit immédiatement du Lemme 3 qui donne une discussion
de I’existence de la solution du systeme Sg n.

Cqfd

2.1. EXEMPLES ET APPLICATIONS

Symétrie
D’apres la structure du systeme (13), si 1’on remplace les ¢, par
Tig, T réel quelconque fixé, les ay, restent inchangés.

Expression de la dérivée d’un polynéme

Calcul récursif

Partant de (13), il est facile d’établir que les composantes de oY

et a1 sont reliées par les relations de récurrence suivantes :
N+1 N 1
ak = T_—tk—’k:O"“’N (14)
N1
et 1
N+1 _
Nt = (15)

[T (1 — )

Ces relations permettent de calculer, récursivement sur N, les
composantes de o™Vt 2 partir de celles de oV

Exemple I :Sil’onprendty, =k+1,k=0,...,
données par :

N, les )Y sont

ap = (-DFCitY k=0,...,N (16)

ot C%; désigne le nombre de combinaisons de IV objets priskak.

Changement d’un paramétre

Il est intéressant de voir comment se transforment les ciY
lorsqu’on modifie I'un des paramétres ;. Comme I’ordre des
parametres ne joue aucun role dans la décomposition (5), sans
perte de généralité, il suffit de considérer le cas suivant. Appelons
o, ..., N les coefficients associés a to, ..., ty eta), ..., a ceux
associés a t1,...,ty41. Tenant compte des expressions (13), un
calcul simple montre que les aj se déduisent des ol et de x4
al’aide des relations suivantes :

1__tk+1

al = aﬁ+11——t—;37,k=0, SN -1 (17
T ini

N 1

aN = —— (18)

ILiio(1 -

t
)

Valeur d’un polyndme en un point

La valeur du polynéme ¢ de degré < N en un point arbitraire ¢4
est donnée explicitement en fonction des ¢(tx). k =0, ..., N — 1,
par:

N+1 Z tN+1

ONYL = 0

H(tns1) = (te). 19

En effet, pour établir (19), on va décomposer ¢(t) de deux
manitres différentes en faisant intervenir les ol et les al in-
troduits ci-dessus. On obtient :
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N
$(t) = Y aye(t—t) (20)
k=0
N
= Y @ ¢(t —tre1)
k=0
N-1
= a ¢t — tesr) + aNd(t — tni1)
k=0
N-1 . tk+1
= A 1 tk+1 —— 2 (t — t14x) + and(t — tng1).
k=0 - tN41

Faisant la différence entre la premitre et la derniére égalité
apparaissant ci-dessus et tenant compte de (17), on obtient :

N-1 —lena
ap pt—to)+ Y akN+1[1_1—t_1t£T]¢(t_tk+l) = aNg(t—tn41).
k=0 N1

21
Tenant compte de (18), il vient :

ot —tngp1) = N+121_m+1 (t—t). (22

AN+1 k=0

Finalement, prenant ¢ = 0 et remplagant tous les ¢; par leurs
opposés —t;, on obtient (19) puisque aJNVIi et les ol restent

inchangés dans cette transformation.

2.2. LIENS AVEC QUELQUES RESULATS
CLASSIQUES

Polynomes d’interpolation de Lagrange

Si I’on remplace dans (19) a%i} par son expression, {41 par T

et si ’on pose :

LY(r) 2 af II a- tl) k=0,...,Q (23
0<iz#k<N
on obtient :
N
#(7) =Y $(te) LY (7)- 4
k=0

Les polyndmes LY définis par la relation (23) sont connus sous
la dénomination de polyndmes d’interpolation de Lagrange [4] et
les paramétres oY intervenant dans ces polyndmes sont des fonc-
tions explicites des réels tx, k = 0,..., N et sont évidemment
indépendants de 7.

Exemple 2 : Silonprend{y, = k+ 1,k =0,..., N et’on tient
compte des valeurs des ol calculées dans I’Exemple 1, ]a relation
(19) donne :
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P(tns1) = N+121_m+1 CYtho(te). (29

ON+1 k=0 tr

Se placant, par exemple, dans le cas particulier ¢(t) = t™ avec
n < N, on obtient :

7{,"'1 N+1 Z tN+1 Clk\ft-ll (k + 1)n (26)
Nty k= 0

Opérateur différence

On peut aussi établir des liens entre les résultats de cette section
et la propriété suivante sur les opérateurs différence n-iéme. On
appelle différence premiere d’une fonction ¢ de pas h fixé une
fonction

A

Ap(t) =

On définit ensuite la différence n-itme par AMyp =
A(A=Dy),

On peut alors établir le résultat suivant classique en mathéma-
tique :

p(t+h) = o(t).

Ona AN )<p = 0 si, et seulement si,
de degré N en la variable entiére k.

o(t + hk) est un polynéme

On peut développer I"expression AY) ¢ et comparer avec les
résultats de cette section.

3. Décomposition de la dérivée
d’un polynéme

3.1. UNE DECOMPOSITION GENERALE

Dans la section précédente, on a établi une identité vérifiée par
tout polynéme de degré < N. Dans cette section, nous allons
suivre la m&me démarche que dans Ia section précédente pour
établir et discuter la décomposition de la dérivée d’un polynéme
&(t) sous la forme

Q
¢'(t) = Brdlt — t). @7)

k=0

Cette décomposition est analogue a (5) et avant de 1’étudier, nous
commengons par établir les deux lemmes suivants.

Lemme 4 : Soient to, ..., tq des réels arbitraires, distincts deux
a deux. S’il existe un polyndome ¢q de degré N qui vérifie une
identité du type :
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Q
$o(t) =Y Bego(t —tr), Vi (28)
k=0
alors, tous les polynomes de degré < N vérifient aussi cette méme
identité. La réciproque est triviale.

La démonstration de ce résultat s’obtient en suivant la méme
démarche que celle utilisée dans la preuve du Lemme 2.

Corollaire 1 : Un polyndéme ¢ vérifie I’identité (28) si, et seule-
ment si, il vérifie 'identité suivante :

Q
T¢'(t) = Bt —Tt), VT,V (29)

k=0
Preuve

Faisant = 1 dans (29), on obtient (28). Réciproquement,
supposons qu’il existe un polyndme ¢y vérifiant (28). Alors,
I’identification des termes de plus haut degré dans (28) conduit a
Z§=o Br = 0 et donc (29) est vérifiée pour 7 = 0. Supposons
alors 7 # 0 et introduisons le polyndme ¢(z) = ¢(7z). D’apres
le Lemme 4, le polyndme 1 vérifie (28). Comme ¢'(z) =
7¢'(Tx), on obtient :

N
7' (1T) = Z Brdlr(x — tg)] Vr,Vi. (30)
k=0

Finalement, posant t = 7x, on voit que ¢ vérifie (29).
Cqfd

Le lemme suivant, dont une démonstration est donnée dans
I’ Annexe A2, vanous permettre de discuter I’existence et I’unicité
de la décomposition (27) ainsi que le calcul des coefficients
apparaissant dans cette décomposition.

Lemme 5 : Considérons le systeme Sg, \ de Van der Monde
suivant associé aux réels ty, ..., tq supposés distincts deux a deux.

1 1 .. 1 Bo 0
to t1 ... tg 51 -1
t?) t% té Bo - 0 . 31
W .ty Bo 0

Alors on a les 4 situations suivantes pour la solution de ce systéme.

1. 8i N < Q, le systéme est indéterminé et admet une infinité de
solutions.

2. 85i N = Q, le systéme est carré et admet une solution unique
donnée par :

N
v 2ok LLigs i b

S | PR

k=0,.,N. (32

Expression de la dérivée d’un polyndme

3. 85i N = Q + 1, le systéme admet une solution si, et seulement
si, les réels ty, ..., to sont tous non nuls et vérifient la condition

n = (. 33)
k=0 ¥

La solution est alors unique et elle est donnée par :

-1
N-—-1
= k=0,..N-1. (34)
k — ’ 3 ’
te [T (1 — )

4.Si N > Q+1, quel que soit le choix des ty, non nuls, le systeme
est impossible.

Corollaire 2 : Considérons les deuxcas N = Qet N = Q+1ou
le systéme ci-dessus admet une solution unique et supposons que
to, ..., tN—1 vérifient la condition (33) et que tn est quelconque.
Alors, les solutions ,B,ICV et SN sont reliée par :

BN =pN"1 k=1,.,N—1, et BN =0. (35
Preuve
Dans le cas N = @ + 1, les ﬂfcv ~1 sont tous non nuls et

s’expriment de maniére unique par (34). Dans le cas N = @,
comme par hypothése g, ..., ty -1 vérifient la condition (33), on
peut simplifier ’expression (32). Pour cela, on va distinguer les
deux situations ty = 0 et tiy # O et utiliser les expressions
détaillées données dans la remarque de I’ Annexe A2. On obtient :
1.Pourty =0

BN =Nl k=1,.,N-1, et pN=0. (36)
2.Pourty #£0

-1 N -1 1, -1
ﬂljc\]:_tk +2izoti _ —tp tiy C k=1,..N

Moun(1— ) Tlow(l— %)

@37

On a donc BY = 0 et un calcul simple montre que 8 = G5 %,

k=1,..,N — 1. Donc les 3} sont indépendants de ¢ .
Cqfd

Le lemme et le corollaire ci-dessus vont nous permettre d’établir
la proposition suivante qui constitue le deuxi¢me résultat de ce
papier.

Proposition 2 : Soient ty, ..., ty—1 des réels arbitraires non nuls,
distincts deux a deux et vérifiant la condition (33), et soient B,va -1
k=0,..,N — 1, les coefficients donnés par (34). Alors, tous les
polyndémes de degré < N vérifient l’identité suivante :

N-1
T¢'(t) =Y By telt—tyT), VE, VT (38)
k=0
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et aucun polyndéme de degré > N ne peut vérifier une identité
analogue a (38) et comportant au plus N termes.

~

La démonstration est similaire a celle utilisée pour établir la
Proposition 1. 11 suffit de remplacer les Lemmes 2 et 3 par les
Lemmes 4 et 5 et d’utiliser le Corollaire 2.

Remarque 1

Les coefficients ﬁ,iv -1 apparaissant dans (38) sont solution du
systeme (31). D’apres la structure de ce systéme, il est clair que

sil’on remplace les ¢, par Tty, alors les ﬂ,]cv ~1 sont remplacés par
N-—-1
ﬁ’cT . Ceci permet de retrouver, d’une autre maniere, le résultat

du Corollaire 1.

3.2. UNE DECOMPOSITION PARTICULIERE

Afin de particulariser la relation (38) pour obtenir une décompo-
sition de la dérivée sous forme d’une somme de taux d’accroisse-
ment de ¢(¢) du type :

A(f)(t) é (Jﬁ(t—f—t;ﬂ') —(b(t—t;ﬂ‘)

T

(39

on doit choisir un nombre de parametres ¢, pair Q + 1 = 2q. Les
q premiers parametres £, ...,t,—1 sont choisis distincts et non
nuls et les q autres ¢, . . ., t94—1 sont déterminés par les relations
de symétrie suivantes :

tgrk = —tik=0,...,q~1. (40)

Pour que ces 2¢ parametres soient deux a deux distincts, on doit
imposer la condition tZ # t? pour 3 # j. Il est clair que les 2q
parametres ¢, ainsi choisis vérifient la conditions (33). On va donc
pouvoir énoncer la proposition suivante, analogue a la Proposition
2, et qui constitue le troisieme résultat de ce papier. L’ énoncé ne
fera intervenir que les g paramétres tg, ..., t,—1 puisque les g
autres sont obtenus par changement de signe.

Proposition 3 : Soient ty,...,t,_1 des réels non nuls vérifiant
2+ t? pour i # j. Alors tout polynéme de degré < 2q est égal
a la combinaison linéaire de q taux d’accroissement arbitraires
définie par :

¢I(t) — i'yk ¢(t + tkT) — ¢(t - tkT)’ Vt, Vr (41)

o les vy, sont donnés par :

1
Tk = kE=0,.,q—1.  (42)

= =
2, H?)g#k(l - ;{?)
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Aucun polynéme de degré > 2q ne peut vérifier une identité
analogue a (41) et contenant au plus q termes.

Preuve

On utilise les résultats de la Proposition 2. Si N est impair, on
prend Q = N etsi N est pair, on prend @ = N — 1. On pose dans
les deux cas  + 1 = 2q et le nombre g est donc égal 3 la partie
entiere de % Les paramétres 7 sont donnés par les expressions
(32) ou (34) suivant le cas ol ’on se trouve. Tenant compte de
I’hypothese (40) sur la symétrie des tj, un calcul simple conduit
aux expressions (42) des .

Cqfd

3.3. EXEMPLES

Relation de récurrence

Soient 7,3_1, k = 0,...,q—1 les coefficients déduits de
to,...,tq-1 @ laide de (42) et v, k = 0,...,q ceux associés
ato,...,t;. Comme pour la décomposition d’un polynéme, par-
tant des expressions (42), on établit facilement les récurrences
suivantes sur q :

1
73 = pr 7 “43)
th Hi:O (1 - {%)
et 1
W=l k=0,.,0-1 (44)
(1-2)

q

Pour le calcul des coefficients v de la décomposition (41), on
peut donc, soit utiliser la relation (42), soit utiliser les relations de
récurrence (43) et (44).

Exemple 3 : Prenons ¢(t) = t2.Ona N = 2 etdonc ¢ = 1. Si
I’on prend {3 = a, on obtient :

#(0) = 516+ ) - 9(t — a)]. @s)
Exemple 4 : Prenons ¢(t) = t3.Ona N = 3 etdonc ¢ = 2. Si
I’on prend ¢y = a et t; = b, on obtient :
ey b?
¢'(t) = W—_aﬂ[ﬁb(t +a) - ¢(t — a)]
a2
+ ‘W—_bg)[¢(t +b) — ¢(t — b)]. (46)

On peut vérifier que pour N = 4, on obtient la méme décomposi-
tion qui est valable pour tous les polynémes de degré < 4. D’une
maniere générale, on détermine la décomposition pour N pair et
elle est valable pour tous les degrés < N et non valable pour tout
polynéme de degré > N.

FExemple 5 : Prenons N = 6. Dans ce cas, on choisit ¢ = 3 et si

I'on prend ¢, = &L, on obtient :
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9 -9 1

7 2y 4
4’20’20) “7)

(v0, 71, 7v2) = (

La dérivée de tout polyndme de degré < 6 se décompose alors
comine suit :

#(t) = 10t~ 3) — 6t + )+ 5[0~ 3) — o(t + 2)]
1
— o161~ (¢ + 1) @8)

SiI’on remplace les t par 2%, on obtient :

((707 1, 72) = (457 -93 1) (49)

Il est intéressant de savoir comment se modifient les -y, lorsqu’on
modifie I'un des parametres ¢;. On peut établir facilement des
relations analogues aux relations (17) et (18) données dans le cas
de la décomposition d’un polyndme.

4. Applications : Distribution de Wigner-
Ville polynomiale

L’identité (41) permet de justifier la définition suivante de la
distribution de Wigner-Ville polynomiale qui est une variante de
celles proposées dans [2], [3].

Définition 1 : La distribution de Wigner-Ville polynomiale d’or-
dre ¢ d’un signal z(t) est la transformée de Fourier par rapport &
7 du noyau défini par :

q—1
Kqo(t,7) = [] l2(t + tor)2* (t — tar)]* (50)
k=0 .
soit
W,.(t,v) 2 / K, . (t,7)e 2™ dr 51

ot les v sont donnés par les relations (42)

La distribution ainsi définie est donc égale au produit de convo-
lution suivant :

1
Woo(t,7) = o= WO (t, 2) 5.« WOD(1, 2) (52)
heo tk to 22

A

ou

WZ(%)(t, I/) a /[z(t )2 (t — T)]’Yk g d2muT g (53)

Expression de la dérivée d’un polynéme

La version discréte de la distribution polyndmiale W, (¢, v) pour
les signaux a temps discret est obtenue en prenant la transformée
de Fourier & temps discret du noyau discret K, (n, m) défini par :

g—1
K,(n,m) 2 H [2(n+ tym)z*(n — tm)]™*.  (54)
k=0
On obtient donc
qu’z(n, V) é Z Kz(n’ m)e_jZﬂ'Vm. (55)

Cette version discrete conduit & I’implantation numérique de la
distribution polyndmiale W, .(t, v) qui ne sera pas discutée dans
ce papier.

La distribution W, . (¢, ) posséde des propriétés pratiques inté-
ressantes qui sont proposées dans [2], [3]. Dans ce papier, on se
limite & appliquer les résultats de 1a section précédente pour établir
la propriété fondamentale suivante déja énoncée, en partie, dans

[3]).
Proposition 4 : Considérons le signal déterministe défini par :

2(t) = /29, (56)

o ¢(t) est une phase polynomiale. Alors si ¢(t) est de degré
<2qona:

Wi,z (t,v) = 6lv — ¢/(1)). (57)

Preuve

Pour un signal z(t) donné par (56), la Proposition 3 montre que
le noyau K, .(t,7) prend la forme suivante :

q-—-1
K,:(t,7) = exp {jQWZ%[d’(t +te7) — B(t — tkT)]}

k=0
= exp{j2nr¢’(t)}. (58)

La distribution W, , (t, v) estla tansformée de Fourier par rapport
a 7 de ce noyau. Elle est donc donnée par (57).
Cqfd

La distribution de Wigner-Ville polynomiale W, .(¢,v) des si-
gnaux de la forme (56) assure donc une concentration optimale
de I’énergie du signal z(¢) autour du graphe de la fréquence
instantanée ¢’ (t) lorsque le degré du polynome () est < 2¢. La
distribution polyndmiale ainsi définie généralise la distribution
classique de Wigner-Ville dans le sens ol cette derniére est aussi
concentrée sur le graphe de la fréquence instantanée pour les
polyndmes de degré < 2. Rappelons que le terme fréquence
instantané est utilisé par abus de tangage.
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Les coefficients -y, sont des fractions rationnelles des .
Théoriquement, les -y, ne sont donc pas des entiers et cela pose
un probléme lorsqu’on doit calculer numériquement la distribu-
tion. On peut, cependant, choisir des t;, rationnels et utiliser la
Remarque 1 pour obtenir des -, entiers. Mais I’Exemple 5 mon-
tre que cette technique peut conduire 2 des ~y; a valeurs entidres
mais assez importantes. Il serait plus intéressant d’envisager la
résolution du probléme inverse qui consiste a se donner des 3
entiers et & déterminer les ¢ tels que les relations (42) soient
vérifiées. Ce point n’est pas considéré dans ce travail. Signalons
aussi que le choix d’exposants entiers dans le noyau K, ,(t,v)
permet d’établir un lien entre la distibution polynomiale définie
ci-dessus et les distributions temps-fréquence d’ordre supérieur a
2 introduites dans [2].

5 o Conclusion

On a proposé une représentation de 1’ensemble des polynémes
de degré inférieur ou égal a N a 'aide de N + 1 parametres
arbitraires t, k = 0, ..., N. Une représentation analogue pour la
dérivée est largement discutée et les résultats obtenus ont permi,
en particulier, de discuter certains points concernant la distribution
de Wigner-Ville polynomiale introduite dans [2], [3]. Comme
perspectives, on s’intéresse, en particulier, a la détermination
du degré de la phase polynomiale ¢ & partir de la distribution
polyndmiale associée au signal bruité z(t) = e/ 1 b(t).

6. Annexe

ANNEXE A.0

Nous donnons ici une démonstration du Lemme 1 et une démon-
stration du résultat classique suivant.

Propriété 0 : Si ¢ est un polyndme de degré N, alors les N
polyndmes ¢{t —t;),k = 0,..., N engendrent I’espace vectoriel
des polynémes de degré < N pourvu que les ¢ soient distincts
deux a deux.

Preuve de la Propriété 0
Considérons I’identité

N
> ard(t—ty) =0. (59)
k=0

Cette identité, qui signifie que le polyndme introduit par le
membre de gauche est identiquement nul équivaut a dire que les
dérivées d’ordre 7 = 0,..., N sont nulles en un point fixé par
exemple ¢ = 0. Intoduisons les coefficients du polynéme ¢. On
obtient
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N
602 ©
=0
N
¢(j)(t) a Zaiti_j (61)
i=j
N
P (t — ty,) 2 Z ai(t —tg)" 7 (62)
i=j
et donc
N N
> | D ailt— 1) | =o. (63)
k=0 i=j
Soit

N N
Zai {Zak(‘tk)i_j} =0, Pourj=0,...,N. (64)
k=0

i=j

Cas j = N : L’équation se raméne 2 la condition :

N
> =0. (65)
k=0

Cas j = N — 1 : Tenant compte de la condition ci-dessus, nous
obtenons

N
> oty =0. (66)
k=0

Raisonnons de proche en proche ou par récurrence sur j, on
démontre que les ¢ doivent vérifier nécessairement le systéme
suivant :

1 1 1 G 0

to t1 ... 19 aq 0

7S - . té g -1 0 | (67)
ty ot .ty g 0

On a donc un systtme homogene dont le déterminant est non
nul. I admet donc une solution unique et par suite les polynémes
forment un systeme libre.

Preuve du Lemme [

On peut montrer facilement par récurrence la relation (78). Pour
démontrer la relation (42), on va considérer les déterminants
Pnlto, .., tn) et V,, comme polyndmes en g de degrés respectifs
netn — 1 et on utilisera aussi la relation de récurrence suivante
qui découle directement de la définition (4) :
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07 Hto, ey tn) = too ™ 2 (b1, ey tn) + H te (68)

Nous allons démontrer (3) en procédant par récurrence sur n.
Pour n = 2, la propriété est vérifiée. En effet, nous avons
Pi(a,b) = b* — a?, Vi{a,b) = b —a et oi(a,b) = a + b.
Supposons, par hypothése de récurrence, que la propriété (3) est
vérifiée pour n — 1 et calculons Py (o, .., tn ). Le déterminant
Pr{to, ..., tn) est un polyndme de degré n en ¢y pour lequel on
connait :

1.n — 1racines £y, ..., %,

2. le coefficient constant :

ao—(Ht) Vii(tr, oo tn) (69)

=0
3. le coefficient du mondme de degré n :

w2 (=1 P 1 (fry ey ). (70)

Comme le produit des n racines est donné par :

—1)"
T 2 (_)_@ (71)
Gy,
la racine inconnue vaut :
T (=1)"ap _(H?:o ti) Vi-1(t1, .. tn)

P = = =
" H?:o ti ann?:o t; Pn~1 (tlv eeey tn)

(712)
Le polynéme P, peut donc s’écrire sous la forme factorisée
suivante :

,Pn(th 7tn) = an(tO - tl)(tO - tn)(t() - pn)

= (=1)""to — t1)...(tc — tn)

Si I'on remplace dans cette relation P,_1(t1,...,t,) par son
expression donnée par I'hypotheése de récurrence (3) ou 'on
sibstitue n — 1 a n, on obtient :

= (=1)" (to — t1).(to — tn)Vn1(t1, ortn)

: [aﬁ:%(tl, wta)to+ [ ] tk}
k=1

= (to - tl)...(to - tn)Vn—l(th caey tn)
“toy ey ) (73)

Pty s tn)

Or le polynéme V, admet ti,...,t, comme racines et son
ceefficient du terme de plus haut degre est (—1)"71, soit :

Vi(to, oy tn) = (o = t1)...(to — tn)Va—1(t1, .y tn).  (74)

tgpn_l(tl, n)JrVn 1 tl,... n)Hti‘ .

Expression de la dérivée d’un polyndme

Tenant compte de ce résuitat, la relation (64) donne (3). On peut
donner une démonstration plus courte en développant V,, par
rapport a sa deuxi¢me lignes et en faisant intervenir les polyndmes
symétriques élémentaires.

ANNEXE A.1: PREUVE DU LEMME 3

Le systeme (12) admet une solution ssi la colonne du second
membre appartient & I’espace engendré par les colonnes de la
matrice du systtme. Comme les colonnes construites par les
puissances des parametres to, . . . , £ forment une matrice de Van
der Monde et que tous ces parameétres sont deux a deux distincts, il
est facile de voir que la solution existe si, et seulement si, Q > N.
Dans le cas () = NV, le systeme est carré et son déterminant est
non nul. Il admet donc une solution unique. Pour montrer que
chacun des afv est non nul, raisonnons par 1’ absurde en supposant
afcv = () pour un certain k. La suppression de la colonne formée
par les puissances de ¢; conduit & un systéme pour lequel on a
@ = N — 1 et qui admet une solution. Ceci contredit le résultat
précédent et donc toutes les composantes de la solution unique
sont différentes de zéro. Les expressions des oY s’obtiennent en
appliquant la formule des déterminants de Cramer. On obtient :

Voltos oo te1s 1 tists o t
oy = Qto, - tk—1, 1, thy, 0 tQ) 75)
VQ(tQ,...,tQ)
i A t
(— 1>k+1VQ 1(t0, . L1, k+1, Ht
VQ(to, ik

Un calcul simple conduit aux expressions des akN et les relations
(13) se déduisent immédiatement de ces expressions.

ANNEXE A.2 : PREUVE DU LEMME 5

Cas1: N < Q.Le systeme (31) admet une infinité de solutions.
Considerons le cas @ = N + 1, on peut fixer arbitrairement une
des inconnues Fx. Si I’on choisit par exemple B, = 0, on se
raméne au cas ( = N d’un systeme carré.

Cas2: N=@Q
Le systéme (31) est carrée et sa solution est donnée par 1a méthode
des déterminants de Cramer. On obtient :

Pr—1(tizk)
= (_1)kF1 _TN-1FR
b= Vn(to, o tn)’

N A ..
Oou PN~1(tl;ék) = PN—l(tO, vy lp—1, tk+1, e ,tN) de51gne le
déterminantd’ordre N formé apartirde to, ..., tk—1, tht1s . . -, TN
Tenant compte de (3), on obtient :

k=0,...,N  (76)

B = () V-1 (tin) (D551 iy i)
Vo (to, s LQ)
N
[Tiga(te —t)

W

= (-1) k=0,..,Q
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qui n’est autre chose que (32).

Cas3: N=Q+1

Le systeéme (31) contient N inconnues et N 41 équations. Il admet
donc une solution si, et seulement si, le vecteur du second membre

appartient a ’espace engendré par les colonnes de la matrice du
systeme. Cette condition se traduit par :

1 1 0
to tg —1
2 2 0 |_ _
det 0 Q —PQ(to,...,tQ) =0. (78)
ts 9 0

D’apres la relation (3) du Lemme 1, cette condition se traduit par :

Q Q

VQ(tO""’tQ)ZHtl = 0. 79)

k=0 Ik
Comme Vg (to, ...,tg) # 0, la condition équivaut 2 :

Q

Q
S I[u=0. (80)

k=0 I#£k

Les 5, étant distincts deux & deux, la condition ci-dessus équivaut
a dire que tous les £, sont différents de zéro et vérifient la relation
(33).

Casd4: N >Q+1

On considére le systtme homogene carré S’ formé par les Q
derniéres équations du systéme de départ. Le déterminant de S’
est donné par :

N

det(S') = Vg(to,...tq) [t °*". 1)
=0

Comme aucun des ¢; n’est nul, $” admet la solution triviale nulle
et donc le systeme global est impossible a cause de sa deuxi€me
équation.

Remarque 2 : On peut simplifier I’expression (77) qui correspond
au cas ( = N. Pour cela, on doit distinguer le cas ol tous les
sont non nuls et celui ot I’un des t; est nul.

(1)-Tous les ¢, sont différents de zéro. Un calcul simple conduit a :

-1 N -1
N _ _tk + Zi:o ti

&L , k=1,...,N. (82)
T (1 — &)
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(ii)-L’un des tj, est nul. Sans perte de généralité, on peut supposer
ty = 0. Alors pour £ # N, I'expression générale (77) de «, se
simplifie et ne comportera plus qu'un seul terme. On obtient
immédiatement les expressions :

-1
BY = ——— , k=1,.,N—-1. (83)
e Il (1 — )
et
N—17qN-1 1, N—-1 N—1
BY — ( 1)sz=o gt L't 1 _N 4
N =\~ N1 — HN-1 P P
I, (=) [Tico ti smo B o B
(84)
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