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Résumé

Le but de cette correspondance est de donner une
expression simple et générale de la variance d’estimation
des corrélations spatiales estimées apres rectification. On
étudie ensuite les implications de ce calcul pour le
traitement d’antenne.
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Summary

This correspondence deals with the calculation of the
estimated spatial correlations after rectification. The conse-
quences of this calculation, for array processing, are then
studied.
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1. Introduction

Une large part des études récentes en traitement d’antenne
et en analyse spectrale concerne 1’étude des propriétés
algébriques et statistiques de matrices de covariance. Dans
le cadre du traitement d’antenne, 1’hypothése de stationna-

rité spatiale est habituellement admise. Cette hypothese

est utilisée, dans le cas d’une antenne linéaire, pour
« stationnariser » spatialement les covariances ou inters-
pectres estimés. Cette stationnarisation spatiale est dési-
gnée par divers vocables plus ou moins barbares : rectifica-
tion [1], Toeplerization, Toeplitzification, ... Les deux
derniers vocables font référence au mathématicien 0.
Toeplitz, ce qui est louable, tandis que le premier (i.e.
rectification) a 1’avantage de la simplicité. Nous adopte-
rons donc pour la suite ce vocable qui provient de

(1) Ce travail a été réalisé dans le cadre de la convention de recherche
IRISA-GERDSM (DCN).

Traitement du Signal

57

I’opération réellement effectuée pour stationnariser spatia-
lement le signal.

Le procédé de rectification consiste simplement a2 moyen-
ner les corrélations spatiales le long des diagonales. On
montre aisément [2] que ceci revient a accomplir (tres
économiquement) une projection orthogonale de la
matrice de covariance estimée sur le sous-espace des
matrices de Toeplitz. Il est certes tout a fait possible de
perdre au passage le caractére positif de la matrice de
covariance estimée, mais les propriétés statistiques (varian-
ces essentiellement) des estimateurs de parametres des
sources sont, en général, largement améliorées.

Ceci est particulidrement important pour les méthodes a
haute résolution, ainsi que le confirment les é&tudes
théoriques [3] et les expérimentations [4].

La donnée matricielle des covariances intercapteurs est
transformée par ce procédé en un simple vecteur constitué
des éléments de la premicre ligne de la matrice rectifiée.
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Etant donnée le peu d’information dont on dispose sur les
éléments propres des matrices de Toeplitz [5], [6], on peut
légitimement se demander si les méthodes d’analyse en
composantes principales de cette matrice rectifiée consti-
tuent 1’unique ou la meilleure voie d’analyse... Le débat a
ce sujet est loin d’étre achevé. On peut toutefois, beaucoup
plus simplement, essayer de calculer la variance d’estima-
tion de ces corrélations spatiales rectifiées. En dépit de sa
simplicité, la résolution de ce probleme peut amener a
considérer des questions fondamentales telles que celle-
ci : existe-t-il des choix optimaux des corrélations spatiales
de l’antenne et ceci pour divers critéres (variance des
estimateurs, détection, etc.). La réponse a ces diverses
questions peut amener a modifier la vision que 1’on a des
divers traitements d’antenne et & se poser une question
d’une importance pratique considérable : est-il possible a
partir des observations (sorties de capteurs) d’optimiser la
configuration spatio-temporelle utilisée.

Le but de cette correspondance est de donner une
expression simple de la variance d’estimation des corréla-
tions spatiales estimées apres rectification. Pour ce faire,
on montre qu’un formalisme matriciel élémentaire allege
considérablement les calculs et conduit a des formules
d’une grande simplicité.

Cette correspondance est présentée comme suit ; dans la
section 2 les calculs de la variance sont présentés, ils sont
illustrés par les résultats de la section 3 ; enfin, la section 4
présente les conséquences pratiques des calculs effectués
dans la section 2 pour des cas simples. On pourra constater
dans les sections 4 et 5 que les conséquences de la section 2
sont parfois surprenantes.

2. Calcul des covariances des corrélations spatiales
estimées apres rectification

On dispose d’une antenne linéaire constituée de p capteurs
équirépartis, on considére un traitement bande étroite a
une fréquence de référence omise pour la suite.

On dispose alors d’une matrice de covariance (plus
exactement interspectrale estimée) des sorties de capteurs,

soit R cette matrice et f{\T la matrice rectifiée.

Par abus de notation, on @ppellera corrélations spatiales
estimées rectifiées (notées r;,, 0 <i < p— 1) les éléments
de la premiére ligne de ﬁT On suppose R hermitienne par
construction.

On appelle Z la matrice carrée (p, p) de décalage (shift)
définie par la formule usuelle [7] :

0 oo e e 0
1 .

Z = 1
0 : M
0 010

La diagonale de 1 est donc décalée une fois par rapport a
la diagonale principale. On appellera aussi Z' la matrice
carrée (p, p) dont la diagonale constituée de 1 est décalée

i fois relativement a la diagonale. Cette notation a un sens
car on montre trés aisément les résultats ci-dessous :

Z.Z=2"
et plus généralement :
Zi.Z) =27 (ietj=0). )
Par cohérence avec (2), on convient que :
=1 (3)
(Id : matrice identité (p, p)).

N [N - ey - -~
Les éléments r; de la premiere ligne de Ry s’expriment trés
simplement avec ’aide du formalisme ci-dessus, i.e. :

P =L (®.z2Y
P

~

7

iltr (R.Z)
@

™~

. = l,tr(ﬁ.zf)
p—-1

Ty =1l.tr (R.z?P71)

(tr : désigne ici la trace d’une matrice [8]).

Nous allons maintenant utiliser l’expression (4) pour
calculer la covarlance centrée de r; et r;. On suppose, de

plus, que R a été obtenue par la methode du périodo-
gramme moyenné, i.e.

~ 1 X
R =Nk§1 Xk‘X];k (5)

(X, : vecteurs de sorties de T.F. des capteurs de 1’antenne.
* : signifiant transposée conjuguée).

Par conséquent, en utilisant (4) et (5), on obtient :
@-i)p-j).E.
1|3 ; .,
——2[2 [E{(Xk*.Z’ XX 2 X}
k=1

+ X

k#k'

r*) =E[tr (R.Z).u* (R.Z/)]

fE{(Xk*.zi.xk)(x,:f.zf’.xk,)}]. (6)

Il reste a calculer les termes entre crochets de (6), ce qui
est accompli directement par 1’utilisation de la fonction
caractéristique [9] de la forme quadratique X*.A.X,
définie relativement au vecteur X gaussien complexe
circulaire (sorties de T.F.), i.e. [10]:

(1) AFlexp(irX*.A.X)] =det"! (Id—itA.R)
(R = cov (X)) @)

d’ou ; par dérivation de ®(z) on obtient aisément (cf.
annexe 1) :
E[XF.Z . X)XF.Z' . X)) =

=tr (Z'.R).tr (Z'.R)+tr (Z'.R.Z/.R)
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et

E[(XF.Z' . X)(XE.Z) . X)) =

=tr (Z'.R).tr (Z'.R)

(®)
R 2cov (Xp),

1 =sk=N, X; et X, décorrélés si k # k') .
Notons 7; la variable centrée :
FAn—E().

Alors, on déduit directement de (6) et (8) ’expression ci-
dessous :

1
p-i)p—-j).N

On peut trouver a I’expression (9) une formulation quelque
peu géométrique en remarquant que la matrice Z' . R est
obtenue par sélection des (p — i) premieres lignes de R
(« translatées » i-fois vers le bas) et remplacement des « i »
— premiéres par des lignes constituées de 0 ; on notera
R'" la matrice Z'.R et RY la matrice Z/'.R. Soit
finalement :

E(F,.FF) = tr (Z'.R.Z/.R). (9)

1
@-ip-j).N
O<i,j<sp-1. (10)

tr (R'Y".RY)

EQF, . 7Y =

La signification des symboles | i et Tj se comprend donc
aisément. En dépit de sa simplicité, cette formule constitue
le résultat de base de cet article. Nous allons cependant
montrer que les conséquences de celle-ci ne sont pas
toutes triviales.

3. Résultats de simulations

D’aprés (10), la variance d’estimation du coefficient
7; prend la forme ci-dessous :

-
@-i)P.N
O<i=<p-1. (11)

var (r;) = E(|7|%) r RY.R")

On présente sur la figure 1 I’allure de var (?,») donnée par
(11) pour une configuration assez classique. L’indice
spatial des corrélations porté en abscisse est I’indice de la
corrélation r définie par (4). Pour une antenne constituée
de 100 capteurs cet indice varie de 0 (autocorrélation) a
99. La formule théorique (10), pour les données considé-
rées (i.e. nombre de capteurs, moyennages, rapports S/B,

..) est comparée avec l’écart type estimé sur 200 réalisa-
tlons indépendantes de R (N =1).

Les deux sources étant de niveaux assez faibles, le bruit est
prédominant. On peut remarquer le bon accord entre les
deux courbes ce qui valide (11).

On peut remarquer sur la figure 1 que cette variance
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Ecart-type du bruit d’estimation des correlations spatiales

1 —

ok p=100
N=1
ab sourcel: S1/B=-10db gisement: 60 degres ]

source2: S2/B=-20db gisement: 70 degres

3k -~-- ecart-type theorique
ecart-type estimé

DB

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Indice spatial des correlations

Figure 1. — Comparaison entre P’écart type théorique du bruit d’estlmatlon
de r; (0 <i=<99) et son écart type expérimental (0‘1 = — 10 dB, 0'2 =

—20dB, p=100, N = 1) estimée sur 200 réalisations de R.

augmente avec i ce qui s’explique aisément par le fait que
le dernier r (i.e. rp 1) ne bénéficie d’aucun moyennage
spatial alors que r, bénéficie de p moyennages spatiaux.
Est-ce a dire que I’estimation des r; (i fixé) bénéficie
systérpatiquement des moyennages spatiaux, c’est A cette
question que tente de répondre la section 4.

4. De P’influence des moyennes spatiales

Supposons que le signal soit composé d’une seule source
de puissance normalisée a 1, la matrice R est alors de
rang 1 et on peut supposer sans perte de généralité que
tous les éléments de R sont égaux a 1, car:

R=A,.Ro.AF, A, =diag (1, €° ..., &P~ D),
Ry(i, j) =1
on obtient alors d’apres (9) et (11) et des calculs élémentai-

res, en négligeant les termes de déphasages de A4 (i.e.
RARy:

V@, )

[E(|V,.|2) =§. et cov (7, F}) :.I}T
O<isp-1. (12)

Les moyennages spatiaux ne sont donc d’aucune utilité, ce
qui est évident si on remarque que la matrice R est de
Toeplitz par construction.

Considérons maintenant le cas ol le signal est seulement
composé d’un bruit blanc spatialement (i.e. R = Id), alors
d’apres (11) :

=12 1
ﬂf(lril ) =m 13)
EF .7*) =0.
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C’est donc dans ce cas que la rectification s’avere la plus
bénéfique pour la réduction de la variance d’estimation
des r;. Cependant, I’utilité pratique en est limitée car s’il
n’y a que du bruit...

Supposons maintenant que le signal soit la somme d’un
bruit spatialement blanc et d’une source unique (i.e.
R = pS +1Id, S = Ay Ry A§F et p = rapport signal a bruit),
alors toujours d’apres (11):
=)
;) -

l. (L,+p2+2p~
p—1 p

AREE

a4

On voit donc d’aprés (14) que si p devient grand devant i :

1.
N

2

E(|7]%) =<0 (15)

Il est aussi possible d’obtenir une expression développée
de la corrélation et de la variance du bruit d’estimation
sans trop de difficulté en considérant le cas de deux
sources plus du bruit grace a la formule (11).

La matrice interspectrale asymptotique s’écrit :
R = P Dk1 Dk’l; + P Dk2 Dk*z +1Id

oll p; et k; sont respectivement le rapport signal a bruit et
la fréquence spatiale de la j-ieme source.

On obtient alors (N = 1):

_ —i2 wd(my - my) ky

7*

2
my e

EfF,, 7% 1= 9} +

S S .
(p_ml) 1> 7722
2(p — sup (m;, m,))
—-—m)p-—my)

x (py cos (2 md(m; — my)k,) +

—i2md(my~m)k
+p%e 2 1) %2

+ pycos (2 md(m, — my) ky))

) oy P ei'rrd(ml—mz)(k1+k2)
1 P2

sin (wd(p — my)(ky — ky)) sin (wd(p — m)(ky — k1))

X
(p — m)(p — my) sin® (nd(k, — ky))
(16)
avec :
cos 6, , .
;= (\ : longueur d’onde, 9; : gisement)
d : distance intercapteur
‘Sml, m, : symbole de Kronecker
Qo +2p+1)
ElF, ") =0} + 03+ — ———
| | 1 2 (P — m)
)
sin” (wd(p — m)(k; — k;))
+2pp; 17

(p —m)?sin’ (wd(k, — ky))
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On remarque que dans le cas le plus favorable (p — oo et
m, et m, fixés) :

—i2wd(my ~my) ky 2 —i2wd(my—my) ky

lim E[7,, 7¥1= ple +ple

p— @

lim E[|7,|%) = p} + 0} . (18)

P~

En notant que :

i2 mdmk,

i2 wdmk,
+pe

rm=|E[rm]=ple ’) +8m
la variance du bruit d’estimation 7, est minorée par la

puissance moyenne de r,, (sinusoides spatiales).

En rappelant que : ?m =r, + 7, on définit les rapports
signal a bruit des processus constituants IA’m (en se placgant
dans le cas ou la variance de 7, est définie par (18)) :

S

Py _ P2
B =

P+ e \/ P+ 3

Si p? = p} (sinusoides de méme puissance moyenne) les
S, 5
— et —
B B
constitue le cas le plus favorable pour estimer le paramétre
de chaque source (les fréquences spatiales k, et k, par
exemple).

On remarquera que dés lors, que les quantités p? et
p% deviennent différentes, (p% > p% ou p% > p%), 1’une des
deux sources devient immanquablement pénalisée, du fait
que la variance du bruit d’estimation prend en compte la
totalité des puissances des sources en présence.

Il parait donc difficile, méme dans ce cas favorable,
(p - 0), ou aprées intégration temporelle (N # 1),
d’espérer détecter une source de puissance trés faible par
rapport aux autres (sans recourir au gain spatial de
1’antenne).

En effet pour s sources, la j-i®me, a le rapport signal a
bruit :

Sy
B

rapports signal a bruit sont identiques et cela

P;
S;/B = ———

s
2

\/pr

p=1

5. Application au traitement d’antenne

Considérons 1’estimation de paramétres caractéristiques
de sources; soit 6 4 (0,, 6, .., 6,) le vecteur de
parametres correspondant & une source, et :

(19)

({X;},_, y) est 'observation.

La fonction f, est de plus, supposée deux fois différentia-
ble. Alors en suivant [12] et [13], on obtient le développe-
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ment suivant de @k dans le cas ou X =S +B avec
B: A4 (0, b*.1d)

A 8f (X)

9k=fk(S)+< f’gx >X=S.B
B* a_zﬁf(_xl) B+.. (20
2 ?X X=8

avec f,(S) = 6.

Pour un fort rapport signal a bruit, on peut approximer la
moyenne et la variance de 6, par les formules ci-dessous

[13]
)X=S} .

Si ’on suppose 1’estimée de 6, non biaisée ([E(@k) =0):

(%)

X
Dans ces formules b2 désigne la variance du bruit d’estima-
tion de I’observation utilisée. Cette observation est, elle-
méme déduite de 1’observation {X,} par un résumé non
nécessairement exhaustif.

Ce principe général pour le calcul de la variance des
parametres est utilisé par de nombreux auteurs [12], [13].
Le calcul du membre de droite de (21) est généralement
effectué au moyen de méthodes de calcul différentiel [12],
[13].

Spécialisons un peu notre propos au cas oll 1’observation
est constituée des {r (t)} N L’indice spatial m est

Ff(X)

21
X (21)

E(6,] =6, +%b2tr l(

2

var (f)k) = b? (22)

donc fixé pour la suite. On s 1ntéresse a ’estimation des
paramétres d’évolutions temporelles des fréquences spatia-
les des sources. On considére un modele linéaire de
I’évolution temporelle des fréquences spatiales des sour-
ces, i.e.:

ki(t) = k;(0) + k.t (23)
Dans la formule (23) k;(2) représente la fréquence spatiale
de la source j a 11nstant t et le parameétre k la vitesse
’évolution de celle-ci. L’évolution ternporelle des fré-
quences spatiales de la source j est donc caractérisée par
les deux parametres k;(0) et Iéj. Ce modele linéaire a été
étudié dans [14], [15] ; il n’est, évidemment, valide que sur
un intervalle de temps limité mais est suffisant pour de
nombreuses applications pratiques [14], [15].
Un modele simple des observations {;A‘m(t)} correspondant
a ce modele de sources en mouvement est le modele
linéaire ci-dessous [15] :

Xt +1,m)=F7.X(t, m)
ra(t) = h*.X(t, m) + w, (1) (m#0)
avece
F, = diag (2™, ., 2™y, m* = (1, .., 1) (24)

w,, () : bruit blanc de variance b2.

Traitement du Signal

61

Le probléme considéré ici €tant 1’estimation des parame-

tres iéj, une méthode classique [14], [16] consiste a
considé£er la matrice de Hankel 3?,,, A
Hank (7,,(¢)); -1, .~

On prouve aisément la factorisation suivante de la matrice
de Hankel exacte ¢,

h*
h* FT
K, = 2 X, m) X2, m)...)
1
soit encore :
H,=9,.X,- (25)
La donnée de la matrice 9,, permet d’estimer a son tour

F' (et donc les kj) par Pintermédiaire de la classique
propriété de shift, i.e. :

"=l (26)

ol .

On peut noter, d’apres (25), que le rang de 3, est égal au
nombre de sources. Une méthode classique d’estimation
de FT consiste en les étapes ci-dessous :

1. Former 3?,,, A Hank (?m(t)).
2. Effectuer la SVD de

3. Sélectionner les s plus grands vecteurs singuliers (a
gauche) correspondants de Q’Pm

me

(#,), = (U, . ATV, ) €2))

(/J?m)s: approximation de rang s de ?Pm.
4. Identifier 8,, , 3 la matrice U, ,.A" et en déduire
T par 1utilisation de la propriété de shift (26).

Cette analyse peut étre effectuée sur toutes les sorties
{r (t)} On appellera « fil m » la donnée des observations

{r,,, (t)};' On note, de plus, que ces divers fils (indice m

variant) « voient » la méme matrice F; mais a des expo-
sants différents. Ceci est illustré par la figure 2 qui
présente les sorties de divers fils.

On se pose donc la question suivante : pour la procédure
d’estimation de F; définie en (27) est-il possible (a partir
des observations) de déterminer le fil minimisant la
variance d’estimation des Iéj ?

L’application de la formule (22) 4 notre probléme donne
pour le fil m :

R ok, () 2
k) = b2 . I/\
var ( j) m ( oh )jl\=h
avec :
Ra (), ..., 7y(N)). (28)
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Correlations estimees

Partie reelle

m=30

1500 2000 2500
Temps (secondes)

500 1000 3000 3500

Correlations estimees
L R

Partie reelle

o

2000
Temps (secondes)

500 1000 1500 2500 3000

'Comlations estimees

Partie reelie

=60

—_

1000

1500 2000 2500 3000 3500

Temps (secondes)

500

YCom:lan’ons estimees

Partie reelle

m=80

1500 2000 2500 3500

Temps (secondes)

500 1000 3000

Figure 2. — Sorties des fils m = 30, 45, 60, 80 pour la configuration ci-
dessous : p = 100.

La variance du bruit b2 est quant 2 elle donnée par la
formule fondamentale (11).

Le calcul de la variance de Iéj passe par celui des
composantes du vecteur ci-dessous :

ok, (i) ak;(h)  ak(h)
( oh )g=h= oh, 7 ehy ia
avec
Ar,(i). (29)

On rappelle que la matrice de transition estimée IAJ’l” est
obtenue par pseudo-inverse de la matrice d’observabilité

estimée notée U = ﬁm (eq. 27), soit:

|3 LI ARSI § L ¢ A (30)

62

Les fréquences spatlales estimées k sont les valeurs
propres de la matrice F’” définie par (30) Le calcul des
dérivées partielles définies en (29) nécessite donc deux
étapes principales : 1’'une constituée du calcul des dérivées
partielles des vecteurs propres ; ’autre des dérivées par-
tielles des valeurs propres de F’” (30), cette derniere étape
étant assurée par !’utilisation de I’algorithme de Leverrier.

Ces calculs étant classiques [13], [17] nous nous contente-
rons de donner ci-dessous les étapes du calcul des dérivées

—

ak N e
partielles soit : Notons Ay, ..., A, les valeurs propres

>
i

de I:“}” (30), alors on a:

1.
ok, - N,
o1 {im &) Re | =2
oh; 2 mdm|\;| o
- A
— Re ()\j)-Im — .
ah,
2.
N _ 1 o R
oh, : = J oh.
R | YR Y :
€=1,€¢,
3.
da aFy - ;
—A€=ltr ——Dy_ +FT i :
on, ¢ oh; h;

Les matrices D étant définies par les équations suivantes
D() = Id
D;=F".Dy_,—a.1d

D, ,=F'D

s ,—a,_;.1d
D,=F'.D,_;-a,.1d=0
aD,  oFY
— = = Dt’—l
oh,  oh,
Dy _ aa
T Btk B
; ahi
A~ 1 Sm
ag :?tr (Fl 'Df—l)
4.
oFT % ~ . 80
ZLo@eoty (Bl o B
oh, an, ah,
LS U~ LA
oh; oh;
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5.
~ ox [ Xn i) g,
aU, Moo " oh, 5 61
Ll S % .

pour I skss

ol (N\j);.;<m sont les valeurs propres de 3?,,, 3?,;," (de
dimension M, M).

En utilisant les formules (28), (29) et (30) il est donc
possible d’estimer les termes var (léj ). Bien que les formu-

les exprimées en (31) soient assez rébarbatives, il est
possible d’en extraire une information simple.

Remarquons, tout d’abord, que var (I;;) est le produit de

deux termes, le terme li€ au bruit d’estimation b,%, et le

12
terme || —< ||, terme purement géométrique.

On peut alors constater d’aprés (10) et (31) que b2 est
facteur de

(a faible §) tandis que le terme

géométrique est facteur de iz (d’apres (31)). La variance
m

de léj est donc facteur du produit de deux termes « contra-

. L. . 1
dictoires », 1’'un décroissant en fonction de m ( — | et
m

,0=sm=p—1). On peut donc

1’autre croissant (

penser gréce a cette analyse simpliste qu’il y a des choix de
m optimaux. Considérons la fonction de m définie ci-
dessous :

1

f(m)=————(p_m).m2

Os=sm=<p-1. 32)

. . 2 .
Son minimum est atteint pour m = —gl-? (ou I’entier le plus

proche).

Dans le cas ol le bruit n’est plus prédominant, cela
conduit a remplacer b,%, (Eq. (13)) par ’expression donnée
a 1’équation (14) et donc a considérer la fonction de m
définie ci-dessous :

1

2

= 2 . > - —_

folm) (p—m+p e ) s

La fonction 1/m? étant décroissante (relativement a m), on
voit donc que le choix optimal du fil m se trouve compris
entre 2 p/3 et p — 1 et se rapproche de p — 1 & mesure que
le rapport S/B augmente.

Ainsi, pour I’estimation des paramétres k on voit qu’il y a
uA compromis a trouver entre le facteur de dilatation de
I’échelle d’analyse (pour le fil m, & devient mk) qui
minimise le terme géométrique et la « qualité statistique »
de I’estimation des observations constituant les sorties du
fil. C’est la un probléme fondamental de cette analyse
multi-échelles. De plus, il est a noter que la dilatation de

’échelle des k£ n’induit pas de probléme de repliement car

Traitement du Signal

63

pour les probléemes d’intérét pratique (en sonar passif par
exemple) ces parameétres sont trés petits.

On voit aussi qu’il est possible de remplacer la matrice de
covariance asymptotique R par une estimée R dans la
formule (10) sans modification notable de la valeur de
var (iém). Ainsi, a partir des seules sorties de capteurs, est-

il possible de déterminer la « stratégie » (choix du ou des
« fils », pour notre probléme) optimale pour I'estimation
des parametres des sources.

Cette discussion est illustrée par la figure 3 ou sont
comparées les variances expérimentales de k, (indexées

par m) obtenues pour 100 réalisations de la matrice
R et théoriques d’autre part (obtenues par (31)).
L’antenne, linéaire, est constituée de 100 capteurs equiré-
partis. Dans ce cas (source unique a faible S/B) on peut
constater un fort bon accord entre les deux courbes, ce qui
valide (31).

x104 ECART-TYPE DE LA PENTE DE LA SOURCE
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Figure 3. — Comparaison entre I’écart-type théorique de k donné par (28) et
son écart type expérimental (0?=-10dB, ol=-20dB, p=17,
N = 100) moyenné sur 50 réalisations.

On peut aussi remarquer que cette analyse peut étre
étendue sans difficulté a d’autres méthodes d’estimation
de k (modélisation AR, analyse de Fourier...). Dans tous
les cas, I’analyse des performances suit les mémes étapes.
Le choix des fils optimaux ne sera donc guere différent.

Nous avons détaillé, dans ce paragraphe, un exemple
d’utilisation de la formule fondamentale de cet article dans
le cadre du traitement d’antenne. Il nous semble que ce
simple exemple met en évidence 1’importance du choix des
observations pour les traitements sous-optimaux. Un
choix convenable peut améliorer trés sensiblement les
performances des traitements.

Bien que I’application, présentée ici, soit limitée a I’estima-
tion des paramétres k, le cadre général de cette étude
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pourrait s’appliquer a de nombreux problemes d’une
grande importance pratique, tels que :

e probléemes liés a 1’utilisation de grandes antennes,

e faibles BT,

e problémes multiplateformes (détermination de la dis-
tance optimale interplateformes),

e analyse multi-échelles,

® etc.

6. Conclusion

Nous avons considéré la variance d’estimation des corréla-
tions spatiales estimées apres rectification. Une formule
simple a été prouvée a la section 2 (10). L’influence des
moyennes spatiales pour des situations simples mais réalis-
tes a été étudiée a la section 4.

Un exemple d’application en traitement d’antenne des
calculs précédents est présenté dans la section 5. Tous les
problémes posés ne sont pas résolus mais nous pensons
avoir posé€ des questions importantes que sont :

1. Faut-il considérer avec la méme « importance » toutes
les corrélations spatiales estimées (rectifiées) ?

2. Comment déterminer le compromis optimal entre le
facteur de dilatation d’échelle (le choix des indices spatiaux
par exemple) et la variance du bruit d’estimation des
corrélations spatiales ?

N

3. Peut-on, a partir des observations et d’hypothéses
physiques élémentaires, déterminer une configuration spa-
tio-temporelle optimale ?

4. Comment optimiser les méthodes actuelles de traite-
ment d’antenne (par exemple en tenant compte de la
corrélation spatiale des covariances estimées rectifiées,
etc.) ?

Quoiqu’il en soit, le but de cette correspondance n’est
surtout pas de proposer une formule « magique » de
traitement d’antenne mais de proposer des voies soit pour
améliorer les traitements existants ou en définir de nou-
veaux.
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A. Annexe 1

Cette annexe a pour objet le calcul des termes entre
crochets de la formule (6), i.e. :

E{(X¢.2".Xp) (XF. 2. Xp)} . (33)

Pour cela, ’ingrédient de base est constitué par 1’expres-
sion de la forme quadratique X*.A .X définie relative-
ment au vecteur X supposé gaussien complexe, circulaire,
la matrice A étant hermitienne. Cette fonction caractéris-
tique (notée ®(z)) est donnée par la formule (7), qui est
une formule classique [10]. Toutefois, il importe de
remarquer que les matrices Z' ne sont pas hermitiennes. Il
convient donc de se ramener a ce cas. Dans ce but, les
formules suivantes s’avérent fondamentales, et sont

déduites (par dérivation) de [’expression ®(¢):
E[(X*.A,;.X)*1=t?(A;R) +tr (A;RA,R)
E[(X*.A,.X)]=tr’ (A,R) +1tr (A,RA,R)
EX*A; X.X*A,X]=tr [A\RA,R]
+ tr (AIR) . tr (AzR)

avec: A, et A, hermitiennes, et X gaussien complexe
circulaire (A,).

On a alors recours a I’écriture ci-dessous de la forme
bilinéaire X*.Z .X :
X* . Z.XAf (X)=Ref (X)+iImf(X)

avec

Re f (X) = = X*(Z+Z").X
(34)

Imf(X) ==X*(—i.(Z-2").X.

D= N

Considérons la matrice — i (Z —Z’), on a :
(—i@Z-ZNHW*=i(Z'-7) = —i(Z-Z". (35

Les deux matrices (Z +Z') et —i(Z —Z") sont des
matrices hermitiennes, il est alors possible d’appliquer les
formules données ci-dessus. Si on considére I’exemple du
calcul de E(X*.Z.X), le formalisme précédent conduit
aux calculs ci-dessous :

E(If (1) = 3 ECCH A XD — EX* A, X) -
- 2iE(X* A, XX* A, X)]
avec :
A =Z+7'
et
Ay,=—i(Z-27Z").
Soit en développant :

E(|X*.Z.X |?) =
—tr (ZR)tr (Z'R) +tr (ZRZ'R). (36)

Ce calcul s’étend directement au cas général. On notera
cependant que la décomposition de X*.Z' . X en parties
réelles et imaginaires semble é&tre un intermédiaire de
calcul indispensable.
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