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Dans le numéro 3, volume 8 de la revue, un article [1]
illustre l'utilisation de la régression linéaire pour la sous-
traction de bruit et en étudie les performances approchées .
Cette note présente une alternative pour le calcul des
performances des régressions linéaires en général . Nous
essayons de montrer de manière convaincante que dans le
cas gaussien, il peut parfois être plus simple (paradoxale-
ment) de mener les calculs sans faire d'approximations
qu'en en faisant . Nous avons repris des notations compati-
bles avec celles de [1] .

Soient Y une variable aléatoire scalaire et R une variable
aléatoire de dimension p . On suppose que Y et R sont
conjointement gaussiennes centrées ; elles pourront soit
être réelles, soit être complexes circulaires [2] dans la
suite. On pose B = E {Y/R} . Alors B est la meilleure
estimation bayesienne de Y et s'écrit

(1)

	

B = YYR ~YR' R,

OÙ •YYR désigne le moment croisé E {YR t } et _YR la
covariance de R. Posons S = Y - B, l'erreur de régression
dans le cas idéal où ces moments sont connus . Les deux
variables aléatoires S et B que nous venons de définir sont
indépendantes par construction .
Supposons que l'on observe M + 1 réalisations indépen-
dantes et identiquement distribuées du couple (Y, R),
notées (Yµ, R µ), 0 _ µ _ M. On peut alors définir les
moments estimés suivants

1 M
Y Rt

(2) QYR = M

	

µ µ ,
µ=1

(3)
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1 M tet Q R = M Rµ Rµ .
µ = 1

On se propose d'utiliser ces moments pour calculer la
régression de Yo sur Ro. En conséquence, une erreur
supplémentaire est a priori commise et vaut

E = ( _YYR _YR ' - QYR QR1) Ro ,

ce qui porte l'erreur totale de régression de S o
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So + s . L'expression ci-dessus peut être simplifiée en
remarquant que Q YR s'écrit aussi, en utilisant (2) et (1)

(4) QYR = QSR + •YYR YR ' QR •

Il vient alors, avec des notations évidentes, que l'erreur
supplémentaire vaut

(5)

	

E _ - Q SR Q R' Ro .

La variance de cette erreur, E { 1 e 12} , peut être calculée
en prenant les espérances mathématiques sur R o, Sµ et
Rµ successivement, ce qui est autorisé puisque ces varia-
bles sont indépendantes

Wye = ERµ{Esµ {ERu {QSR QR
i
R0 Ro Qii

1
QRS} }

D'où, puisque S est scalaire et que les réalisations µ sont
indépendantes :

7E = M Esµ {Sµ Sw} E {Rµ QR ' ER o {Ro R0 } QR ' Rµ} '

de sorte que l'on obtient sans difficulté la relation

(6) M trace {ERµ {

	

1

	

} .Ys =

	

QR yR}

Or, la variable MQR est, par définition, une variable de
Wishart (réelle ou complexe) à M degrés de liberté et de
moyenne yR ; à l'instar des variables suivant la loi du Chi-
deux, la moyenne de l'inverse est par conséquent connue
[31 [4], ce qui nous permet de conclure

(7) y E = 01 M
ys , avec

01 = -M

	

dans le cas complexe circulaireM-p
0 1 = MM 1 dans le cas réel

p -
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Remarques

1. On peut réécrire (7) uniquement en fonction des
moments des observations en remarquant que

	YS = '/Y - 'YYR ^IR
1
'YRY •

2. D'après l'expression (7), il est clair qu'il faut que le
nombre de moyennes, M, soit supérieur à la dimension de
la matrice Q R, notée p . Cette condition est nécessaire pour
que Q R soit inversible .
3. Si un autre type de moyennage est utilisé, notamment
un lissage spectral ou un moyennage exponentiel, il suffit
de remplacer M dans (7) par le nombre de moyennes
équivalent [1] [4] .
4. Si les estimateurs QYR et Q R sont indépendants, ce qui
se produit par exemple lorsqu'ils sont construits sur deux
jeux d'observations indépendants, alors la variance de
l'erreur e diminue sensiblement . Mais le calcul, dont on
pourrait s'attendre à ce qu'il soit plus simple, est en réalité
plus compliqué . En effet, (6) devient dans ce cas

(8) y£ = M trace {E {QR 1 -YR QR 1 ~YR} }

Nous obtenons alors

(9) y E = 92 M ys , avec

M3
62
_ (M-p+1 )(M-p)(M-p-1)

dans le cas complexe circulaire

02
_

	

M2(M 1)
(M-p)(M-p-1 )(M-p-3)

dans le cas réel .
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Les expressions de l'erreur supplémentaire de régression
ont été obtenues en (7) et (9) avec, à notre avis, peu de
calculs. Pourtant, aucune approximation n'a été pour cela
nécessaire, de sorte qu'il s'agit de résultats exacts . Le
résultat (7) reprend de façon synthétique la démarche de
[4] tout en la clarifiant ; le résultat (9) quant à lui est
inédit, et complète le précédent dans le cas où le blanchis-
seur et le corrélateur sont indépendants .
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