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L’analyse par ondelettes a suscité ces derniéres années un intérét
considérable et trouve des applications dans de nombreuses disciplines.
Partant du rapprochement entre une technique particuliére d’analyse par
ondelettes, I'analyse par octaves, et de la technique bien connue de la
Transformée de Fourier Rapide (T.F.R.), on définit une notion d’onde-
lettes discrétes et on construit différentes bases orthonormales d’ondelet-
tes répondant a cette définition. On décrit un algorithme de transforma-

The Wavelet analysis is of most interest since last years and the possible
applications of this theory are effective in numerous disciplines. From the
comparison between a particular technique of wavelet analysis { the octave
analysis) and the well-known technigue of Fast Fourier Transform
(F.F.T.), this paper define the notion of discrete wavelets and different
orthonormal bases that are developped in agreement with this definition.
We describe an algorithm of fast Wavelet Transform (F.W.T.) based on
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Introduction

Le présent travail est fondé sur le rapprochement de deux
méthodes :

~— la transformée de Fourier rapide ou T.F.R. (F.F.T. en
anglais),
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— la construction de bases d’ondelettes a partir d’analyses
multi-échelles.

Rappelons briévement le principe de ces deux méthodes :

— La transformée de Fourier rapide est uiilisée pour
I’analyse en fréquence d’un signal lorsque ce signal et sa
transformée de Fourier peuvent tous deux étre raisonna-
blement approchés par des fonctions d’une variable dis-
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créte. Dans ces conditions, la transformée de Fourier
continue (i.e. la transformée de Fourier sur le groupe R)
peut étre remplacée par la transformée de Fourier sur le
groupe Z/NZ. Lorsque N est une puissance de 2, il existe
un algorithme extrémement rapide de calcul de cette
transformée de Fourier par dichotomies successives. Le
calcul de la transformée de Fourier se réduit finalement a
une suite de multiplications par des matrices 2 x 2.

— L’analyse multi-échelles ou analyse multi-résolutions
(2], 141, [8] [9], [10]) consiste, dans le cas de signaux
continus, a se donner une suite croissante (H;); .z de
sous-espaces vectoriels fermés de L,(R); cette suite est
telle qu’on passe de H; a H; , | au moyen d’une dilatation
de rapport égal a deux Chaque espace H; est stable par les
translations d’amplitude 27/, et il ex1ste une fonction &
dans H,, telle que, pour chaque j, les fonctions &;; déduites
de ¢ par les dilatations de rapport 2’ et par les translations
d’amplitude k x 277/ (k € Z) forment une base hilbertienne
de H,. On sait alors, a partir d’une telle analyse multi-
echelfes construire une fonction ¢ de H, orthogonale a
H, telle que les fonctions i déduites de ¥ par les
dilatations de rapport 2 et par les translations d’amplitude
k x 27/ forment une base hilbertienne de L,(R) appelée
base d’ondelettes. La fonction ¢, quant a elle, est 'onde-
lette analysante. La décomposition d’un signal sur la base
¥ S'interpréte comme une analyse en temps-échelle :

— pour chaque j, la projection sur H; correspond a une
partie du signal concentrée autour d une gamme de
frequences (les fréquences doublant quand on passe de
j aj+ 1, on parle d’analyse en octave) ;

— pour chaque j, la décomposition sur les Y, correspon-
dants décrit une analyse en temps de pas 27/

Des rapprochements sont a effectuer entre les deux
méthodes :

— d’une part, toutes deux font intervenir un processus de
dichotomie,

— d’autre part, lorsqu’on construit des ondelettes a ’aide
d’une analyse multi-échelles, ce ne sont, en général, pas
ces ondelettes elles-mémes mais leurs transformées de
Fourier qui sont données explicitement. Ainsi, tout calcul
effectif des « coefficients d’ondelettes » d’un signal fait
intervenir, a un moment ou a un autre, une transformeée de
Fourier que, numériquement, on détermine par transfor-
mée de Fourier rapide.

Ces rapprochements nous ont conduit a nous poser la
question suivante :

ne pourrait-on pas construire directement des familles
d’ondelettes discrétisées a partir d’analyses multi-échel-
les sur le groupe Z/NZ, et associer a de telles familles
une méthode rapide de calcul des coefficients d’ondelet-
tes ?

On montre ici que la réponse a cette question est positive :
on donne une définition des analyses multi-échelles et des
ondelettes discrétes, on obtient un procédé de construction
de toutes les familles d’ondelettes possibles, ainsi qu'un
algorithme de calcul des coefficients d’ondelettes calqué
sur I'algorithme de T.F.R., algorithme qui n’est pas sans
lien avec les algorithmes d’analyse par ondelettes cons-
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truits par S. MALLAT {12] a partir des travaux de 1.
DAUBECHIES [1].

Bien entendu, Palgorithme que nous allons décrire n’est,
comme I'algorithme de T.F.R., applicable qu’a des signaux
pour lesquels la contribution des fréquences supérieures a
N/2 est négligeable (signaux vérifiant la condition de
Shannon).

La section 1 donne les principaux rappels sur la T.F.R.
nécessaires a la compréhension de la suite de l’article. La
partie 2 définit la version périodique discréte des analyses
multi-échelles et des ondelettes. La partie 3 introduit la
transformée en ondelettes rapide directe et inverse. Elle
décrit Palgorithme de calcul directement déduit des
démonstrations de 2. Dans la partie 4, nous présentons des
exemples qui nous ont permis de verifier la validite de
Palgorithme et qui, contenant des aspects simples d’un
signal, peuvent servir & obtenir un « dictionnaire ».

1. Rappels sur la T.F.R.

Nous présentons ici les aspects de la T.F.R. qui motivent
notre démarche et peuvent aider a sa compréhension.
Pour une approche plus approfondie, on pourra se référer
a [2]. Concernant I’analyse harmonique commutative et
les représentations de groupes commutatifs, le lecteur
pourra se référer a [6].

1.1. TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE

FEtant donné un entier N strictement supérieur a 1,
considérons le groupe fini Z/NZ muni comme mesure de
Haar de sa mesure denombrement. L’espace hermitien
L,(Z/NZ) n’est autre que C” muni de son produit scalaire
hermitien canonique défini par :

8Y) (lgy = Y T .gh).
teZNZ
Un élément de Z/NZ sera noté

f (ou k) lorsqu’il représente un temps discrétisé,

m (ou p) lorsqu’il représente une fréquence discrétisée.
Dans la suite de I'exposé, les variables { ou m seront
représentées par un entier compris entre 0 et N — 1 (bien
qu’il soit physiquement plus satisfaisant de centrer la
variable fréquentielle m en 0).

On notera 8 = (8¢)gg -y _ la base de 1.,(Z/NZ) définie
par:

) 8(0") = 3y

et &€ = (€ym)o<men_1 la base orthonormale de L,(Z/N2Z)
définie par:

(symbole de Kronecker ),

3) e, (0) = N-12_ 2mitmN_
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La transformée de Fourier (discréte) d’une fonction
f(£) de Ly(Z/NZ) est la fonction Ff(m) définie par :

@) Ff(m) = N-'2. Nilf(g) . o~ 2milmN
020

tandis que f se déduit de Ff au moyen de la transformée
de Fourier inverse par :

&) f(0) =N-'72. Nz_:l Ff(m) - ™.

Le facteur de normalisation N~ /2 est tel que la transforma-

tion de Fourier et la transformation de Fourier inverse
sont des isométries de I'espace L,(Z/NZ) sur lui-méme.
Notons T(k) lopérateur de translation d’amplitude
k dans L,(Z/NZ), de sorte que T est une représentation
du groupe Z (ou du groupe Z/NZ si Pon considére
k comme un entier modulo N) dans L,(Z/NZ). Alors
e,, est une fonction propre de T(k) pour la valeur propre
e 2mkmN " tandis que la transformée de Fourier de
T(k) f est donnée par :

(6) FT (k) f(m) = e 2™ N_Ef(m).

1.2. PRINCIPE DE DICHOTOMIE
Supposons N pair, et posons N = 2 N' ; posons également,
pour r =0 ou 1:
N' -1 o i
@) F' f(m', r) = Z f(23'+r).e’2mpm’N

=0

ainsi, au facteur de normalisation prés, F' f(.,r) est la
transformée de Fourier discréte sur Z/N' Z de la fonction
f(2.+47r). En omettant les facteurs de normalisation, il
vient alors, pour O=m'=N'—1 ets=0oul:

(®) Ff(m' +sN') = 12 (- 1) e ™™NE f(m',r),

ce qui matriciellement s’écrit :

O (prom 1) = (1 Z:i) (27 D))
avece
(10) o — e,

et se symbolise au moyen du « papillon élémentaire » de la
figure 1:

F/f(m’,0) Ff(m’)
N

W
N

F/£(m’,1) Ff(m'+N")

Figure 1.

On a de méme, toujours au facteur de normalisation prés :

ah <11:§§::(1)§> N (—lm— - ) (Ff}(:r{z(ril)xl)) :

[0 — @

1.3. TRANSFORMEE DE FOURIER RAPIDE

On suppose désormais N = 2! (J e N*).

On peut alors réitérer le procédé de dichotomie et
remonter ainsi jusqu’a f(f). La transformée de Fourier
discréte se raméne ainsi a une suite de « papillons élémen-
taires » qu’on représente par le papillon de T.F.R.

Dans ce papillon, on pose :

— e—21ri/2"

£

La figure 2 illustre le « papillon » de T.F.R. dans le cas
J=3.

(1) (2) \
£(0) F(Mg(0,0) F{? 0,0 FE(C)
o
>(w°)\ \\ o/ 2
£(4) F(l)f(1,0)><(wl) ><F‘ Y£(1,0) FE£(1)
JONS FMec0,2)” N FPr2,0) w,)°% / FE(2)
0
o) J/ \
f(6)/ \F(l)f(l,Z) (2 e3,0) (w2)1 JFE(3)
f(l)\ F(Mf(0,1) F{¥e(0,1) (mz)zl £(4)
[¢)
(wo) \ /
f(S)/ \F(l)f(l,l) (w1)0><F(2)f(1,1) (w2)3 PE(5)
(1) >< X (2)
£(3) FMf(0,3)7 Nwy) F(P g2, 1) F£(6)
>(w0)0< / \
£(7) F(Yg(1,3) (2 e3,1) F£(7)

Figure 2.

Bien entendu, on peut former un papillon analogue pour
la transformée de Fourier inverse ; il se déduit de celui de
la figure 2 en remplagant partout w; par son conjugué.

2. Analyses multi-échelles discrétes

Le passage du cas continu au cas discret introduit une
difficulté dans la définition des analyses multi-échelles et
des bases d’ondelettes. En effet, comme il n’existe pas
d’opérateurs inversibles de dilatation, on ne peut imposer
une forme a priori aux changements d’échelles, ni par
conséquent déduire toutes les ondelettes {;, d'une méme
ondelette analysante. Nous définirons donc, dans un
premier temps, des « analyses multi-échelles sans dilata-
tion » que nous appellerons analyses par dichotomies et
des «ondelettes sans dilatation » que nous appellerons
pré-ondelettes. Ce n’est qu’apres avoir défini ces objets et

—
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aprés les avoir construits explicitement, que nous leurs
imposerons une forme particuliére pour obtenir les analy-
ses multi-échelles et les ondelettes proprement dites,
palliant ainsi I’absence de dilatations.

2.1. DEFINITIONS

Un entier J strictement supérieur a 1 étant choisi, nous
appellerons analyse par dichotomies toute suite (H;)o; <)
de sous-espaces vectoriels de L,(Z/2' Z) satisfaisant les

conditions suivantes :

(E;) |dim {H;} =2 (en particulier H; = L,(Z/2’ Z)),

(E,) la suite (Hy) est (strictement) croissante,

et

(E3) il existe pour chaque j <J une fonction ¢; dans
H; telle que les fonctions ¢, (0 <k < 2] -1)
dedultes de ¢ par les translations d’amplitude
k x 2!~/ forment une famille orthonormale.

11 résulte des conditions (E,) et (E;) que pour chaque
Js (di) O0<k=<2 —1 est une base orthonormale de
H,, et que H; est stable par les translations d’amplitude
ks x 2° 77,

Notons K; le supplémentaire orthogonal de H; dans
H;, . Nous verrons que, moyennant (E,) et (E,), la
condition (E;) est équivalente 4 :

(E%) il existe pour chaque j <J une fonction ¢; dans
K; telle que les fonctions ¥ (0 =<k =< P 1)
déduites de § par les translations d’amplitude
k x 2' =/ forment une famille orthonormale.

Remarque : Il est naturel de se demander si la condition
(E3) i 1mposee a H; pour j < J est vérifiée par H; lui-méme.
Déja, la réponse est positive, puisqu’il suffit de choisir
&y = 35. 1l est par ailleurs intéressant pour la suite de
I’exposé de rechercher toutes les fonctions ¢; possibles.
Pour cela, on remarque tout d’abord que, le produit
scalaire (1) étant invariant par translation, la condition
d’orthonormalité (E;) est équivalente au systéme de
2! équations :

(12) (bl dbyy =8 O<k<I-1,
ce qui par transformée de Fourier devient, compte-tenu de
) :

2

(13) ¥ 2"k NFoy(m)|* =8 O<k<J—1.

m=0

Le systeme (13) signifie que les nombres positifs
|F¢J(m)| sont les valeurs en m de la transformée de

Fourier discréte de §,, ’équation conduit a :

(14) |Féy(m)| = 2777,

2.2. DETERMINATION DE H,_,,
¥y,

Nous noterons désormais F' au lieu de F la transformation
de Fourier discréte d’ordre 2°, ¢’ au lieu de ¢ la base de

KJ—I’ ¢J—1 ET

H, définie par (3), T' au lieu de T la représentation de
Z dans 1,(Z/)2' 7).

Pour déterminer Hy_; et K;_,, rappelons tout d’abord
que, d’aprés (E,), ces deux sous- espaces sont stables par
la translation T(2). En tant qu’opérateur de H;, cette
translation admet les 2'~! valeurs propres doubles :

)\p:e_z"’"’/zj_l OspsZJ“l -1,

le sous-espace propre U, associé a A\, admettant

(ep, f, +2-1) comme base orthonormale.

Notons V, (respectivement W) lintersection de H;_,
(respectivement K; ;) avec U, La stabilit¢ par T(2)
entraine alors :

2 -

l_
(15) H_,= 3 V
0=0
et
-1
(15" Ky 1= ¥ W,.
p=0

Par ailleurs, il résulte de (E,) que la somme des dimen-
sions des V, (respectivement des W,) est 2'-1. Bien
entendu, pour chaque p, on est dans I'une des trois
situations suivantes :

— dim {U,} =2 et dim {V,} =0,

— dim {U,} =1 et dim {V } =1,

— dim {U,} =0 et dim {V,} =2.

Nous allons voir que, de ces trois possibilités, seule la
deuxi¢me est compatible avec (E;).

Supposons qu’il existe dans Hy _, une fonction &;_, telle
queles by, =T(Q2k)d;_; (0<k=<2""'—1) forment
une base orthonormale de Hj. On définit une apphcatlon
unitaire  de H;_, dans L,(Z/2' Z) en associant a la
fonction

Pl

S=3Y gk)di_1x

la fonction g. Cet opérateur est une équivalence des
représentations de Z (ou Z/2'~'7Z) dans H;_, et
L,(Z/2' ' Z) qui a k associent respectivement T’ (2 k) et
T' - (k). Si nous posons alors :

P21y
B 1 3 miko/2 |
A6) g t=27 002y 2wy
k=0
nous obtenons une base orthonormale gl = (s -1y de

1

H; _,, telle que chaque ef,‘ appartient a V,. De ceci, il

résulte que chaque espace V, est de dlmensmn 1.

Réciproquement, supposons que dim {V,} =1 pour tout

p, et soit sg ' un vecteur unitaire de V,. Ces vecteurs

forment une base orthonormale &' ~' de HJ

Nous cherchons 4 déterminer ¢;_; , par ses composantes
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h, dans la base ¢’ ~!. Raisonnant comme pour ¢;, on

caractérise les 4, comme solutions d’un systéme analogue
a (13) et que I'on traite de la méme fagon. On aboutit ainsi
a la solution :

(-2
17) |hy| =27 0-D2,
Quitte a modifier s“;‘ !, on peut toujours supposer
h, positif. On obtient donc:

2ol

Z sf)_l.

p=0

(18) UE

Un raisonnement analogue peut €tre appliqué a K;_,,
prouvant que :

— (E;3) n’est possible que si dim {W,} =
— 5 _,; est alors de la forme:

(189 Py =2"0-D2

1J -1

ou e, est un vecteur de W

Nous sommes désormais en presence de deux bases
orthonormales de U,: la base (s €, +21 1) et la base

(s - 1, J-1). Nous noterons QJ - la matrice de passage.
Cette matrlce étant unitaire, peut s’écrire :
J-1 J-1
a b,
(19) Q=0 o
@iy by

Remarque : Bien sir, c’est la méme condition d’unitarité
des transformations effectuées qui apparait dans les rela-
tions similaires obtenues par I. DAUBECHIES et S.
MALLAT {12] dans le cas continu et apériodique.

Dans cette écriture, ¢’ ! et 57! sont des fonctions de
période 2’ de la variable discréte p vérifiant les relations :

20) )+ b .|2=1,
(207 B34+ [b) b ]? =

et

@1 g bl v a bbb =0,

Il vient ainsi :
2?1
(22) d)J—I =2—(J—1)/2. 2 a‘.,l—l.sJ
p=0
et
2
Wy ~-{-ne, z bg—l_sj

P

(227

p=0

2.3. CONSTRUCTION DE H,, K;, ; ET ;.

On réitére les raisonnements et les constructions qui
précédent pour passer de 'ordre j + 1 a Pordre j. Ainsi,

ayant défini I'espace H

1 par une base orthonormale
g+l = (ej+l) 0<m<é

—1 ou &,*! est un vecteur
propre de T(2'~ V+V) pour la valeur propre e~ 2™, on
se donne des fonctions 2 *!-périodiques o = (a") et

J = (bf) de la variable discréte p satisfaisant aux condl-
thl‘lS

(23) @] + |, 2|
23" B317+ |Bh,0|* =1,
(24) a’ b] +(1]+21 bp+21 =0.

On pose alors, pour 0 <p =<2/ —1:
. a bl
(25) Q) = ( P e )
a2 by, v
(26) e =al.

j+1 J . J .
o p* € +ap+2j.ep+2;,
(26")

e =bl. el 4 bl y.el
puis on définit un espace H; (respectivement K;) par sa
base orthonormale & = (9’ s O=<p=<2/ -1 (respective-

ment ¢’ = (¢/) 0 <p =<2/~ 1), et une fonction ¢, (res-
pectivement ;) par :

(27) =277, Z e,
et
./2 2_1 .
(27" g, =272 % gl
p=0

On en déduit :

71 .
(28) ¢jk =22, Z e~ 2mikel? s{, s

p=0

et

71 )
by = 2-if2, z = 2mike[2 o1

p=0

(28")

Finalement, les fonctions ¢, nbj, b et d:{k sont déterminées
biunivoquement par les fODCthIlS 2 +1périodiques @’ et
b’ vérifiant (23), (23'), et (24), au moyen des relations :

(29) Flojm)=2"".a) ' a) . .al*'. al,
(29) Flyj(m)=2"".a) ' a) . alr'. bl

(30) F’ dyu(m) =

_9—j2 I-1 _J-2 i+l i
=2 ‘ay, .a eal o .oal.

— 2 wikmjY
m e ﬂml’

(30 F iy (m) =

_a—jl2 I-1 _J-2 — 2 wikm/Y
=27 a," " La,” . wikm/2.

Laltl.bl . e
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2.4. UN SUBSTITUT AUX DILATATIONS

Les objets que nous venons de construire ne sont pas, nous
I’avons vu, de vraies analyses multi-échelles, ni de vraies
ondelettes (nous les avons qualifiés respectivement
d’analyses par dichotomies et de pré-ondelettes) : il leur
manque ’aspect «effet de zoom » que les ondelettes
continues ont grace au role joué par les dilatations (cf.
rappel p. 2 et début de la section 2, p. 7). Cependant, la
construction que nous venons de décrire nous laisse la
possibilité d’introduire a posteriori une notion approchée
de dilatation. :

Supposons que les coefficients o), et bJ, vérifient la
condition supplémentaire :

(E,) | il existe des fonctions A et B de période 1, dont les

modules tendent respectivement vers 0 et 1 quand
xtend vers 0, et telles que, pour j € Net m e N*, on

ait :
31 al, = A2 m) et
(319 b{,,:B(2‘fm).

Remarque : la variable x des fonctions A et B pourra
suivant les besoins, étre un réel, un rationnel ayant une
puissance de deux comme dénominateur, ou simjplement
(tant qu’on ne fait pas varier J) le produit de 27 par un
entier relatif.

La condition (E,) implique :
(32 d;'=aj, et
pour jeN et meN*
(32" By =5l .
Il vient alors, compte-tenu de (29) et (29'),
(33) Flo,, 1(2m) =2""(a )" ¢;(m)
et

(339 F,, (2m) =27 (g, Y e(m),

relations qui peuvent étre interprétées comme I'effet d’une
« dilatation approchée » lorsque 2 devient grand par
rapport a m.

Nous appellerons analyses multi-échelles les analyses par
dichotomies vérifiant la condition (E,).

Remarque : on remarquera la similitude entre la construc-
tion d’ondelettes discrétes que nous donnons ici et la
construction des ondelettes continues qu’obtient S. MAL-
LAT dans [12].

Remarque : concernant notre point de vue, on peut se
poser la question du passage a la limite quand J tend vers
Iinfini, ce qui revient a se demander si certaines de nos
ondelettes sont la discrétisation d’ondelettes continues
périodiques. Nous donnons en fin d’exposé un exemple
qui va dans ce sens avec une discrétisation des ondelettes
de Franklin.

3. La transformée en ondelettes rapide et son
algorithme

3.1. L’ANALYSE EN ONDELETTES

11 résulte des propriétés (E;), (E,) et (E;) (et éventuelle-
ment (E4)) des objets H;, K;, &; et ¥;, que les {y
O=<j=<J-1et0=<k=<2 —1)forment avec ¢, une base
orthonormale de Hy = L,(Z/2' Z), base que nous noterons
donc (&g, ¥) et que nous appellerons base d’ondelettes
(ou de pré-ondelettes). Nous noterons

(34) f=fobo+ Y Sfi(R) by

O=j=<)-1
Osk=2 -1

la décomposition de f sur cette base, et Of la famille des
coefficients f et f; (k). Of sera appelée la transformée en
ondelettes de f.

Le coefficient f, joue bien entendu un réle particulier et
sera d’ailleurs la plupart du temps omis dans les représen-
tations de Jf. Dans cette optique, on a avantage a ce que
(& un facteur de normalisation prés) f, représente la
moyenne de la fonction f, ce qui équivaut a:

35 F ¢o(m) =8, .

Il résulte de (29) que ceci a lieu si et seulement si on a,
pour tout j :

(36) ] =1. 66 =0,
adi=0, |bh]=1.

(il résulte évidemment de (23), (23') et (24) que chacune
de ces quatre conditions implique les trois autres).

3.2. ALGORITHME DE T.O.R.

En nous appuyant sur les raisonnements et les construc-
tions des paragraphes 2.2 et 2.3, nous allons pouvoir
décrire un algorithme de transformée en ondelettes rapide
ou T.O.R. de méme type que l'algorithme de T.F.R.

Cet algorithme est décrit au moyen d’un papillon de
T.O.R. que nous présentons sur la figure 3 dans le cas
J = 3 et que nous allons commenter.

Les notations PF; (respectivement PF/) symbolisent un
papillon de T.F.R. (respectivement un papillon de T.F.R.
inverse) d’ordre 2.

On effectue d’abord une T.F.R. d’ordre 2, ce qui revient
4 passer de la base d a la base ¢’ de H,.

L’étape suivante consiste a décomposer f entre les espaces
Hy |, et K;_ |, ce C}ui s’effectue en passant de la base
¢ a la base (¢ ', ¢'""') au moyen des différentes

matrices ¥ ~!, adjointes et inverses des O, .
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2

¥t (0)
F2e, (1)

F2f, (2)

F2f_(3)

F2£1(0) £5(0)
F2£5(1) /fé(Z)
¥ (2) @ £5(1)
F2£1(3) £5(3)

Figure 3.

A partir de 1a, le papillon de T.O.R. se scinde en deux :

— la partie inférieure correspond a la projection f} _, sur
le sous-espace Kj _;, projection dont on vient d’obtenir les
coordonnées dans la base £~ 1. 11 résulte de (30') que ces
coordonnées sont fournies par la T.F.R. d’ordre 2’ ~! des
coefficients d’ondelettes f5_ lgk). 11 suffit donc d’effectuer
une T.F.R. inverse d’ordre 2’ ~! pour obtenir ces coeffi-
cients ;

— la partie supérieure correspond a la projection f_ | sur
le sous-espace Hy _;, projection dont on vient d’obtenir les
composantes dans la base £ ~'. Ces coordonnées consti-
tuent d’aprés (30) la T.F.R. d’ordre 2’ ! des coordonnées
dans la base (&;_; ), que, par analogie avec les coeffi-
cients d’ondelettes, nous noterons f;_, (k).

Réitérant I’étape précédente, on décompose f; , entre les
sous-espaces H; , et KJ_Z2 en ?assant de la base
e'~'de Hy_, ala base (¢ 2, e"”?).

On réitére ensuite en faisant décroitre les valeurs de
Jj- A chaque étape, le papillon se scinde en deux :

— la partie inférieure correspond a la projection f ; de
S +1sur K;, exprimée dans la base &, projection dont on
déduit les coefficients d’ondelettes f (k) par T.F.R.
d’ordre 2 ;

— la partie supérieure correspond a la projection f; sur
H; exprimée dans la base ¢/, projection a partir de laquelle
on réitere.

Arrivé a f,, une derniére décomposition permet de
séparer les coefficients f} et f.

Bien entendu, il existe également un algorithme de
T.O.R. inverse, dont le papillon s’obtient en lisant le
papillon de T.O.R. de droite & gauche, en remplagant les
matrices % par leurs adjointes (¥,, et en échangeant
T.F.R. et T.F.R. inverse.

3.3. CHOIX DE LA BASE D’ONDELETTES

L’algorithme que nous venons de décrire permet de
déterminer la T.O.R. d’un signal échantillonné sur
2’ valeurs, respectant les conditions de Shannon, et ceci
dans n’importe quelle base d’ondelettes. Il faut donc, en

Traitement du Signal

201

plus du signal, entrer la base d’ondelettes dans laquelle on
veut travailler, autrement dit entrer les coefficients
a, et bl

Nous nous sommes d’abord limités au cas d’ondelettes
réelles ce qui, d’aprés (30) et (30'), et les propriétés de la
transformée de Fourier revient, 4 imposer les conditions
supplémentaires suivantes :

(37) a{mzzj;’ bj-m=an

Etant donné par ailleurs la périodicité des fonctions
@ et b/, il suffit donc d’en fixer les valeurs pour
0<sm=2/. Il résulte de (23), (23') et (24) qu'on peut
écrire :

38) la{,,l = cos (9",,,) et
|b{n| = sin (e]m) s

ou ), est un angle variant de 0 a /2 lorsque m varie de 0 &

2. En fait, pour avoir une concentration en fréquence des

ondelettes la plus satisfaisante possible, nous supposerons

en général ©, croissante entre m = 0 et 2.

Nous noterons par ailleurs o, et B/, les arguments de
al, et b},. La condition (24) implique alors, compte tenu de
(37) et des périodicités :

(9 otk ,—Bh_,= QK+ 1)
Cependant, les ondelettes réelles présentent le grave
désavantage de donner des transformées en ondelettes
dont I’allure peut totalement changer lorsqu’on déphase le
signal analysé. Pour pallier cet inconvénient, nous modi-
fions les ondelettes et le début de Palgorithme de la
maniére suivante :

— on décompose tout d’abord H; en deux sous-espaces
Hj et Hy correspondant respectivement a des fréquen-
ces « Positives » et « négatives ». Pour cela, on modifie

les €}, en posant :
Q(J)=2_l/2[1 1]’
11

Q) =1 (matrice identité ), pour 0<p<2'-'.

— on applique un papillon de T.O.R. d’ordre J —1
indépendamment a chacune des deux parties « fréquen-
ces positives » et « fréquences négatives ».

Remarque 1: la modification revient a4 remplacer les
ondelettes réelles s (0 <j <J) par une double famille
(W, b)) (0=<j <J - 1) telle que ¥ et ;. soient conju-
guées I'une de I'autre avec 2~ 72 ¥;, comme partie réelle
commune.

Remarque 2 : bien entendu, les termes « fréquences positi-
ves », et « négatives » doivent étre manipulés avec précau-
tion étant donné la périodisation en fréquence résultant de
la discrétisation en temps. Une garantie est que la
contribution au signal des fréquences supérieures a
2' -2 soit négligeable. Pour un signal donné, cela revient &
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diviser par deux la période d’acquisition, ou encore &
discrétiser suivant un maillage deux fois plus fin, de fagon
a obtenir la méme résolution temporelle sur I’analyse en
ondelettes. Dans tous les cas, les conditions d’échantillon-
nage de Shannon sont respectées.

Remarque 3: pour un signal réel, les composantes de
fréquences positives et de fréquences négatives sont conju-
guées I'une de l'autre. Il suffit donc de calculer la moitié
des coefficients d’ondelettes, ce qui divise pratiquement
par deux le nombre des opérations effectuées et compense
la nécessité d’utiliser un maillage deux fois plus fin.

Nous présentons ici la comparaison en temps et en
fréquence de cing bases d’ondelettés vérifiant (E,). Pour
chacune de ces bases, nous avons choisi :

(X]m=0’ B]m=m1-r/2]’

Les cinq bases différent donc par les valeurs de @, :

@ 0/ = {0 pour
1 pour 2/-!

Osm<2/"1'-1,
+l=sm=2/.

an) [ 6/, croit linéairement de 0 & /2 pour 0 < m < 2/.

am | o, = {

0 pour O0=m=<2/"2

1 pour 3x2 ?sm=2/,
et &, croit linéairement de 0 & w/2 pour

Y-2<m=3x2/72

-
awvy ¢/, est une fonction du 3¢ degré croissant de 0 a
w/2 pour 0 <m =<2/, avec tangente horizontale
en m=0 et en m =2/ et point d’inflexion en
=2-1
et enfin

) 0 - {0 pour Osm_izf‘z, .
. 1 pour 3x2 *“sms<s?2/,

8], est une fonction du 3° degré croissant de 0 a

w/2 lorsque m croit de 2 -2 a 3x 2 -2, avec

tangente  horizontale en m=2"% et

m =3 x 2/ =% et point d’inflexion en m =2/~ !,

Il faut noter que ces bases, dans lesquelles on ne reconnait
pas a priori des bases classiques d’ondelettes ont été
choisies essentiellement pour la simplicité de leur descrip-
tion vis-a-vis de I’algorithme choisi.

Nous présentons par ailleurs une sixiéme base qui constitue
une discrétisation des ondelettes de Franklin décrites par
Y. MEYER dans [15], et qui sont des ondelettes périodi-
ques affines par morceaux. Celles-ci ne sont pas décrites a
l'aide de l’angle 6, mais par la donnée directe des
coefficients a/, et b/,. 1l est 4 remarquer que les ondelettes
de Franklin ne semblent pas, d’aprés les essais que nous
avons effectués, présenter un grand avantage par rapport
aux cinq autres familles décrites ici. Dans cette optique, il
serait sans doute intéressant de tester également des
ondelettes splines périodiques d’ordres supérieurs.
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4. Mise en euvre pratique

La complexité de notre algorithme peut étre estimé en
majorant le nombre d’opérations effectuées. Etant en
2 x N x log,(N), elle est du méme ordre de grandeur que
celle de la T.F.R. (N xlog,(N)), mais l'objectif est
différent.

La comparaison avec l'algorithme de S. MALLAT est
moins évidente puisque la complexité de ce dernier, étant
2 x N x r pour une ondelette & support compact d’ordre
r, fait intervenir un deuxiéme paramétre qui n’existe pas
chez nous.

Les algorithmes de T.O.R. et de T.O.R. inverse ont été
programmeés en langage Pascal sur micro-ordinateur
compatible PC. Le programme est composé de trois
modules de calcul :

— un premier module de construction de la base d’onde-
lettes (calcul des coefficients ), et b/, des matrices de
passage (¥,), n’intervenant pas directement dans le calcul
de la transformée en ondelettes,

— un second module de T.F.R. directe et inverse,

— enfin, un troisitme module de T.O.R. directe et
inverse.

Les temps de calcul pour une décomposition en ondelettes
réelles sont de 16,77 secondes, alors qu’ils tombent a
11,86 secondes pour une décomposition en ondelettes
complexes, ceci pour un maillage de 1024 points. Ces
temps peuvent étre €galement comparés au temps néces-
saire & une T.F.R. classique, programmée suivant les
mémes caractéristiques que la T.O.R., qui est de lordre
de 7,69 secondes avec le matériel utilisé. Un autre avan-
tage de notre algorithme réside dans le fait que sa
structure est identique a celle d’un algorithme de T.F.R.,
et donc que son intégration est relativement aisée (soit en
programmation classique, soit en logique cablée) de fagon
a obtenir un processeur de T.O.R. en temps réel.

Nous avons testé la validit¢ de I’algorithme et de sa
programmation sur des signaux périodiques, échantillon-
nés en temps sur 1 024 valeurs (nous avons donc travaillé
avec J = 10). Les fonctions du temps, de la forme
f(£), et leurs transformées de Fourier ont été représentées
de fagon classique, avec { (respectivement n7) en abscisse
et f({) (respectivement F; f(m)) en ordonnée.

Quant aux transformées en ondelettes Of, elles sont
représentées de la maniére suivante :

— on ne représente pas la « moyenne » f,

— le schéma comporte dix bandes horizontales correspon-
dant de bas en haut aux valeurs de j comprises entre 0 et
J—1; la valeur de j correspond a une bande centrée
autour de la fréquence 27/ ;

— sur la bande d’indice j, on a représenté les coefficients
d’ondelettes [ i (k) (en ordonnée), avec en abscisse les
2 valeurs de 2 Tk correspondant a une période, le pas
étant de 2’/ unités. Ainsi, f(f) et les f/(k) sont
représentés avec la méme unité de temps ; chaque coeffi-
cient f; (k) est représenté ?ar un parallélogramme noirci
dont la largeur est de 2°~/ et la hauteur algébrique
représente I’amplitude du coefficient.
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La figure 4 illustre ce mode de représentation dans le cas
J=4.

e e P — - — -
no & ; ! i ' . ’
k=0 1 k=l ¢ k=2 k=3 ! k=& 0 k=5 ' k=6 ! k=7
: n : . .
. . ! ! , e
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fé(k) t » 1
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————————————————— A e e e — - — =
)
oo 4 ,
k=0 ! k=1 >
i o
1
1
_______________ L e e e e
o &
fo(k)
k=0 -
16k
T T S iataks Eeal sk Sty
Figure 4.

Nous avons pu ainsi vérifier que la composition des
transformées directe et inverse était bien équivalente a la
transformation identité. Puis, nous avons procédé a la
comparaison des six bases d’ondelettes sur les points
suivants :

— allure de la courbe ¥;(£) dans les cas j =2, k =2
(fig. Setj=17 k=32 (/i . 6) ; les courbes sont obtenues
par T.O.R. inverse, sachant que :

UG k') =8 O

(bien entendu, O désigne ici la transformation en ondelet-
tes dans la base considérée) ;

(40)

Représentation temnorelle
MY

: I (1)

1
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¢ EN 4 . 3 10 [£3 1% k0 1%

30 = ;
[YE) 7

Representation temporelle

— allure de la courbe |Fy;(m)| dans le cas j = 7,
k = 32, (fig. 7), en utilisant une partie de ’algorithme de
T.O.R. inverse (arrét avant le dernier papillon de T.F.R.
inverse) ;

Pour la présentation des exemples d’analyse, nous avons
retenu les bases (III) et (IV), qui représentent deux
compromis différents entre la précision en temps et la
précision en fréquence. Les autres bases ne présentent pas
d’avantages majeurs par rapport a ces deux derniéres.

Les figures 8 et 9 comparent, sur les bases (III) et (IV),
lanalyse en ondelettes réelles et 'analyse en ondelettes
complexes (représentation du module uniquement) de
sinusoides :

en figure 8, la sinusoide définie par :

F(0) = sin (2 70/64)

en figure 9, la méme sinusoide déphasée d’un quart de
période.

Ces figures mettent en évidence I'intérét de la version
complexe pour laquelle le déphasage ne modifie pas
Pallure générale de la transformeée.

Puis, nous présentons la T.O.R., toujours dans les
bases (IIT) et (IV) et en version complexe uniquement,
d’autres signaux :

— T.0O.R. d’une sinusoide de période 27, (cette période
n’est pas un multiple en puissance de deux de la période
d’échantillonnage) ;

— T.O.R. d’une sinusoide modulée en amplitude avec un
parasite basse fréquence localisé sur un intervalle de temps
(fig- 11) ;

— T.O.R. d’une sinusoide dont la fréquence évolue au
cours du temps (fig. 12).
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