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RESUME

Dans cet article, nous proposons une approche de la reconnaissance de formes basée sur la Transformée de Fourier
« généralisée » sur les groupes. Les nombreux exemples évoqués montrent effectivement que cette Transformée peut avoir
beaucoup d’applications dans le domaines de la reconnaissance, de la détection et de la représentation des mouvements en

analyses d’images.

Ces méthodes proviennent de la théorie des représentations de groupes et de I'’Analyse Harmonique Abstraite.
Une application sur un procédé industriel (dépropaniseur de raffinerie) pour la détection de perturbations figure dans la
derniére partie de cet article.
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SUMMARY

In this paper, we propose a pattern recognition approach based on the “generalized” Fourier Transform on groups. The various
exemples we give, actually show that this transform may be used for many applications in pattern recognition, detection and
motion analysis.

An application in disturbance detection on an industrial process is given in the last part of this paper.
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Introduction

(a) LES TRANSFORMATIONS DE FOURIER DANS LA
RECONNAISSANCE DE FORMES

Les transformations de Fourier standard sont des
outils couramment utilisés dans les problémes de
reconnaissance ou de classification de formes.

Etant donné une image plane f[il s’agit d’une notion
physique consistant 4 associer 4 un certain nombre
de points du plan (fréquentiel ou spatial, spatial dans
notre cas), une grandeur physique du type intensité
lumineuse, appelée niveau de gris. Une image est donc
représentée par une fonction f (x, y) définie sur des
coordonnées d’espace (x, y), a valeurs positives et a
support limité c’est-a-dire que f est nulle en dehors
d’un ensemble borné du plan], on cherche des gran-
deurs caractéristiques de f invariantes sous I'effet des
déplacements plans (combinaisons de rotations et de
translations) telles que, inversement leur connaissance
permette de « reconstruire » ['image f a un déplace-
ment pres. Un tel ensemble de grandeurs caractéristi-
ques sera appelé « systéme complet d'invariants sur
R2 par rapport 4 'action des déplacements du plan ».

Une méthode possible est la suivante : afin d’éliminer
I'effet des translations, on « centre » I'image f autour
de son centre de gravité lumineux.

Fa») = (x+x,y+ty)=1(x )

Ensuite, on procéde en 'extraction du contour C de
I'image (ceci peut étre fait avec la méthode « de pas-
sage & zéro » (zéro-crossing) par exemple : ¢f. [4])
et I'on considére une paramétrisation p,(8) de C.
[Plusieurs parameétrisations sont possibles; par exem-
ple si C est convexe, 'expression p,(6) du contour en
coordonnées polaires autour du centre de gravité peut
8tre utilisée. On préfére en général des paramétrisa-
tions « du genre » p,(s)+ @ (s5) ou s est I"abscisse cur-
viligne normalisée sur le contour choisi, p,(s) est
I'angle formé par la tangente en avant au contour au
point s avec une direction privilégiée. ®(s) est un
terme correctif qui rend la continuité a la fonction
p. (8} + @ (s) (voir [5] pour plus de détails.]

p. (0) est une fonction périodique (de période 2 1) que
I'on développe en série de Fourier :

Pe@®= 3 p.(men’

n= -

Ce travail a été financé par la Société RSI,
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Les | P, (n)l sont invariants sous 'effet des translations
mais aussi sous I'action des rotations car si 'image f
subit une rotation d’angle 0, les p.(n) sont trans-
formés en p,(n)e™% : les modules sont donc conser-
vés mais ne constituent pas une information suffisante
sur le contour car on a perdu tous les renseignements
sur les phases e'®*™=p (n)/|p, ().

Afin de s’affranchir de cette difficulté, on adjoint a
la  collection des |p,(n)] les grandeurs
(p(m)n)—(o(ny)/ny) o ny, est un entier tel que
P, (ng) 70 un calcul simple montre :

(A) la réunion des |pc (n)| et des
(p(m)/n)— (@ (ng)/ny) constitue un systéme complet
d’invariants du contour C de I'image f sous leffet
des déplacements du plan ce sont les descripteurs de
Fourier de f.

Le défaut de la méthode décrite ci-dessus est qu’elle
ne permet pas de distinguer deux images ayant méme
contour : les descripteurs de Fourier sont des gran-
deurs caractéristiques du contour et non pas de I'inté-
rieur de I"image.

Une deuxiéme catégorie de problémes quasi académi-
ques de reconnaissance de formes est la reconnais-
sance de courbes, pour laquelle comme nous le ver-
rons, les méthodes que nous développons ici s’appli-
quent stricto sensu. D’un point de vue pratique, une
classe d’applications importantés est la suivante : trés
souvent, pour les grands procédés industriels contrd-
lés, un nombre trés important de grandeurs sont enre-
gistrées en continu sous forme de courbes. Des pertur-
bations peuvent apparaitre sur le procédé, se matéria-
lisant sur ces enregistrements par un changement
qualitatif d’allure de la réponse observée. Une idée
communément admise actuellement est que ’homme,
face a de telles situations réagit 4 travers des méca-
nismes de reconnaissance de formes : il a appris que
telle ou telle perturbation se manifeste sur tel ou tel
enregistrement par un certain type de modification.
L’opérateur décide de la nature de Pincident en effec-
tpfant la discrimination de ces compottements qualita-
tis.

Une courbe (ou une famille de courbes) ¢ () — les
enregistrements observés — peuvent dans ce contexte
subir des modifications de facteur d’échelle
¢ (t) = a. (1) (ce qui correspond 4 une hypothése de
linéarite pour 'effet de la perturbation sur I'enregis-
trement) de I'amplitude de celle-ci. @ (¢) subit aussi
des modifications du type retard : ¢ (£) = a. @ (t+ty);
le retard correspondant & I'instant d’apparition de la
perturbation.
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Le probléme est donc de décider quand deux signaux
ou familles de signaux ont la « méme allure » modulo
des transformations du type dilatations plus retard.

(b) LE BUT DE L'ARTICLE

Comme nous venons de le voir dans la partie (a), le
contour p,(0) d'une image se déduit d'un autre
contour p,{0) par une rotation d’angle 6, si :

VneZ, py(n)=p,(n)e"to

C’est donc en considérant p; et p, comme des fonc-
tions sur le cercle unité S, (fonctions périodiques) et
en effectuant leur décomposition en série de Fourier
que on peut analyser si p, et p, s’obtiennent 'un
de I'autre par une rotation.

De fagon analogue, considérons deux signaux d’éner-
gie finie f, (£) et f, (¢). Ils se déduisent I'un de I'autre
par un « retard ¢, » si:

Si1(@®)=12(t+10).

En prenant leur transformée de Fourier sur R | i. e.

+
la TF usuelle ﬁ(?»)=f h(t).e‘”“‘dt:I il est bien

-0

connu que 'ona:
fi)=720). et

Dans la premiére partie de cet article, en analysant
cette analogie et en utilisant une notion de Transformée
de Fourier généralisée sur les groupes des transforma-
tions que peuvent subir les signaux considérés (rota-
tions dans le cas des contours d’objets plans, dilata-
tions plus translations dans le cas de la reconnaissance
de perturbations sur des courbes enregistrées, déplace-
ments dans le cas des images planes pour lesquelles
le contour n’est pas discriminant, etc.) nous allons
construite des familles d’invariants analogues a (A)
qui sous certaines hypothéses (essentiellement la com-
mutativité du groupe des transformations autorisées)
seront suffisants pour discriminer (i. e. constitueront
un systéme d’invariants complets).

Dans le cas du groupe des déplacements du plan,
avec la méme démarche, des invariants non complets
mais plus riches que ceux relatifs au contour (A) ont
déja été exhibés avec cette méthode. Nous rappelle-
rons briévement ce point.

L’article est donc organisé comme suit :

la premiére partie est consacrée a la présentation des
outils mathématiques utilisés. De nombreux exemples
illustrent les notions introduites et montrent que les
transformées classiques (TF, séries de Fourier,
TFD...) sont des cas particuliers de la transformée
de Fourier abstraite. Nous donnons dans cette partie
un théoréme permettant de calculer des invariants
nécessaires et suffisants dans le cas ou le groupe des
transformations envisagées est commutatif et indi-
quons comment il est possible de généraliser ce théo-
réme a d’autres groupes;

la seconde partie traite de l'analyse d’images, le
groupe considéré étant celui des déplacements plans,
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les images s’interprétant comme des fonctions définies
sur ce groupe;

la derniére partie traite un cas précis de détection de
perturbations sur un procédé industriel (colonne de
distillation binaire);

la démonstration du théoréme permettant I’obtention
d’invariants nécessaires et suffisants dans le cas ot le
groupe est commutatif est mis en annexe. La lecture
de celle-ci peut &tre omise sans pour autant nuire 4
la compréhension de Particle.

Une conclusion figure 4 la fin de ce travail, résumant
les différents points abordés.

1. Aspects théoriques

1.1. QUELQUES RAPPELS MATHEMATIQUES

1.1.1. Des groupes topologiques

Un groupe topologique est un espace topologique
muni d’une structure de groupe compatible avec sa
topologie.

Exemples :

— Pensemble R des nombres réels avec 'addition;

— Tensemble Z des entiers relatifs avec I’addition ;

— Pensemble S, des nombres complexes de module 1
avec la multiplication : e'%, gl®2=¢' ®179%2);

— I’ensemble M, des déplacements du plan, un élé-
ment (x, y, 8) de M, étant la combinaison d’une
translation de vecteur (x, y) avec la rotation d’angle
9 (toutes les rotations considérées étant autour d’un
point fixe). La multiplication s’&crit :

(%15 Y15 81)- (%2, Y2, 62)

=(x,cos80,—y,sin 6,

+X,, X, 810 6, +y,cos 0; +y,0, +0,)
Dans les exemples considérés, Z est évidemment muni

de la topologie discréte, les autres groupes (R,
S,, M,, .. .) étant pris avec leur topologie naturelle.

1.1.2. Densité invariante sur un groupe

Soit G un groupe. On dit qu’une fonction p(g) définie
sur G, & valeurs réelles est une densité invariante
(mesure de Haar) a gauche (resp. & droite) si pour
tout ensemble borné A dans G, on a:

Ip(g)dg=J
A a.A
[resp- J p(g) dg]
A.a

ol aeG quelconque et aA={a.g, geA}.
On en déduit alors que si f (g) est une fonction telle

que [= J J (@) p(g)dg existe,
G

on a pour une densité & gauche

p(g)dg
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I= J f(ag)p(g)dg
G
et pour une densité a droite
I= f f(ga)p(g)dg
G

Un théoréme (dit de Haar, ¢f. [9]) montre ’existence
et Punicité (4 une constante multiplicative prés) de la
densité invariante 4 gauche p, et a droite p, dés que
le groupe est localement compact. Si p,=p,, le groupe
est dit unimodulaire (c’est le cas des groupes commu-
tatifs).

Remarquons que 'hypothése de locale compacité est
toujours vérifiée en pratique pour les groupes envisa-
ges.

Exemples :

— R avec 'addition

+ o
alors p(x)dx=dx et si I= j f(x)dx existe, on a :

leo +
I=j f(x+a)dx=f Sfla+x)dx
) -0
— un exemple de calcul de densité invariante :

on considére le groupe R{ des réels strictement posi-
tifs avec la multiplication;

calculons p : on doit avoir pour tout a>0
p{x)dx=p(ax)d(ax) donc p(x)dx=p(ax)adx, soit
p(x)/a=p (ax) pour tout a et x>0;

en particulier pour x=1 on a: p(a)=p(l)/a donc
4 une constante multiplicative prés [4 savoir p(1)],
p(x)=1/x,VxeG@G.

— 8, les complexes de module 1 :

p(e'®) d8=db
et

f” £ p () do

" x+a
=J f(ei“.ei°)d9=J f(e®ad
- -n+a
— les déplacements du plan avec la composition :

un calcul simple montre que
p(x, y, 0)dxdydB=dxdyd® (cest un exemple de
groupe unimodulaire non commutatif).

1.1.3. Les représentations d’'un groupe

Soit G un groupe et H un espace vectoriel. On dit
que (T, H) est une représentation de G si T associe &
tout élément g de G une matrice T(g) sur H (endo-
morphisme de H) et si T est telle que :

T(e)=1 (opérateur identique sur H)
T(8:8)=T(g,).T(82)
H peut étre de dimension infinie. Comme il est

d’usage, on désignera par T et non (T, H) la représen-
tation considérée.
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T est dite irréductible si elle ne laisse aucun sous-
espace de H invariant i. e. §’il n’existe pas de sous-
espace S de H tel que T(g)S = S pour tout geG.

Si H est un espace de Hilbert et T(g) est une matrice
unitaire, pour tout geG, on dit que la représentation
est unitaire. L’ensemble des représentations unitaires
irréductibles de G s’appelle le « dual de G » et est
noté selon 'usage G.

Exemples :

On montre (Dualité de Pontrjagin) que pour un
groupe commutatif G, G est aussi un groupe et que
pour tout Te @, 'espace associé est C (l’ensemble des
nombres complexes) et T agit par multiplication sur
les complexes, cest-d-dire : YVTeG, VgeG

T{g): C-C
zgT(g).z et T(g)eC.

Par exemple :
— si G=R, alors G=R avec
VTeG, INeR/T(x).z=e'**.z
VzeC, VxeR

— si G=8, (les complexes de module 1) alors G=2Z
(les entiers relatifs) avec

VTeG, 3Inez/T().z=(".z
V{eS,, VzeC

— si G=27, alors G=8§, avec

VTeG, 3LeS,/Tn).z=(".z
YneZ, VzeC.

Si G est commutatif, les éléments de G s’appellent
les « caractéres » de G. Dans le cas non commutatif,
G n’est plus un groupe. (Pour plus de détails sur la
théorie des représentations, ¢f. (6], 7], 8], [9].)

1.1.4. Action d’'un groupe sur un espace X

Soit G un groupe et X un espace de points. On dit
que G agit sur X ¢’il existe pour tout geG une
« transformation » © qui a tout point x de X associe
un point de X noté Q(g).x avec en outre,

Q(g;.8,)=0(g,).Q(g,). € est appelée alors
'« action » (pour plus de détails, cf. [6]).

Exemples :

— si G est le groupe S, des complexes de module 1
alors X =R? le plan.

Pour tout élément z=¢? on pose Q(e'F)=rot(p), la
rotation d’angle B, on a :

Q(e'P1, et P2)=Q (' P1). Q (' P2).
~ pour un groupe quelconque G, en prenant X =G :
pour tout élément g, de G,
Qgy): G-G

85 80-8
alors

Q(g,.82).8=(81.82)-8
=g,.(g,.8=Q(g,).Q(g,). &
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(G agit sur lul-meme par les translations & gauche,
Si Q(go) g=g.g;", on a les « translations & droite »
de G

1.1.5. La transformation de Fourier sur un groupe

Soit G un groupe et G son dual. YAeG, on note
T,(g) la valeur de la représentation A en le point
geG.

Soit fune fonction définie sur G & valeurs complexes
i.e.,VgeGona: f(g)eC.

On définit sa « Transformée de Fourier » par :
OE f F@Ti(®) " p,(9)dg
¢

ou p, est la densité invariante 4 gauche de G. Donc
VieG, f (A) est un opérateur sur 'espace H associé
a la représentation A.

Exemples classiques :
— G=R", G=R"

X= (X1, ..y X0 A=Ay, oAy,
?\,.x=7\,1x1+ e +)\anx"

fO»)=J f(x)e™ ™ *dx
R"

cest la TF classique, trés adaptée pour Iétude
d’objets en translation dans I'espace.

- G=S,, 6=z

f(n)=f £ @%e 0 dp

On retrouve par cette formule la décomposition en
série de Fourier classique d’une fonction périodique,
utilisée pour I'étude des mouvements en rotation que
Fon peut faire subir & une image plane.

— G=7,G=S,
J %= Z fnye

11 s’agit de la théorie des fonctions génératrices.
— G=Z/NZ (les entiers modulo N), G=z/NZz
N—-1

F=Y f@e2imon
p=0

Cest la TFD (transformée de Fourier discréte); dans
le cas ou N=2" alors le calcul de la T.F.D. peut se
faire par l’algomthme de la FFT (voir [11] pour une
généralisation de cette notion soit avec N#2" soit
pour d’autres groupes)

— G=R; alors G=Ret

dx

Fo= [ reeret
0 X

c’est la transformée de Fourier-Mellin, bien adaptée a
des transformations de type « changement de facteur
d’échelle ».
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On voit donc qu'avec la définition de la transformée
de Fourier sur un groupe, on généralise utilement
toutes les notions classiques de TF, de série de Fou-
rier, etc. Lorsque le groupe G n’est pas commutatif,
on peut obtenir des expressions relativement comple-
xes, bien que la base des calculs soit trés simple.

1.2. FORMULATION D'UN PROBLEME DE RECONNAISSANCE
DE FORME

Soit X un espace de points sur lequel agit un groupe
G via P'action . Une image sur X est une fonction
réelle positive, définie sur X (niveau de gris au point
considéré) a support borné, c'est-d-dire nulle en
dehors d’un ensemble borné de X.

1.2.1. Le probléeme

Btant donnée une image f sur X, déterminer des
grandeurs caractéristiques de f, invariantes sous
Paction de G, c’est-a-dire : si f et h sont deux images
sur X telles que :

daeGNxeX, [fx)=h(Q(@).x)

Calculer des grandeurs égales pour f et h donc inva-
riantes sous l'action Q et déterminer si possible un
systéme complet d’invariants (i. e. permettant de déci-
der si deux images fet h sur X se déduisent 'une de
Pautre via 'action de G sur X).

Remarque fondamentale
Soient f, h deux fonctions sur le groupe G, telles qu’il
existe un élément aeG avec VgeG, f (g)=h(ag).
Alors sur les transformées de Fourier, on a :

foy= Lf @ T.(g™ ") p,(8)dg
=Lh(a.g)T;1<g>pg(g)dg
=Lh(a.g>T;1(a-l.a.g) py(a.8)d(@.9)
=Lhcg)T1(a“-g)‘1pg(g)dg

f(%)=f h(g) To(g™ . a) p,(g)dg
G

avec
T, (g7 .a)=Th(g™"). T, (a)

d’ou I'on tire :

(RF) FA=HQ). T, (a)

Mais comme T, (a) est unitaire, on a
FOO T =AM EQ)* et [T ]=]AM)]

ou | f(W)] et |ﬁ(?»)| son les modules de f (1) et ﬁ(X)
(pour une matrice | A |[2=AA*, est semi-définie p031—
tive, et par conséquent admet une racine carrée semi-
définie positive, notée |Al).
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La famille de matrices {| f (A)|}, . ¢ forme ce que 'on
appelle ici les « descripteurs de Fourier » de f.

Dans le cas o G=R, on retrouve les descripteurs de
Fourier classiques comme des modules de TF c’est-
a-dire analogues 4 des densités spectrales. Dans ce
cas, ils sont par nature invariants par translation.

En revenant au probléme considéré, si X=G, les
descripteurs de Fourier sont invariants sous I'action
des translations 4 gauche de G, mais inversement, si
deux images ont les mémes descripteurs, ce n’est pas
pour autant que Pon puisse affirmer que chacune se
déduise 'une de I'autre par une translation de G.
Néanmoins dans beaucoup de situations pratiques,
on se limite au calcul de ces invariants pour effectuer
la comparaison.

Prenons un exemple :

G=R, X=R,

I'action étant les translations.
Soit a>0 et posons :

Jix)=(1/m) (sin xa)/x
J2(x)=(1/m) [sin (xa+ p)—sin B)/x
ou B#2km.
Un calcul simple donne :

o 1 si |A|Za
fi (x)={0 sinoln‘
e'f si —a<Ag0
fid)=5e " s 0ZAZa
0 sinon

Il est clair que f, et f, ne s’obtiennent pas 'une de
Pautre par une translation et pourtant, elles possédent
les mémes descripteurs de Fourier :

si |A|<a

1
[]‘10")|=|f20\')'={0 sinon

ceci est tout naturel car en passant aux modules, on
a perdu toute 'information sur la phase des f; (A) et
f2 (A). Le théoréme que nous proposons dans la partie
suivante, permet de calculer des invariants de phase,
complémentaires aux descripteurs de Fourier, V'en-
semble formant un systéme d’invariants complets sous
les translations.

1.2.2. Cas ou X peut s'identifier & un quotient du
groupe G

Clest le cas ou G agit transitivement sur X (i.e. Vx,,
x,eX, 1geG/x,=Q(g). x,).

Il existe alors un sous-groupe G, de G tel que
G/Gy=X (voir [6]).

Dans une telle situation, on peut utiliser la trans-
formée de Fourier sur G que I'on applique aux images
sur X, considérées comme des fonctions sur G,
constantes sur des classes modulo Gy,

(On rappelle que si G, est un sous-groupe de G alors
le quotient G/G, est I'ensemble des classes d’équiva-
lence de G modulo G,: G/Gy={g% geG} on
g°={aeGlga"'eG,}. C'est le cas ou G agit transiti-
vement sur X.) '
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Exemple 1 :

Soit M, le groupe des déplacements du plan et
X =R2

Alors X =M,/SO, ou SO, est le groupe des rotations
autour de I'origine. X s’identifie ainsi au sous-ensem-
ble de M,, formé des éléments (O, x, y) et deux ima-
ges f et h se déduisent I'une de I'autre par un déplace-
ment (84, xq, Vo) Si:

f(x, y)=h(x cos 8,—y sin 8,
. + X, X sin 8y+y cos 0y +y,)
1.2.3. Résultat principal

Théoréme (Gourd-Gauthier) : Soit G un groupe com-
mutatif, localement compact et soient f, he L*(G, dg)
véelles (dg désigne la mesure de Haar sur G). fet h
vérifient la condition Cy :

180 G/f M) =R (V). T, (20),

si et seulement si (condition C,) :

Yred,

f0. - F0-J0D. . FOL)

=Ry . ARG, . RO
Yhs e oos A Ay v ey A eG
avec

Ay X XA, =A%, .. XA,

(o x désigne la multiplication dans G). La condition
C, exprime que I'ensemble :

& ={f ). . . JONFOD. . . FOu

OB AL X, . XA, =M X ... XA}

constitue un systéme complet d’invariants sous I'action
des translations de G.

Pour la démonstration, voir I'annexe. La preuve de
ce théoréme repose sur la dualité de Pontrjagin et
demeure relativement technique; elle peut &tre omise
en premiére lecture, sans nuire 4 la compréhension
de P'article.
On pourrait penser que la condition C, est une consé-
quence immédiate de C, : ce n'est pas le cas, C, ne
se déduit pas trivialement de C,.
L’intérét de C, est de proposer une méthode pratiqua-
ble pour tester si la condition C, est satisfaite : il
suffit de calculer un ensemble nécessaire et suffisant
de nombres pour voir si C, (donc C; d'aprés le
théoréme) est vérifiée.

Cas particulier de R
Si G=R, on montre facilement que C, se réduit 4 :

C={|fM)| reR} )
U{f(?"l)f()“z)f(}"l +2h3), Ay, Ay R}

1I suffit méme de prendre les A, A, dans un ensemble
d’intérieur non vide de R : c’est-a-dire que deux fonc-
tions f et h sur R vérifient la condition
Cy:3to/f (®)=h(t+1t,) si et seulement si :

W=y, vaeR
JOL) FO2) T +2) =R () B ) A0 +1y)
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ol A;, A, appartiennent a un sous-ensemble d’inté-
rieur non vide de R.
Cas du cercle S,

Si G=8,, I'exemple suivant montre que C, ne peut
atre réduit a € : en effet soient f et k deux fonctions
définies sur S, dont les transformées de Fourier res-
pectives sont données par :

F={,
-1 si |n|=2
h(n)= 1

0 sinon

si |n]=3 ou |n|=2 ou i=0
sinon

si |n|=3 ou n=0

1l est alors évident que Vn, meZ :

—|7m|=]kw; _

— J ) f(m) f(n+m)=h(n) h(m) A(n+m)=0 cest-
a-dire que le critére C} ne distingue pas f de h.
Cependant avec —3—3+2=-2—2,0ona:

>
w
NY

N Y

P37 (=372} (-2=1
et
R(=3) h(=3) h(=2)h(—2)=—1

Donc f et h ne se déduisent pas par une translation
sur S,, bien que C;( f)=C; (h).

Remarquons aussi que notre théoréme permet dans
le cas du cercle de retrouver les invariants de phase
classiques de (A) :

si f (n)=| f(n)| &'®® et si h(n)=|h(n)| &, compa-
rer (@ (n)/n)—(® (no)/noj) avec (m(n)/n)—n (no)/ne)
[no est un entier tel que f (ny) et h(n,y) sont non nulsj,
revient 4  comparer [f (no)]". [f(m)]"  avec
h(ny)l. ﬁﬂ(n)]”o en ayant Iégalité des modules:
Fm)|=]A@m].

Remarque : Dans le cas ou G est compact, mais plus
nécessairement commutatif, on obtient un théoréme
analogue (& paraitre), dont la démonstration repose
sur la théorie de Tannaka-Krein, beaucoup plus
sophistiquée que celle de Pontrjagin (voir [7]). Signa-
lons aussi que dans le cas du groupe SO, des rotations
spatiales (SO, est compact), des idées similaires ont
¢été développées dans l'article de S. Chen [3], pour
'analyse des mécanismes de reconnaissance par I'ceil
humain.
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En effet, Pceil est assimilable a la sphere
tridimensionnelle S,. On montre que S, s’identifie au
quotient SO;/SO, et donc qu'une image sur I’ceil peut
étre considérée comme une fonction définie sur SO;,
constante sur les classes modulo SO,. La théorie des
représentations montre que dans le cas ot G=80,,
apparaissent naturellement les fonctions harmoniques
sphériques jouant le role des e™® dans le cas de
S;=S80,. La Transformée de Fourier sur SO,
consiste en le développement des fonctions définies
sur SO, en séries d’harmoniques sphériques: en
appliquant ces résultats aux images sur S,, on accéde
facilement & leurs descripteurs de Fourier. Par
ailleurs, les déplacements d’objets de R, en projection
sur la sphére S, se matérialisent par la combinaison
de rotations spatiales et d’homothéties. Des techni-
ques analogues peuvent alors étre employées (voir [3]).

2. Deux exemples d’application de la
reconnaissance par la méthode des invariants

2.1, UN EXEMPLE SIMPLE ENTIEREMENT TRAITE

Soit G le groupe formé par les translations horizonta-
les et les homothéties verticales du demi-plan supé-
rieur X ={(x, ), y>0}. Ce groupe interviendra dans
le cadre de la détection de perturbations d’un procédé
industriel décrit dans la derniére partie de cet article.

— La multiplication de G s’écrit :
(%15 ¥1) - (X2 y2) = (X1 + X5 Y1. ¥2)

Il est clair que G est commutatif; il en est donc de
méme pour G.

Un calcul simple montre que tout élément T de G
est indexé par deux réels A, A, et que 'on a :

T(h. 12)(x, y)=ei(x.;.1+x2 Log ¥)
— La densité invariante se calcule comme suit :
p(x, y)dxdy=p(x+xo, y.yo) d(x+X) d(¥. o)
donc
p(x, y) dxdy=p(x+Xg, . o) dX. yo dy.
Prenons x=0et y=1etl'ona:
(p(0, D)fyo=p (X0 o) V(%0 ¥0)EG,

donc p (x, y)=1/y & une constante multiplicative prés.
— La transformée de Fourier d’une image f sur X

s’écrit :

f‘()“ia }“2)
=r Jw [f (5, ) €™M dx] e™%2 209 ¥ dyy
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La transformée de Fourier sur G est donc la comppsi-
tion d'une TF sur I'axe des x, adaptée aux translations
(ici horizontales) et d’une transformée de Fourier-
Mellin (en y), adaptée aux changements d’échelle.

— Soit f'image sur le demi-plan supérieur suivante :

y
| O
+ —
a b

Le calcul de sa transformée de Fourier donne :
fO"l: Ag)=(e~ " *1—g7i M)
% (e—ixz Log a_e—ilz Log ﬂ)/)‘.l . ?"2
Si 4 est I'image translatée de f par (xg, Vo) :
h(x, y)=f (x+Xo, ¥. o),

en reprenant les calculs ci-dessus de fagon identique,
ona:

B(hy, Ap)=[e1®%0) - 21 _gila=x0).3q]

X {e‘—ilz Log (ﬁIYO) _e-112 Log Wyo)]/?\,l . 7\:2

et 'on retrouve la relation de (RF)

5(7\.1, ?\,2)=f (Ags Ay) ' ®o-21¥2g Log yo)

Les descripteurs de Fourier sont donc donnés par :
A(hy, M) =(2/|Ay Ay ])  /IT—cos (R, Log (B/ar)]
x Jl1—cos(h; (b—a))]

1Is sont clairement invariants sous ’action des transia-
tions horizontales et des homothéties verticales.

On vérifie sans peine sur cet exemple que I'on a :

7 0 %) £ (s 12 T O+ Ma 1)
=£O\-1, Az) ﬁ(um Hz) h (Ay+pgs Mg +py)

2.2. LE CAS DES DEPLACEMENTS DU PLAN

Il s’agit d’'un cas trés important dans le cadre des
applications physiques.

Le plan R? sidentifie au sous-groupe des translations
planes sur lequel agissent les déplacements eux-
mémes. Un élément du groupe des déplacements plans
M, est noté (6, x, y), 8 angle de rotation; (x, y), vec-
teur de translation. Le produit s’écrit :

(0, x, y) (8, X', ") =(0+8', x+x’ cos §
=¥ sin 6, y-+x"sin 0+ cos 9).
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Une image plane f (x, y) s’interpréte done comme une
fonction définie sur le groupe M,, mais indépendante
de la variable 0.

fi M,—>R*
6 x,») f(x¥)

Puisque f est une image, jj f(x, y)dxdy existe et
donc :
2n
J ij(x, ») dxdyd6=2nj f(x, y)dxdy
]

converge et est I'intégrale de f sur M,.

On vérifie sans peine que M, est unimodulaire ;
p(6, x, y) dxdyd®=dxdydd. On montre que le dual
de M, peut &tre identifi¢ 4 R} : M, =R et que toutes
les représentations T, unitaires irréductibles de M,
agissent sur I'espace L2(S,, ) des fonctions Vs défi-
nies sur le cercle S;, de carré intégrable :

r" |V (6)|*d6 < co.
0

Les T, sont donc de dimension infinie.
On peut calculer ces représentations et ’on obtient :

T, (0, x, y): L*(S,, d8) — L*(8,, db)
Yo [T, x, 1. ¥
ou
[T2(8, %, ). Y] () =g - 0s 247-5im 21y (7 4. )

Cest Vilenkin qui a calculé ces représentations le
premier (voir [10]); il est assez difficile d’en donner
une interprétation physique élémentaire.

La transformée de Fourier de 'image f s’écrit alors :

VA0,

JM=| [ ») T, x, y) dxdyds,

M2
c’est-a-dire :
Yyel?(S,, o),
[J )@

=| f(x ¥ [TTH6, x, ). V] (z) dxdydo.

M3
Si 'on passe en coordonnées polaires, on obtient

{x:p cos ®
y=p sin ®

et I'on a:

[ W) (2)

=f J(p, @).e™ite cos Bro=2) (7 0y pdpdodd
Ma
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Posant 8'=0—2z, on a :
[f().](2)
=j f(p’ w)_e—ilp cos (6’+m)\|J(__e/) pdpdcode’
Mz

Cette derniére intégrale est indépendante de z donc
f () associe linéairement & Y un scalaire (fonction
constante sur S,); il en résulte que la transformée de
Fourier de f, [ détermine la famille de formes linéaires
F (), A>0 sur L*(S,, d6) dont P’expression dans la
base { " neZ} est:

Ff),=2m etr? f f(p,w) e"®J (=Ap) pdpdwdd
ou J,(x) est la n-iéme fonction de Bessel :
J,,(x): 1/21T’J\ ei(n 8—x.sin 8) 4a

Les J,(x) constituent les coefficients de Fourier de
e ix-sin 0 et ce développement de e+ ® egt classi-
que dans la théorie de la modulation de fréquence.
Ces calculs représentent ce que ’on appelle classique-
ment la transformée de Fourier-Bessel.

On démontre que I'on peut définir sur le dual M,
une densité P(A)dA dite densité de Plancherel telle
que I'on ait analogue de la formule de Plancherel :
Si f; et f, sont deux fonctions de carré intégrable sur
M,, alors :

J f18, %, ») 158, x, y)dxdydd
My

S NLACIAC LT
Mz

Le calcul donne P(A)=MA/4 7% Dans de telles condi-
tions, on monire gue 'on a aussi une transformée de
Fourier inverse :

[F-H (MG x »)=| Tr[f() Tp(®, x, »)] P(A)dh

M3

Le calcul des descripteurs de Fourier sur les déplace-
ments se calculent facilement et I'on prouve qu’ils
sont donnés par :

DM =Y F M), TO),

Sur les figures suivantes, on voit facilement qu’ils ne
sont pas suffisants pour déterminer entiérement une
image, bien qu’ils le soient en général lorsqu’il s’agit
d’images naturelles : encore une fois nous avons perdu
des informations de phase, en passant aux modules
des f(\),, D(A) joue ici le rdle d*une densité spectrale.
Néanmoins, pour des problémes pratiques de discri-
mination, on se limite souvent & ces invariants.

La théorie nous améne 4 penser que les invariants de
phase qu'il faut ajouter aux modules pour caractériser
entiérement I'image sont analogues & ceux présentés
dans notre théoréme et qu’ils s’écrivent :

[FO0® A)®. .. ®F ). F* (@1 ® . .. L)

pour tous les Ay, Ay, ..., Ay AL, A5, ..., A, dans le
dual M,, tels que A, @A, ® ... ®A, soit égal (en un
certain sens) 4 AJ@A,® . . . @A), (le symbole ® dési-
gne le produit tensoriel intérieur de représentations);
nous n'entrons pas dans les détails (article a paraitre).

Dans le cas ol 'on ne s’intéresse qu’aux rotations
discrétes d’angle 2k n/N, 0<k <N -1 (c’est-a~dire si
Ton substitue le groupe des combinaisons de petites

Image originale.
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Image II ayant les mémes descripteurs de Fourier
que Pimage L

volume 6 - n° 3 - 1989



METHODE D'INVARIANTS DE L'ANALYSE HARMONIQUE

rotations discrétes et de translations au groupe M,)
on démontre que les représentations unitaires irréduc-
tibes de ce nouveau groupe M" obtenu agissent sur
CN et sont donc de dimension finie.

On peut de plus, voir que lorsque N tend vers I'infini,
le groupe M" se « déforme » (en un certain sens) vers
M,. 1l en résulte des algorithmes de calculs efficaces
pour la détermination numeérique des transformations
de Fourier sur M,. Pour plus de détails voir [1] et
surtout [2] pour I'aspect numérique.

Notons dans l'exemple précédent, que lon s’est
affranchi, par ces calculs, des problémes d’extraction
de contour et de I'utilisation des méthodes de passage
4 zéro (zero crossing), c’est-a-dire que P'on a calculé
directement sur M, les descripteurs de Fourier de
I'image considérée au lieu de se ramener 4 un calcul
sur S,. Cette derniére méthode semble plus naturelle
que 'approche de I'exemple introductif et permet en
particulier d’obtenir plus d’invariants et donc de
mieux caractériser 'image. Il n’en demeure pas moins
que les deux méthodes proposées restent basées sur le
méme objet fondamental : la Transformée de Fourier
abstraite.

2. 3. INTERETS DES METHODES DEVELOPPEES

2.31. De la reconnaissance de formes

La méthode ci-dessus présentée consiste en le calcul
de grandeurs caractéristiques de la forme considérée,
invariantes sous I'effet des transformations autorisées.

Deux formes se déduisent donc 'une de 'autre par
I'une de ces transformations si elles possédent les
mémes invariants. II suffit donc de tester la différence
entre des nombres pour savoir si deux images sont
équivalentes. Cette procédure est nettement plus sim-
ple & réaliser que la recherche d’une éventuelle trans-
formation (qui peut ne pas exister) permettant de
passer d’une forme & une autre. Méme si elle existe,
cette transformation peut &tre trés difficile a
déterminer : par exemple des méthodes de moindres
carrés pour la détermination des paramétres de I’hy-
pothétique déplacement conduisent inévitablement a
des extrémums locaux.

2.3.2. Le calcul effectif de la transformation de Fou-
rier

Tous les exemples précédents montrent que le calcul
de ces transformées de Fourier généralisées se ramé-
nent 4 celui de TF ordinaires : on utilise alors numéri-
quement la FFT quand cela est possible.

2.3.3. Conclusion des deux premiéres parties

Nous avons montré dans la premiére partie comment
on pouvait introduire naturellement les outils d’ana-
lyse harmonique abstraite en traitement d’images, la
Transformée de Fourier généralisée étant le point
essentiel des techniques ainsi proposées.

Il nous a alors été possible de définir d’une fagon
systématique les descripteurs de Fourier d’une image
par rapport 4 un groupe de transformations donné G.
Dans le cas ou G est commutatif, nous avons donné
un théoréme permettant de calculer les invariants
complets (i. e, nécessaires et suffisants) des images sur

Ce théoréme présente aussi 'intérét de montrer com-
ment on peut généraliser ces méthodes aux cas de
groupes non commutatifs et permet en particulier de
calculer des invariants de phase complémentaires aux
modules des transformées de Fourier.

La seconde partie montre comment on peut utiliser
pratiquement les méthodes proposées, notamment
dans le cadre de la reconnaissance d’objets plans.

3. Une application de la méthode d’invariants
en reconnaissance de formes a la détection de
perturbations

3. 1. POSITION DU PROBLEME

Comme il a été expliqué dans I'introduction, on s’inté-
resse & la détection de perturbations sur un procédé
industriel via I'analyse qualitative des enregistrements
des variables observées. On fait, comme il a été dit,
la premiére approximation de linéarité de I'effet de la
perturbation sur les enregistrements.

Le point pratique suivant est essentiel pour la validité
de 1a méthode : Trés souvent, les variables enregistrées
sur un procédé industriel correspondent a des gran-
deurs régulées. Un des objectifs de 1a régulation est
justement de combattre ’apparition des perturbations
et de ramener les grandeurs concernées a une valeur
souhaitée dite « valeur de consigne », en agissant sur
des variables physiquement manipulables sur le pro-
cédé. En supposant que ces régulations sont efficaces
(ce qui est assez souvent le cas), on pourra donc
admettre que le scénario suivant est raisonnable :

— Le procédé fonctionne correctement, les grandeurs
enregistrées, régulées sont approximativement
constantes.

— Une perturbation apparait 4 un certain instant T,
avec une amplitude a.

— Il s’ensuit une réponse transitoire de la variable
enregistrée, dont 'amplitude dépend linéairement de
a, le signal revenant au bout d’un certain temps T a
sa valeur de consigne.

A VU

Fe N\ _A A

VA

Y

To T+To

On peut donc considérer que le retard T, correspon-
dant a 'instant d’apparition de la perturbation s’inter-
préte comme une translation appliquée 4 un
signal \/ (£) nul en dehors d’un certain intervalle [o, B].
Ce point sera essentiel ultérieurement et cette interpré-
tation ne serait pas valide si I'effet statique des pertur-
bations considérées persistait,

Comme nous venons de le voir, il est naturel de
faire intervenir le groupe G du premier exemple de la
partieII (groupe des homothéties verticales et des
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translations horizontales), les homothéties étant asso-
ciées aux changements d’amplitude des signaux consi-
dérés et les translations aux retards correspondants.

Afin de déterminer la nature des perturbations mises
en jeu 4 partir de 'analyse du signal f (¢), on cherche
4 caleuler des grandeurs caractéristiques de la portion
de signal modifiée invariantes sous les
transformations f (t) = k.f (t+t,), c'est-d-dire inva-
riantes sous 'action des translations du groupe G.
Nous allons montrer comment il est possible de consi-
dérer la portion de signal étudiée comme une image
sur G afin de se ramener aux techniques d’invariants
précédemment exposées, reposant sur la Transformée
de Fourier sur le groupe G.

3.2. L’ASPECT MATHEMATIQUE DU PROBLEME

Nous considérons ici le groupe G du premier exemple
de la partieII de I'article.

Soit ¥ une fonction réelle, continue par morceaux,
telle qu’il existe un intervalle{o, B] sur lequel Y est
strictement positive et en dehors duquel \ est identi-
quement nulle. On note par E 'ensemble de ces fonc-
© tions.

yit)
A

Ll

'y

Si VeE, on note par I, l'intervalle ou v est stricte-
ment positive. Montrons que G agit sur E: V{€E,
V (x, a)e @G, on pose :

[Q(x, @). V] (©)=a. V¥ (t+x).

On voit facilement que Q est une action; en effet,
YV eE, V(xq, a;), (x5, a,)eG,on a:

[Q { (xlf ai)’ (xZa az) } . \I’] (t)
=[Q(x +x5 ar.a,). V] ()
=ay.0,. Y (t+x,+x,)
[Q { (xla al)a (xZa az) } . ‘ll] (t)
=[Q (xy, an]. [Q(xy a2) V1)
donc Q est bien une action [on vérifie sans peine que
si yeE, alors Q(x, a).{ est aussi un élément de
E. De méme, il est aisé de voir que si yeE, alors
Io s, n).‘l,=1\|,—-x=’{t—x, teI‘l,}].
Le probléme. — Etant donné deux éléments {r,, ,

de E, déterminer une CNS pour qu’il existe(x, a)e G
tel que V; =Q(x, a). ,.
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3.3. La RESOLUTION
On essaie de se ramener aux méthodes proposées dans
les deux premiéres parties de cet article.

Toute fonction ¥ de E définit une image f, sur G
donnée par :

si xel, et a={¥(x)
sinon

1
Jo(x, a)={0

Jfy est 'image définissant la courbe a=1 (x), xeI,. La
transformée de Fourier de f, est nulle car I'intégrale
dans la direction verticale

J'oo f‘y (x’ a) g~ iy Loga) da/a

0

apparaissant dans I'expression de
f\ll (?\.1, }\,2) o ij‘ f\ll (x’ a) e_i Ay .Loga+iy.x] dx da/a
G

est nulle [4 x fixé dans I, f, (x, a) est une fonction
de a, nulle pour tout a>0 sauf pour a=\ (x); cela
signifie physiquement que le trait de la courbe repré-
sentative de la fonction a=V (x) est infiniment mince.
On va donc « épaissir » ce trait]. Afin de s’affranchir
de cette difficulté, on considére 'image suivante :

soit >0

fll/.r—:(xa (l)
{1 si xel, et ael¥(x)—e V(x)+e]

0 sinon

yix)+e

o p

On calcule ensuite f\u. . dont on effectue un développe-
ment limité par rapport & € au voisinage de e=0(e=0
siginifie que le trait de la courbe est d’épaisseur nulle).
Un calcul simple donne :

f\lr, e=8$+57‘(ﬁ) ot lim r(g)=0

e—=0

avec

MM, )\‘2) =J\ e—i[kZ.Log ¥ (x)+hy . x] dx
Iy

Remarque 1: On peut montrer que  _ \ est injective

(C'est-a-dire que si W, #V, alors, ¥, #V,).

Remarque 2: (A, A,) peut s’interpréter en termes

de distributions; en effet

si 1y, g (x) est la fonction définie par :

1 si xela, B]

l[ﬂ. fl (x)={0

sinon
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et si § est la distribution de Dirac, alors pour toute
fonction f(x, a)on a:

J\J‘f(x, a) 1y, g (x)d[a— (x)] dx da

p
=J J (% (x)dx

Donc en particulier, si

F(x, @)=t P Loaathy
ona.

fff (x, @) 1y, y(x)8[a—V (x)]dx da
___J\ﬂ e——i[lz -Log ¥ (x)+11 . %] ]y

c'est-a-dire, avec les notations classiques,
Ty, M) =Yy, () 8la—Y (x)], e~ Pa-Toa bt =5

on en déduit donc que (A, A,) est Iévaluation de
la distribution 1, 4 (x)8[a—V(x)] sur le caractére

g™ k2. Logatiyx]. aa istribution ainsi définie exprime
simplement le fait que 'on a placé sur la courbe
a=vV(x), xe[o, B] une trés « forte densité ou poids »
qui corresponde a la limite (au sens des distributions)

de (1/¢) f,, . quand ¢ tend vers 0.
Remarque fondamentale : VY eE, ¥V (x, a)eG,

[Q(x, @) YT (Ays Ap)

J. e—i[ll u+ks log (a.\ll(x+u))]du
T[02(x, a). Y1 (A1, A2)

=J e—l[liu+12log(a.\jl(x+u))]du
Iy-=x

__Jv evi[l.l (utx—x)+ky log (a. ¥ (x+u)l dll
Iy~x

=ei [%y) x—27 log n]J e—i[}.l u+%y log ¥ (u)] du

c’est-a-dire : Ty

Q¢ @). V] (A, Ay) =€l P1x"Ralogal Jrp, ),)

On observe donc que 'on passe du membre de droite
a celui de gauche par la multiplication du caractére
associé a (x, 1/a).
Avec la remarque précédente, on a :

La formulation définitive du probléme
Etant donné Vy, et Y, deux éléments de E, trouver
une CNS pour qu’il existe (x, a)e G tel que :

Uy (hy, Ay) =gl Bxmdalonal o (4, 2,),
V(A o) €@

La résolution
Setant ramené au probléme évoqué dans les parties
précédentes, et en remarquant que G est commutatif,
on peut utiliser le théoréme de la partiel et la CNS
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g*écrit (critére simplifié comme dans le cas particulier
de R) :

V(A Aaa), (7"12’_7‘«22) eR*=G
Ty i Aag) Ty Mgz Ag) Wy (Myg 2120 Ry +1g0)
=$2 (M1 7»21)-@(7»12, Az2)
Mgy + Mg Agg+2s)
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Cas de N courbes

Supposons que l'on ait 2N courbes Yy, ..., Yy et
@ ..., Oy de E: on cherche une CNS pour qu’il
existe (x,, a;), ..., (X An) €G tels que : Vke(l, N,
Q(x,, a). V=9, Pour ce faire, on écrira le critére
précédent pour chacun des couples (U, @y)-

Pour tout Y eE, les grandeurs

Ty Aag) (s 7“22)-@(7“11 +2012 Ap1tAg)

sont donc invariantes sous les transformations
Y(x) > a.V(x+x,) et sont caractéristiques de la
famille des fonctions de E se déduisant de \f par une
telle transformation.

Un exemple de calcul d’invariants
Soit \ le signal suivant :

A>0 si xelo, B
0 sinon

\v(x)={

y(x)
A

A

o B

Un calcul simple donne :

w(xllﬁ }"21) M \TJ(}“IZ: )\’22) . \]}(}"11 +)\'125 )“21 +}\’22)
=2[sin Ry, (4= B) +sin hy, (2 — )
+sin(Ayg +2Ag5) (@=PB)/A11 Ay (Mg +4y5)
On remarque que ces invariants sont indépendants de
A, de A,, et de A,,. En revanche, ils dépendent de
Pécart ao—P qui est invariant sous Peffet des transla-

tions o = 0+xg et B — B+xo. On aurait pu se douter
de ces résultats en regardant la courbe représentative

de .

3.1. COMMENTAIRES

Mise en pratique du calcul
Soit Y eE, V(A,, A,) e R?

&(X“ 7“2)=J e~ 1P x+halog ¥ ()] gy
Iy
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Posons :

\l/#xz (%)= {

g tralog ¥ ) si xel,

0 sinon

alors
+ a0
T (hy, 7»z)=f e” MY (x)dx

donc (A, A,) =¥, (Ay) ol | dénote la TF usuelle
sur R.

A\, fixé, (A, A,) se calcule par la TF de yh, ton
utilisera_en pratique un algorithme de FFT pour
évaluer (A, A,).

On échantillonne \/¥, ) sur un nombre N (une puissance
de 2 afin d’appliquer ’algorithme de FFT) de points.
On a donc N valeurs g 5, ... Yn_;, ;, déterminant
une fonction i, définie sur Z/NZ.

Dans ce cas, A, prendra les valeurs 0, ..., N—1 car
A, est considéré comme élément de Z/NZ=Z/NZ.
L’invariant associé a \y s’écrivant

WAy 22) Uity o) - g+ gy Apt ),
a A, et , fixés, le calcul de I'invariant donne :
Invkz, i) (p’ q) = "|!;l,<2 (p) ‘1’:2 (q) {I}f2+p2 (p + q):

ol p, ge Z/NZ.

Ainsi, 4 A, et p, fixés, on forme une matrice carrée
M,,. ., (V) & N* éléments dont le coefficient (p, g) est
Invlz. iv] (p’ Q)'

Exemple 1:

On présente ci-dessous VPexemple de deux
fonctions f (t) et g (¢) se déduisant 'une de 'autre par
g®)=a.f (t—1ty) (fig. 1). On calcule numériquement
les invariants associés & f et g puis on les compare.

8
gl)=a 1(t-1)
7
6 /
. 8215  tg=15x10
"
3
Z. *0
o 1 z 3 4 5 6 temps
0 'I'RURR. LK
-5 /6
{18
-3
~20
-25
[N 1 2 3 Y 5 6
1 a2 Imtnv(n),Im{inv(g))
14 *1huar ae
12
10
8
&
Y
2
@

o 1 2 3 0 5 P
Re(Inv(f)),ReCinvig))

Fig. 1.
Im (Inv( f)) et Im (Inv (g)) sont les graphes représenta-
tifs de la partie imaginaire de la premiére colonne de

M,, ., (f) et M, ,,, (8) respectivement.
Ils coincident exactement.
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On considére de méme Re(Inv( f)) et Re(Inv(g)) qui
sont les courbes représentatives de la partie réelle de
la premiére colonne de M,, ,, (f) et M,,, ug &) : elles
coincident aussi.

Remarque : On a fait A,=p, afin que la matrice
M,,, ., (f) soit symétrique (il suffit de considérer la
formule donnant Inv,, , pour voir que
Inv,, ,=Inv,, .); il ne suffit plus alors que de
stocker les valeurs, les courbes étant symétriques. Ici
et dans la suite, on a choisi de ne calculer ces inva-
riants que pour une seule valeur de A, =p,.

Exemple 2 :

On montre ici 'inconvénient que présente I'utilisation
de la FFT. On considére deux fonctions f et g se
déduisant 'une de P'autre par une translation et un
facteur d’homothétie (voir fig. 2); on remarque
qu'alors, les parties réelles des invariants de ces fonc-
tions ne coincident pas et de mé&me pour les parties
imaginaires. Ceci provient du fait, qu'une fois fet g
échantillonnés (N points), on obtient deux
fonctions f*, g* définies sur Z/N Z et par conséquent
fet g auront les mémes invariants numériques (c’est-
a-dire calculés a 'aide de la FFT sur f* et g*), si et
seulement si f* et g* se déduisent en temps par une
translation de Z/N Z ce qui n’est clairement pas le cas
sur la figure 2.

== NN S
Suauousuouo

ko
B
temps

2 fet afit-ty)

NORLIPDONEND

Im(Iav(),Im(lnv(g))
Fig. 2.

Notons tout de méme, que malgré le fait que f* et
g* ne se déduisent pas par une translation de Z/NZ,
les invariants associés restent trés voisins et ont égale-
ment méme « allure ».

Néanmoins, il faut remarquer que ce calcul discret
par échantillonnage est un calcul exact et indépendant
de toute notion de largeur de spectre pour les signaux
4 échantillonner, dans le sens suivant : on s’intéresse
a la restriction des signaux aux instants d’échantillon-
nage, et si 'on cherche 4 savoir §'ils se déduisent par
une translation de la formen. AT, et une dilatation
quelconque, alors appliquer I'algorithme proposé
revient 4 travailler exactement avec la Transformée
de Fourier sur Z/N Z, ou encore pour le probléme de
départ, & considérer le groupe G=Z/NZ xR} et &
chercher quand deux fonctions sur G se déc?uisent
par une translation de G.
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Au contraire, sur la figure 3, on a tenu compte de la
structure cyclique de Z/N Z i.e. f* et g* s’obtiennent
I'un de 'autre par une translation en temps de Z/N Z.
On a alors les mémes invariants :

——NR LWL LR
suousucuouc

v 1o
[ [ 2 3 4 5 & temps
wrn? ftt) et a f(t-t,)
10 Inv @8
-]
[
4
2
o
-z i *10
] 1 2 2 L b &
Reltnv(f)),Re(inv(g))
wian
S _ITnv ca
Q
-s
-10
=13
-20
-235
-30
-35
e N 10
-] 1 2 3 4 5 6

Imtinv{f ), Imlinvi(gh

Fig. 3.
Schéma de principe d’une colonne A distiller.

Il est surtout important de remarquer que les inva-
riants associés a un signal ¥ dépendent continfiment
de \ (ceci provient essentiellement du fait que la
transformation de Fourier est continue grice au théo-
réme de Plancherel); le principal intérét de cette
remarque est que lorsque I'on aura affaire a des
signaux faiblement bruités dans le cadre de la détec-
tion de perturbations non mesurables, les invariants
du signal bruité restant proches de ceux du signal
isolé, on aura encore une bonne estimation de la
perturbation mise en jeu.

3. 5. UN EXEMPLE D’APPLICATION

On considére ici un dépropaniseur, c¢’est-a-dire un
procédé qui permet de séparer, par une distillation,
un mélange propane-butane,

Le schéma simplifié de la colonne est le suivant :

Le but du jeu est de détecter « au vu d’enregistrements
de certains signaux » Papparition de perturbations
non mesurables, susceptibles d’affecter le procédé et
d’en identifier la nature, Nous avons considéré seule-
ment deux perturbations et un signal régulé, observe,
qui seront précisés plus loin.

L’intérét d’utiliser une méthode d’invariants est le
suivant ;

On simule numériquement ou on provoque réellement
des situations ol des perturbations non mesurables
interviennent et 'on calcule les invariants associés
aux grandeurs f; (2), ..., fu(t) que Pon observe: &
chaque nature de perturbation correspond donc un
ensemble d’invariants que I’on stocke dans une bilio-
théque. Dans le cas réel, dés qu'une anomalie appa-
rait, on calcule les invariants des signaux
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condenseur

colonne & distiller

~

reflux  distillat {propane avec impuretés)

charge (mélange)

JEE—

i ‘> plateaux

Q bouilleur
L———» residu (butane avec impuretés)

f1 0, ..., fu(@) et les compare avec ceux des situa-
tions simulées, stockés dans la bibliothéque. Les inva-
riants les plus proches donneront la meilleure estima-
tion du type de perturbation 4 considérer.

Le signal observé est la température d’un des plateaux
(dit « plateau sensible) que 'on reléve au cours du
temps dans le cas de deux perturbations que nous
présentons 2 titre d’exemples :

80 _T03 Doa4

5¢

0 1 2z 3 [ 5 3
TO3IKFP=,25,XFP=. 24 ,RK=1300

Fig. 4.

(a) une perturbation sur la composition de la charge
intervient (sur la fraction molaire en propane Xgp);

(b) le coefficient d’échange thermique du bouilleur
est modifié (encrassement ou détérioration compléte
de I’échangeur).

On calcule dans ces différentes situations les inva-
riants associés au signal observé puis on les compare.
L’intérét de procéder ainsi est de faire des estimations
et des discriminations en présence de perturbations
non mesurables et non contrélables (la modification
du coefficient d’échange du bouilleur, due 4 un
encrassement par exemple, constitue une bonne illus-
tration de telles perturbations). Comme on le verra
dans certains cas, 'observation de la température
du plateau sensible suffit pour analyser le type de
perturbations auxquelles on a affaire, mais dans d’au-
tres situations, il sera nécessaire de disposer d’autres
informations et donc d’analyser des signaux supplé-
mentaires.
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La température du plateau sensible est régulée par un
régulateur PI, 'action étant le débit de reflux de la
colonne, La fenétre d’observation a une largeur de
64 secondes, nous échantillonnons les signaux avec
AT =1 seconde.
Sur la figure 4 sont tracées les courbes de température
pour des variations de :
C, : la charge xpp de 4%;
C, : la charge xpp de 8%;
C; : le coefficient d’échange du bouilleur de 18 %
De méme que précédemment, on trace les invariants
associés 4 chacune des caractéristiques (voir fig. 5).

2

10
25 IRV cea
20
15

4——an’.3

10

s

0 e $10
0 1 2 3 [ 5 6 7

INVARIANTS REELS
in

6 _‘INU o a

s B

v «{

3 | .
2 — 11,3
1

1

o -
-1 V %10
) 1 6 7

2 3 Y
INUARIANTS IHAGINAIRES

Fig. 5.

On observe que ces invariants permettent de bien
discriminer C, par rapport a (C,, C,) et que par
contre les invariants de C; sont trés proches de ceux
de C, : ceci illustre notre remarque sur la continuité
de ces invariants; notons que la courbe C; est trés
différente du couple (C,, C,) et que la discrimination
se fait sans peine : la seule observation de la tempéra-
ture du plateau sensible permet dans les trois situa-
tions (a), (b) et (c) de distinguer la nature des pertur-
bations intervenant.

Afin de mieux observer ces invariants, on les trace
ensuite en éliminant les valeurs extrémes de C, afin
de s’affranchir de I'écrasement de C,, C, di a ces
derniéres (voir fig. 6).

On observe que les invariants de C; et C, ont des
comportements trés voisins et trés différents de celui
de C,.

Dans ce cas de fonctionnement, on remarque que
I'analyse de la température du plateau sensible par
notre méthode permet de bien distinguer les cas de
perturbations de nature différente (modification de la
composition de la charge, modification du coefficient
d’échange du bouilleur) en particulier ici, les courbes
C, et C, sont relatives 4 des perturbations se dédui-
sant I'une de I'autre d’un simple facteur d’homothétie.
Dans le cas de fonctionnement suivant ( fig. 7) [mémes
perturbations sur la charge, mais variation plus faible
du coefficient d’échange (16 %)], on effectue les mémes
opérations que précédemment et I'on voit immédiate-
ment que notre méthode ne permet plus de faire
une distinction aussi nette entre deux perturbations

Traitement du Signal

175

d’origines différentes : la seule analyse de la tempéra-
ture du plateau sensible ne suffit plus pour discriminer
les différents types de perturbations affectant le pro-
cédé.

1.4 _ TNV Qaa
el \_ﬁ_’,ﬁfﬁ\ﬂ/
1.0 |
0.8 |
0.6
0.4 | )
0.2 | lnvr2\ el
0.0 | m~ Y a
L] 3 " 15 20 25 o 35
_; Invarients réels pour %ep 0Ly
20 _'MU Goa / lnvis
15 | ~——
10
5 ] Inv‘I \
=0 e S
-5 | & v < =
-10 | / T Invy2 T
-3

2 30 33

10 5 20 s
tnvariants imaginaires pour ¥ep BLT

Fig. 6.

Fig. 7.

En tracant les invariants de C}, C; et Cj (fig. 8), on
obtient le méme phénoméne d’écrasement que précé-
demment, dii aux valeurs extrémes élevées de ces
invariants.

»
x>
<

7 ooa
6
I
3 ‘ f.g
[ —0 ,
3 z
C’z 'S
2
C
! ! L
)
0 1 2 B ¥ 5 € — o
INVARTANTS REELS
et
6 _ 1NV, Roa
H , [}
" 4"[:3 =
3
7
2 €2 o U
7
1 t4
-0 - /e
R el

t — ¥ 10
Q 1 2 3 ¥ 5 & 7
THVUAR., IMAGIH.

Fig. 8.
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En les éliminant, on obtient les courbes de la figure 9
ou les invariants de C; et C; restent encore relative-
ment proches.

En effectuant la méme opération sur la figure 9, on
aboutit a la figure 10 ol au contraire Inv C} est plus
proche de Inv Cj que de Inv C5.

3.5 _
2.0
) 4
2,5 2o C3
2.9 ,
1.5 ] €3
1.0
7/
0.5 €y
0.0 — - A 71 |
2 3 4 5 6
Invariants réels
10
8 t
€3
[
q
2
-0 7
Ly
-2
v g
-& 1o
) 1 2 3 ] 5 3
Invariants imaginaires
Fig. 9.
10”2
7 . tav. oo a
& -
5
] Cs
] //‘
2] g
a,
z | '\\ /,/
1 \,W C'3
0 ——
0 5 To 15 20 25 D) 35
" THURRIANTS REELS
- /
5 _':Rv. =0 a E3
—°+ ’/ o
P I s 5 -
vo ] < C’x
-15 | v\ &
-20 |
-25 |
~30
L] 5 10 15 20 25 30 33

INURRIAHTS IHAGLNAIRES

Fig. 10.

Ce n’est que sur les valeurs extrémes des invariants
que Pon peut remarquer que Inv Ci est proche de
Inv CJ.

Dans les deux situations présentées, P'analyse ne se

une bonne analyse des situations dans lesquelles le
procédé se trouve et donc plus particuliérement lors-
que des perturbations non mesurables sont suscepti-
bles de affecter.

Conclusion

La partie 1 de cet article nous a permis de montrer
comment les techniques classiques de traitement
d’image peuvent 8tre interprétées en termes d’analyse
harmonique abstraite. Ceci nous a permis de dévelop-
per une technique de reconnaissance de formes par
une méthode d’invariants.

La partie 2 montre comment cette technique d’inva-
riants s’applique en traitement d’image, comment I'on
peut calculer les descripteurs de Fourier généralisés
d’une image considérée et quel est Pintérét qu’ils pré-
sentent par rapport aux descripteurs classiques.

Toutes les méthodes proposées ont été appliquées
dans la partie 3 a la détection de perturbations sur
un procédé réel. Cela nous a permis en particulier de
tester P’efficacité des outils présentés.

Manuscrit regu le 21 novembre 1988.
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Démonstration du théoréme (Gourd-Gauthier) KR W R SN 1¢ /]

— C; = C, (comme il est d’usage, on note % (g) par
}X, £2) VreG, VgeG avec Ci,

(7Q=ﬁ (A) (ot 80 > OU %, est le caractére de la classe
AeG, dou:
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XA

s
AyX oo xA,=A]x... XA\,

1700 1709
=1 k=1

=11 i) I F0. TT < 80> - T o0
= = = k=1
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or

m

H {fap&o? H <'X.xkago

=<Xx1x...xx,,ag0><x;~_'11x...xx;,,:go>
=<X).1><_,_x),"-X),—'llx...xl;":go>
=(1,80> =1
car Ay X ... xA,=A1x...xA, douC,=C,.
—CZ'—">C1
Soient :

Ay={reG/f W)#0}
G,= N Kery,

AeAr

(G est trivialement un sous-groupe fermé de G).

Remarquons tout d’abord que [ « descend sur
G/G », car avec la formule de Plancherel :

f(g)=f FO)<Cus g>dh,  VYgeG
G

=f F )<, gddr
Af

d’ou
VyeGy,
f(vg)=f F )< veddh
Ar
Soit :
f(vg)=J FO)< 8> <xa ¥ DA
Ar
or
<Y =1, VAeA,
donc
fyo=r@. VyeG,

f est donc constante sur les classes modulo G, et
définit un élément fe L2(G/G,).

La formule de Plancherel appliquée 4 f sur G/G,
donne :

j@)= F{xa8>dv

(G/Gy)

ou dv est la mesure de Haar sur G/G,. Or G/G/ est
Pannihilateur Ann(G,) de G, dans G, donc

}"(é)=f F )< xng D dr
Ann (Gjy)

Une vérification simple montre que :
Ann(G)=<(A;>
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ou (A, > désigne la fermeture du sous-groupe (A, )
engendre par A, donc :

J@=r@=| _JFM<{u.g>dr
CAp>
fet h vérifiant la condition C,, on a en particulier
| FOPP=EV  vVAeG

d’ot, avec f hel?(G), il existe @eL’(G) et
Im ¢ < [—m, 7] telle que :

J=e*Mh@)
et donc
VieA, e®®=fN/AN).

Prolongeons ¢ 4 (A, comme suit :
Sily,...,AEA,, on pose

g0 x. Xk _pley)  plely)

On vérifie facilement que e'®®1% - - - **) est indépen-

- dant de la décomposition A; x . . . XA,
En effet, si A, x... x4, =A]x...x\, les MeA,
alors :
H e
eiq)(llx...xl) i=1
E(h)
i=1
et
170
PLYCE R Mg o K1
ITAM
k=1
donc
H Fo TI700
L R S LI X T k=t

3

H Eow TTEOD
i=1 k=1

avec la condition C,, le membre de droite vaut 1 d’ou

PLICT I x,,):eupo.;x C XAy

[ étant réelle, si AeA, alors A7'eA; car
F(A"Y) = () donc el *@ D =pTieW,

e'® est par conséquent un homomorphisme de (A >
dans T.

— Soit f est nulle dg p. p., alors f=0d\ p.p. et
alors mes(A )=0: dans un tel cas, Vg,eG, on a
Fy= <Xx, go Y h(R).

— Soit f#0 donc f#0 par Plancherel, d’ou
mes (A ;) >0 (éventuellement = + o).
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Montrons que <A;> est localement compact:
VxeAj,onax ' A, c (A )eteex 1. AL

De plus, mes(x™'A;)=mes(A)>0 puisque la
mesure est invariante.

Soit donc xeA, G étant localement compact, e
admet dans G un voisinage compact V,. La mesure
de Haar étant réguliére, avec le critére de Lusin, il
existe un compact K de G, tel que
KeV,Nx 1A (V,Nx"' A, appartient évidem-
ment a la tribu borélienne de G). Il est trivial
d’affirmer que K est un compact de (A, >. Soit ye K.
Alors y~*.K est un compact de G contenant e. 1l est
donc fermé dans G et donc est localement compact :
e y admet donc un voisinage compact qui est aussi
dans (A, ).

Puisque ¢ ®cL°((), €® est élément de
L°({A,>):e'®est donc une représentation de dimen-
sion finie, mesurable de (A,) qui est localement
compact : ¢'® est un homomorphisme continu. Utili-
sant le théoréme (¢f. [7], I, p. 380, n° 24.12) qui
affirme que tout caractére d’un sous-groupe fermé
H d’'un groupe localement compact I' se prolonge
continliment & un caractére de I" et en prolongeant
e®* a (A,), on obtient finalement un caractére
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(continu) de G. La théorie de Pontrjagin nous donne
Pexistence d’un g, € G, tel que le prolongement obtenu
s’écrive :

MG (8o A =X 8o
On a donc :

VieA,
FO=EM) s &0

d’ou

f f(l)<xmg>d7»zf E(A) < 2 80 D < o 8 D dM
Ar

Ar

soit
ﬁ F )< g dr= ﬁ A <X 8og D dA
é é

c’est-a-dire :
f(@®=h(go8)

CQFD
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