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RÉSUMÉ
Le Filtre Adaptatif (FA) permet l'optimisation en temps réel d'un filtre linéaire en fonction des fluctuations de son
environnement . Il est à la base des techniques de modélisation en Traitement du Signal et s'applique au problème général de
la commande de processus en Automatique . Un filtre, linéaire en les entrées, devient non linéaire lorsqu'il est adaptatif . La
non-linéarité des équations du FA est à la base des problèmes de non-unicité des solutions, d'instabilité et de comportement
dynamique complexe que l'on rencontre dans les deux disciplines .
Le problème de stabilité est le plus crucial : c'est la stabilité au sens entrée bornée/sortie bornée qui intéresse le traiteur de
signal, alors que l'automaticien désire en plus des performances « asymptotiques » c'est-à-dire la convergence de la trajectoire
du FA vers celle du système vrai . Il apparaît cependant, que le FA peut mettre en évidence des problèmes mathématiquement
identiques en Traitement du Signal et en Automatique, bien que l'appréciation portée sur les résultats soit totalement
différente dans les deux contextes .
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SUMMAR Y
When a linear filter is faced with fluctuations of the environment, adaptive filtering (AF) is a means to achieve on-line
optimization. In Signal Processing it is a major technic for modeling. In the control field it is used for the general purpose
of process regulation. Eventhough filtering is a linear opération in terras of input signais, it becomes nonlinear when it is
made adaptive. The nonlinear nature of the AF equations is responsible for a number of difficulties such as instability,
nonuniqueness of the solution, its complex dynamical behaviour . . . which are encountered both in Signal Processing and in
Control.
The most crucial problem is stability . Typically in Signal Processing the relevant stability is bounded input/bounded output,
whereas in the Control field there is an additional requirement of asymptotic achievement, i . e., the AF trajectory reaches
the true system output. Despite the differences it is shown that AF raises identical mathematical problems in both discipines .
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Adaptive Filtering, identification, Signal Processing, Control, linear filter, recursive filter, output error approach, nonlinear recurrent equations,
staility, BIBO stability, bifurcation, chaos .
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ASPECTS NON LINÉAIRES DU FILTRAGE ADAPTATIF

Traitement du Signal

I. Introduction : similarités des contextes et
des problèmes

I . 1 . FILTRAGE ADAPTATIF [1]

L'opération filtrage adaptatif (FA) consiste à optimi-
ser un filtre en temps réel en fonction de son environ-
nement et à l'adapter lors de fluctuations de ce der-
nier .
L'aspect filtrage de ce problème consiste à calculer, à
partir des valeurs passées de l'entrée x n du filtre, une
sortie

(1)

	

Yn = HTXn,

e
(2) Xn - (xn, Xn 1, . . ., xn-N)

T
e

	

I
et

	

H = (ho, h l , . . ., hN)

qui est linéaire en les x 7 . Le filtre est transverse (resp .
récursif) lorsque N est fini (resp . infini) . Le vecteur
paramètre H du filtre est calculé de façon à minimiser
un critère J (H), le plus souvent quadratique par rap-
port à l'erreur d'estimation en

(3)

	

J (H) = E [en ],

où e n représente l'écart entre la sortie yn du filtre et
un signal de référence yn que l'on souhaite approcher

L'aspect adaptation du FA consiste à approcher le
vecteur H optimal pour J (H) à l'aide d'une suite de
vecteurs Hn qui change à chaque valeur du couple
(x n , yn) . L'évolution en est gouvernée par un algo-
rithme d'adaptation du type

( 5 )

	

Hn=Hn-1+µ0n ;

	

.t>O,

où µ est appelé pas d'adaptation. L'incrément An
dépend des signaux xn, y n, en , ainsi que de leur passé .
A l'instant n, la sortie du FA devient

(6)

	

Yn=Hn-1 X n,

selon le schéma de la figure 1 .
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Fig . 1 . - Filtrage adaptatif.

Remarquons dès à présent que le filtre est linéaire en
les entrées tant que ses paramètres sont fixes
[équation (1)] . Il devient non linéaire en les entrées
lorsque ses paramètres sont adaptatifs, par l'intermé-
diaire de H n_ 1 qui dépend des x n _ i d'après les
équations (1), (4) et (5) .

I . 2 . SIMILARITÉS DE CONTEXTE : IDENTIFICATION ADAP-
TIVE

Parmi les opérations effectuées en Traitement du
Signal, le filtrage linéaire est sans doute la plus
importante; elle est à l'origine des techniques de base
d'analyse du signal et de modélisation . Ainsi, pour
modéliser un signal, on identifie le filtre ayant généré
ce signal (exemple de l'annulation d'écho : identifica-
tion du chemin d'écho en transmission full-duplex du
signal téléphonique) . De même, la modélisation
inverse identifie l'inverse du filtre ayant généré le
signal (exemple de l'égalisation : identification de l'in-
verse du canal de transmission pour supprimer les
interférences inter-symboles en transmission des don-
nées). Les techniques de FA sont utilisées lorsque
l'identification s'effectue en temps réel.
En Automatique, le FA s'applique aux problèmes de
commande de processus, où il s'agit d'identifier le
système réel H à commander et où il faut ajuster à
tout instant la loi de commande en fonction du
modèle identifié (approche indirecte) [2] .
En Traitement du Signal ou en Automatique, on
est ainsi confronté au problème de l'identification



adaptative. L'identification adaptative est donc le cas
particulier du FA, où le signal de référence y„ est la
sortie éventuellement bruitée par un bruit additif En

non mesurable, d'un système vrai H supposé linéaire,
dont l'entrée x„ est également celle du FA (fig . 2)

fig. 2. - Identification adaptative.

Le but de l'identification adaptive est que la suite
des vecteurs H„ du filtre adaptatif converge vers le
paramètre H du système à identifier . Comme ceci est
difficile à atteindre, on se contente souvent d'exiger
que l'erreur de sortie e„ tende vers zéro.

I . 3. SIMILARITÉS DES PROBLÈMES : ASPECTS NON LINÉAI-
RES DU FA

Les problèmes fondamentaux rencontrés lors de
l'identification adaptative sont similaires, en Traite-
ment du Signal et en Automatique . Chacun de ces
problèmes est lié à un aspect non linéaire du filtrage
et de l'adaptation.
- Problème de non-unicité des solutions de
l'identification : Lorsque la sortie y du filtre à optimi-
ser n'est pas linéaire en les paramètres H, le critère
J (H) à minimiser n'est pas quadratique en H et il
peut présenter plusieurs minimums locaux. Il est alors
possible, lors de l'adaptation, que seul un minimum
local soit atteint . Ce problème n'est pas directement
lié à l'adaptation ; ce sont les caractéristiques entrée/
sortie du filtre qui engendreront ou non la non-linéa-
rité du système à résoudre en H et de là la possible
non-unicité des solutions .
- Problème de stabilité : il se pose de manière diffé-
rente pour les traiteurs de signaux et les automati-
ciens. C'est le caractère borné de la sortie du FA qui
intéresse les premiers (stabilité entrée bornée/sortie
bornée - BIBO -) . Pour les seconds, la stabilité est
aussi caractérisée par la déviation de la réponse du
FA, par rapport à la réponse idéale que l'on attend
du système vrai H. Ce sont encore les caractéristiques
entrée/sortie du filtre d'identification qui sont à la
base du problème de stabilité . Cependant, le choix de
l'algorithme d'adaptation est ici plus crucial . En effet,
de par l'adaptation, le filtre adaptatif est non linéaire
en les entrées ; cet effet conjugué à l'éventuelle non-
linéarité en les paramètres fait en sorte que seule une
approximation du gradient du critère est possible à
l'itération n de l'algorithme : cette approximation ne
garantit pas la stabilité du FA .
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- Problème de comportement qualitatif du système
même pour un ordre peu élevé, le FA peut présenter
une dynamique complexe, voire chaotique . L'algo-
rithme d'adaptation intervient ici de manière critique
le pas d'adaptation g qui gouverne la vitesse de varia-
tion, agit directement sur l'importance de la non-
linéarité du système [équation (5)] . Ce pas joue le
rôle d'un paramètre de bifurcation : un très faible
changement de µ peut induire un changement considé-
rable du comportement qualitatif du FA. La maîtrise
d'un FA passe nécessairement par la connaissance
d'un tel comportement .
A la similarité des problèmes de FA rencontrés, il
faut opposer la différence des points de vue. Ainsi en
Traitement du Signal, la contrainte complexité des
calculs est primordiale car les applications se dérou-
lent essentiellement dans un temps réel très contrai-
gnant. En revanche, c'est l'exigence d'optimalité qui
prime en Automatique sur la complexité des calculs .
Cette situation a mené les traiteurs de signaux à se
pencher davantage sur l'étude des algorithmes
d'adaptation : algorithme du signe, algorithmes rapi-
des, étude du compromis vitesse d'adaptation/fluctua-
tions pour la poursuite de non-stationnarités . . . Les
automaticiens quant à eux se sont davantage penchés
sur l'étude des performances du FA : qualité de l'esti-
mation y,, en présence de perturbations bornées s„, en
l'absence de persistance des excitations, en présence
de dynamiques négligées ou variables dans le temps
pour le système réel H . . . Remarquons que les algo-
rithmes développés en ce sens par les automaticiens
ne conviennent pas souvent en Traitement du Signal
les algorithmes à pas décroissant interdisent la
poursuite de non-stationnarités, les algorithmes utili-
sant l'erreur a posteriori ne peuvent être implantés en
temps réel, les algorithmes utilisant l'erreur normali-
sée sont trop complexes numériquement . . .

II. Non-linéarité due à la structure et non-
unicité des solutions de l'identification

Le problème de non-unicité des solutions peut être
considéré indépendament de l'adaptation . Estimer les
paramètres H du filtre pour identifier le modèle géné-
rant la référence y,,, c'est rechercher les minimums de
la surface d'erreur J (H) . Le problème de non-unicité
des paramètres du filtre optimal est lié à la présence
de minimums locaux de cette surface. Une adaptation
basée sur des équations qui expriment la nullité du
gradient de la surface d'erreur pourra conduire égale-
ment à un minimum local .
Si la surface d'erreur est quadratique en les paramè-
tres, ou de façon équivalente si l'estimée y„ (et donc
l'erreur d'estimation e„) est linéaire en les paramètres,
cette surface ne possède pas de minimums locaux . En
revanche, si l'erreur d'estimation n'est plus linéaire en
les paramètres, l'existence de minimums (maximums)
locaux est possible .
Ce sont ici les caractéristiques entrée/sortie du filtre
d'identification qui vont permettre de conclure quant
à l'unicité du filtre optimal au sens de la minimisation
du critère . Ces caractéristiques diffèrent suivant que
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xn =vn

l'on se place du point de vue Traitement du Signal,
où le problème se pose en terme de structure trans-
verse ou récursive du filtre, ou du point de vue Auto-
matique où le problème se pose en terme d'erreur
d'équation ou d'erreur de sortie .

11 .1 . IDENTIFICATION TRANSVERSE OU RÉCURSIVE EN
TRAITEMENT DU SIGNAL

En Traitement du Signal, les signaux sont supposés
d'emblée aléatoires c'est-à-dire que le bruit £n pertur-
bateur est toujours pris en compte dans l'analyse .
L'entrée x n du système, traditionnellement notée w n
car elle est blanche (white) génère le signal de sortie
connu yn . Nous supposerons que la sortie yn est
décrite par le modèle ARMA

(7)

	

yn -ÂT Y n+BTWn +Wn
A (y,,

yn-p)
T

' A
= (

	

T
Wn - \wn-1,

	

., Wn-q)

[les vecteurs (8) correspondent aux signaux passés] .
L'identification du système générant le signal yn peut
se faire classiquement par prédiction . Le filtre prédic-
teur délivre une estimation yn de yn à partir des
signaux passés. Différents cas se présentent suivant la
structure transverse ou récursive du filtre de prédic-
tion et suivant la connaissance que l'on a des signaux .
Ceci sera discuté à l'aide de la figure 3 où T représente
le retard d'un échantillon.

II . 1 . 1 . Structure de type transverse
Le prédicteur transverse est le plus communément
utilisé en Traitement du Signal; son intérêt réside dans
sa simplicité. L'entrée Wn du système est inconnue,
seulement sa sortie yn est connue . Ceci est traduit par
le commutateur en position (2) sur la figure 3 . C'est
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Fig . 3 . - Identification par prédiction récursive ou transverse
en Traitement du Signal .
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yn

yn

la situation en présence de signaux réels contrairement
au cas des simulations (voir plus loin) . L'estimation
yn délivrée par le filtre prédicteur se base sur les
valeurs passées de yn selon

yn - AT Yn,

et l'erreur de prédiction vaut

(10)

	

en =yn-ATY n .

Ceci correspond à B=0 sur la figure 3 . Dans cette
formulation on ne tient pas compte de la structure
du système réel ; c'est là son avantage qui explique la
fréquence de son emploi en Traitement du Signal . En
particulier, il n'est même pas nécessaire de connaître
les ordres de A et B . Remarquons que si B=0 et si
l'ordre de A est au moins égal à celui de A alors le
prédicteur optimal délivre en = wn et A = A [3] .
Les équations (9) et (10) sont linéaires en le paramètre
inconnu, ici H =A . Le critère J (A) est donc quadrati-
que en A et le minimum est unique lorsque la matrice
de covariance du vecteur Y,, est inversible. Le système
à résoudre pour trouver A correspond aux classiques
équations de Yule-Walker qui nécessitent la
connaissance de la fonction d'autocorrélation du
signal y,, de référence jusqu'à l'ordre p du filtre et
pour lesquelles de nombreuses méthodes de résolution
sont connues [3] .

II . 1 . 2 . Structure de type récursif

L'intérêt pour les filtres de structure récursive est
récent en Traitement du Signal. Leur utilisation est
attrayante en temps réel car un filtre récursif possé-
dant un nombre réduit de paramètres peut avoir des
performances semblables à celles d'un filtre de struc-
ture transverse ayant de très nombreux paramètres .
Mais l'écriture de yn n'est pas immédiate ; lorsque le



filtre prédicteur réalise une parfaite estimation du
système à identifier A= Â, B=B et yn =y,,, il est clair
que l'erreur d'estimation e n et le bruit générateur wn
sont identiques. En l'absence de la connaissance de
wn généralement non mesurable, on se sert de cette
propriété pour remplacer w n par en dans le modèle (7) .
Pour prédiction de yn ceci fournit la valeur

(11) yn =A T Yn +BT En =(A+B)T Yn -BT Yn ,

dans cette équation En et Y n sont les vecteurs des
échantillons passés comme dans (8)._ Le filtre est donc
récursif. Il est clair dans (11) que yn est non linéaire
en A et B, car lorsque ces paramètres varient, Y n
varie aussi . L'erreur de prédiction est donnée par

(12)

	

e,,=y,,-ATYn-BTE,.

La non-linéarité vis-à-vis des paramètres A et B com-
plique considérablement l'analyse . Par exemple, la
recherche des paramètres optimaux nécessite en géné-
ral la connaissance de l'ensemble de la fonction d'au-
tocorrélation de yn (et pas seulement jusqu'à
l'ordre p) . De plus, la solution n'est pas unique en
général . L'unicité de la solution est liée à la
connaissance des ordres du système vrai Â et B .

II . 1 . 3. Autre cas d'identification par prédiction trans-
verse
Pour vérifier le bien-fondé de ces méthodes de prédic-
tion, préalablement à leur application sur des signaux
réels enregistrés, le traiteur de signal vérifie la qualité
de ces méthodes sur des cas de simulation . Pour cela,
il génère lui-même son propre signal y n à partir d'une
entrée wn qu'il connaît pour l'avoir générée . Il faut
vérifier que A et B identifient correctement Â et B .
Ceci s'interprète sur la figure 3 en plaçant le commu-
tateur en position (1) . Les entrées W n du passé et la
sortie yn du système sont connues . Il y a alors une
solution unique au problème de l'identification car
l'erreur de prédiction

(13)

	

en=Yn -AT Yn -BTWn,

est linéaire en A et B . Conceptuellement ce problème
bien que n'étant pas strictement de la prédiction trans-
verse lui est identique ; il suffit d'augmenter la taille
des vecteurs sonsidérés A et Y n dans l'équation (10)
pour rendre compte des paramètres A, B et des obser-
vations Yn, Wn .

II .2. ERREUR D'ÉQUATION ET ERREUR DE SORTIE EN
AUTOMATIQUE

En Automatique, on a affaire à un système naturelle-
ment récursif car la commande u n qui est réinjectée à
l'entrée du système à identifier s'élabore à partir de
la connaissance de l'erreur d'estimation . Ici,
l'entrée x n du système traditionnellement appelée un
est connue . (Nous avons vu qu'elle est généralement
non mesurable en Traitement du Signal .)
Le problème de non-unicité des solutions ne se pose
pas comme en Traitement du Signal en termes de
structure, mais suivant que l'on néglige ou non la
présence d'un bruit perturbateur En sur la sortie du
système, lors de l'identification .
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Des systèmes non perturbés ont tout d'abord été
considérés; la prise en compte d'une perturbation En
non mesurable a constitué un deuxième degré de
difficulté en identification . On écrit ainsi que la réfé-
rence yn est générée de la manière suivante

Yn = AT Yn+BT Un+En ;
T_ A (un-1, . . . , Un -q)

DeuxDeux stratégies sont possibles pour l'identification des
paramètres A et B selon que l'on prend en compte ou
non l'existence du bruit perturbateur En. La première
conduit à une formulation dite de l'erreur d'équation
tandis que la seconde conduit à une formulation dite
de l'erreur de sortie [4] . Ces différents cas seront dis-
cutés à l'aide de la figure 4 .

II . 2 . 1 . Formulation de l'erreur d'équation
L'estimation y„ délivrée par le filtre utilise le passé de
yn selon

( 15 )

	

yn=ATYn + BT Un .

On utilise y n dans le filtre bien que ce soit la sortie
bruitée du système, ce qui signifie que l'on néglige le
bruit perturbateur En. Ceci est décrit sur la figure 4
par l'interrupteur en position (1) . Alors, l'erreur
d'estimation est donnée par

(16)

	

en=y,,-AT Yn -BTUn .

Cette équation est linéaire en A et B . La solution
obtenue est unique, comme en Traitement du Signal
dans l'identification par filtre prédicteur transverse
[équation (13)] traité dans le paragraphe II . 1 .3 lors-
que l'interrupteur est en position (1) : mathématique-
ment, c'est le même problème .

II . 2 . 2 . Formulation de l'erreur de sortie
On pense améliorer l'identification des paramètres du
modèle en remplaçant dans l'estimation de yn, Yn par
son estimation Yn (qui est, on l'espère, proche de in
la sortie non bruitée du système vrai) . En effet, sous
réserve que l'ordre du filtre soit bien celui du système,
si (A, B) est proche de (Â, B) l'estimation y,, sera
proche du signal yn non bruité et réciproquement .
Ceci est décrit sur la figure 4 par le commutateur
en position (2) . On a alors, toujours avec la même
convention vectorielle

(17)

	

Yn=AT Yn+BT Un,
(18) en =yn -AT Yn -BTU n

=y n -ATYn -BTUn+ AT En .

Tout comme en Traitement du Signal pour le prédic-
teur récursif [cf. équation (12)], l'erreur n'est plus
linéaire en A et B à cause du terme A T En. La solution
de l'identification n'est plus nécessairement unique .
Mathématiquement c'est le même problème qu'en
11.1 .2.
L'identification par prédiction transverse en Traite-
ment du Signal ou selon une formulation de l'erreur
d'équation en Automatique n'est qu'une première
approche du problème d'identification d'un processus
ou d'un système . Dans le premier cas on ne tient pas

volume 6 - n° 2 - 1989



xn =un

N

M

A

compte de la structure réelle du processus à identifier,
et dans le second cas également, on occulte la présence
d'un bruit perturbateur à la sortie du système. Dans
les deux contextes il y a unicité des solutions de
l'identification, grâce à la simplification du problème
réel.
La deuxième approche de l'identification, si elle est
plus réaliste, car le modèle tient compte des caractéris-
tiques réelles du système, pose cependant le problème
de non-unicité des solutions . C'est le caractère non
mesurable de w, bruit générateur à l'entrée du proces-
sus à identifier, qui conduit à une identification par
prédiction récursive en Traitement du Signal. En
Automatique, c'est encore le caractère non mesurable
de c,,, bruit perturbateur à la sortie du système à
identifier qui conduit à une identification par formula-
tion de l'erreur de sortie .
En Automatique comme en Traitement du Signal, on
est confronté mathématiquement, aux mêmes problè-
mes de non-unicité des solutions de l'identification .

III. Non-linéarité due à l'adaptation et pro-
blème de stabilité

III . 1 . PROBLÈME DE STABILITÉ

Jusqu'à présent, le problème de stabilité du FA a été
essentiellement abordé par les automaticiens [5] . Ce
problème s'est posé dès l'origine puisque le but pre-
mier de la commande est de stabiliser un système
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yn

Fig. 4. - Identification selon une formulation d'erreur d'équation ou d'erreur de sortie en Automatique .

initialement instable en boucle ouverte . Ainsi, si l'on
suppose que ce système à paramètres fixes est décrit
par des équations linéaires (en les entrées), lorsque
tous les pôles de la fonction de transfert du système
sont à l'intérieur du cercle unité, le modèle génère
une sortie bornée pour toute entrée bornée ; c'est ce
que l'on appelle la stabilité au sens des filtres linéaires .
Si au contraire, l'un des pôles se trouve à l'extérieur
du cercle unité, le modèle génère une sortie non bor-
née. Cette instabilité doit être corrigée par le système
bouclé. A ce type d'instabilité BIBO (entrée bornée/
sortie non bornée) liée à la position des pôles du
système en boucle ouverte, s'ajoute un autre problème
de stabilité lié à la performance de la commande,
lorsque le filtre devient adaptatif. Une déviation
asymptotique non nulle de la réponse du FA identi-
fiant le système par rapport à la réponse idéale que
l'on attend de ce système est considérée comme une
instabilité par les automaticiens .
La raison pour laquelle il existe peu de résultats sur
la stabilité des FA en Traitement du Signal, c'est que
les FA considérés, sont longtemps restés transverses .
Or ceux-ci sont toujours stables, au sens entrée bor-
née/sortie bornée à la condition que le pas d'adapta-
tion ne dépasse pas une valeur critique [6]. Comme il
a été dit, l'intérêt pour les FA récursifs est récent ; or
l'adaptation ne garantit pas que les pôles restent à
l'intérieur du cercle unité au cours de leur évolution .
Donc ce sont eux qui posent le vrai problème de
stabilité BIBO. Notons que cette dernière doit décou-
ler nécessairement d'une minimisation correcte du cri-
tère J (H) . Le problème de stabilité au sens de la



déviation : réponse du FA/réponse idéale, n'intéresse
pas beaucoup les traiteurs de signaux, puisqu'ils n'ont
pas de modèle pour le système vrai qui génère le
signal.
Sous la condition que les pôles du FA demeurent à
l'intérieur du cercle unité, les techniques d'analyse de
stabilité développées en Automatique permettent de
conclure sous certaines conditions, à la convergence
ou à la non-convergence de la sortie du FA vers
celle du système réel . Cette stabilité asymptotique
correspond bien à la finalité recherchée .
En Traitement du Signal, indépendemment du pro-
blème d'analyse de la stabilité, se sont développées
au contraire, des techniques d'analyse locale, non
asymptotiques . En effet, les traiteurs de signaux sont
davantage préoccupés que les automaticiens par le
comportement fin (en temps) de leur système .
Malgré ces différences d'approche, il existe un point
de convergence majeur : qu'il s'agisse de techniques
locales ou asymptotiques, traiteurs de signaux et auto-
maticiens font l'hypothèse d'une adaptation lente.
Cette façon de faire permet en quelque sorte de
contourner la difficulté due à la non-linéarité du FA .
Dans ce qui suit, deux exemples sont présentés . Le
premier est typiquement Traitement du Signal, il s'agit
du comportement des prédicteurs récursifs adaptatifs
en présence de signaux qui mettent le filtre optimal à
la limite de la stabilité [7]. L'erreur de prédiction
présente des « bouffées » qui s'expliquent par de brè-
ves incursions des pôles à l'extérieur du cercle unité .
Elles sont permises par le caractère auto-stabilisant
de l'algorithme d'adaptation qui conserve la stabilité
BIBO. Le second exemple est tiré d'un problème
d'Automatique (régulation) . Les conditions des théo-
rèmes de convergence asymptotique sont mises en
défaut, et l'on ne peut conclure qu'à une stabilité au
sens BIBO. Les problèmes de stabilité des automati-
ciens et des traiteurs de signaux se rejoignent alors et
l'on peut montrer de surcroît que les équations régis-
sant le système sont équivalentes aux équations du
prédicteur récursif précédent. Mais en commande,
le comportement de la sortie du modèle est jugé
insatisfaisant car la présence de « bouffées » est indé-
sirable.

III . 2 . PRÉDICTION RÉCURSIVE ET AUTOSTABILISATION

Considérons un prédicteur comportant une, partie
transverse et une partie récursive ; il génère l'erreur de
prédiction [équation (12)] et sa fonction de transfert
possède des pôles. Lorsque le prédicteur devient adap-
tatif, il n'est pas garanti que ces pôles resteront tou-
jours à l'intérieur du cercle unité . En' fait, la théorie
de la stabilité des filtres linéaires est ici sans objet,
puisque le système n'est plus linéaire . En outre, si
l'adaptation est correcte, c'est-à-dire si le gradient du
critère est bien approché, même lorsque les pôles
sortent du cercle unité, l'algorithme doit réaliser une
contre-réaction pour les obliger à réintégrer le cercle
unité, afin d'assurer la bornitude de la sortie indispen-
sable à une faible erreur d'estimation .
Or, dans le cas des FA récursifs, on ne peut réaliser
qu'une approximation duu gradient [8] . Pour les filtres
transverses (B=0), le problème ne se pose pas ; le
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gradient de l'erreur est V A en = -Yn. Il s'obtient sans
calcul à partir de l'entrée du filtre et il est indépendant
du paramètre A (fixe ou évolutif) . En revanche, pour
un filtre par exemple purement récursif (A = 0),

(19)

	

OB en = -Én ~é - En ,

où én est la version filtrée de e n par la partie récursive
du prédicteur [4]

(20)

	

en=en-BT n

et où la notation vectorielle indique le passé . Ainsi le
gradient n'est pas directement une grandeur d'entrée
(ou de sortie) du filtre. Pour le calculer il faut connaî-
tre B . Lorsque le filtre devient évolutif, l'adaptation
selon le gradient de E (en') doit réaliser

(21) Bn+1 = Bn - II[en1Ben]B f = Bn+IL[enÉn]Bf.

Puisque le lien entre e n et én dépend de B, seule
une approximation du gradient peut être effectuée
au point B n. Parmi les approximations usuelles en
Traitement du Signal, citons celle qui au cours des
itérations réalise

(22)

	

[en "n]Bn =A ~eOB n Èn>

où les composantes de Én qui correspondent aux
valeurs passées ék , k < n, ne sont pas réactualisées
pour la valeur B n , mais sont celles fournies par (20)
avec n = k et B = Bk _ 1 . Citons également l'approxima-
tion qui réalise

e a-(23)

	

[en En]Bn = 4B - en En,

où le filtrage de l'erreur n'est pas effectué.
Tant que les pôles du prédicteur se trouvent à l'inté-
rieur du cercle unité (c'est-à-dire tant que le problème
de stabilité ne se pose pas), ces approximations sont
d'autant plus vraies que l'adaptation est plus lente et
la première approximation est meilleure que la
seconde. Cependant, lorsque les pôles du filtre opti-
mal sont proches du cercle unité, par exemple en
présence de signaux à bande étroite [9], c'est la pre-
mière approximation qui est mise en défaut . En effet,
considérons une référence yn sinusoïdale ; lorsque
l'adaptation est lente, le FA reste linéaire localement
(en temps) et la sortie e n du prédicteur ainsi que én
sont encore des sinusoïdes à la même fréquence que
l'entrée. Les quantités (22) et (23) ont donc en
moyenne une valeur' constante . Les paramètres du
prédicteur dérivent selon une direction privilégiée : ils
sortent nécessairement du domaine de stabilité au
sens des filtres linéaires . Alors, même localement, le
FA n'est plus linéaire . Dans ce cas, selon la première
approximation, le FA devient instable au sens BIBO
(sortie non bornée [8]) . Selon la seconde approxima-
tion, l'algorithme utilise à profit l'erreur générée par
le prédicteur, dite non linéaire, d'amplitude exponen-
tiellement croissante et à la fréquence du pôle instable,
pour réaliser la contre-réaction qui permettra à ce
pôle de réintégrer le cercle unité : c'est ce que l'on
nomme un algorithme autostabilisant [7] . Les pôles
du FA oscillent autour des pôles du filtre optimal
donc ici autour du cercle unité ; leur sortie quasi
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périodique du cercle unité se traduit par des bouffées
sur l'erreur de prédiction . Ceci est illustré sur la
figure 5 où l'on considère un prédicteur récursif

e ;,
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4000

	

6000

	

8000 10000

Fig. 5. - Prédicteur récursif d'ordre 1 et autostabilisation .

d'ordre 1 avec une adaptation selon (23) ; l'entrée est
sinusoïdale yn =sin(nn/8) et l'unique pôle réel oscille
autour de - 1. Les équations régissant le système sont

(24)

	

en =Yn- bn-1 en-1

(25)

	

bn=bn-1+µenen-1'

111 .3 . RÉGULATION ADAPTATIVE ET COMPORTEMENT NON
SATISFAISANT

L'exemple qui suit [10] met particulièrement bien en
évidence les similitudes des aspects non linéaires du
FA en Traitement du Signal et en Automatique et la
différence des points de vue.
Dans le but de réguler à zéro la sortie yn d'un système
vrai (inconnu)

(26)

	

yn = ayn-1+un-1+d

où d est une petite perturbation constante, on utilise
le régulateur de type « dead-beat »

(27) Un-l = On-lYn-1

dans lequel l'adaptation est choisie selon

(28)

	

On= On-1 .+YnYn-1/(l+Yn-1) .

Praly a montré que la solution du système (26)-(28)
est bornée (stabilité BIBO) . Mais cette solution n'est
pas satisfaisante (cf . fig. 6, d=0,1) en commande
adaptative, car elle présente justement ces bouffées
indésirables décrites dans le cas d'un prédicteur
récursif.
Par le changement de variables

(29)

	

b n=e n-a,

	

en -ynld,

	

11=d2,
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Fig. 6. - Régulation adaptative et comportement non satisfaisant.

on montre immédiatement que le système (26)-(28) est
équivalent au système (24)-(25) décrivant le prédicteur
récursif adaptatif d'ordre 1 précédent, c'est-à-dire

(30)

	

en = l - bn-1 en-v

prédicteur dont l'entrée est la constante 1 (sinusoïde
à la fréquence nulle) pourvu que le pas d'adaptation
µ soit normalisé (divisé par 1 + µ e'- 1 ) selon

(31)

	

bn=bn-1+µmen-1 /( 1 +µen-l)

Sur cet exemple il apparaît que le FA peut faire
surgir des problèmes mathématiquement identiques en
Traitement du Signal et en Automatique bien que
l'appréciation portée sur les résultats soit totalement
différente dans ces deux contextes : le résultat est
acceptable dans le premier contexte (stabilité BIBO)
et inacceptable dans le second contexte (instabilité au
sens asymptotique) .

IV. Non-linéarité due à l'adaptation et com-
portement qualitatif du filtre adaptatif

Dans tout ce qui précède, en Traitement du Signal
ou en Automatique, l'étude du comportement du FA
a été envisagée pour une adaptation lente. Lorsque
l'adaptation devient rapide, la non-linéarité du sys-
tème est accentuée et l'analyse du comportement se
complique considérablement. L'approche consiste
alors à plonger le problème de l'identification adap-
tive dans le cadre plus général des systèmes non
linéaires ; le contexte adaptation est alors oublié .
Le système adaptatif est considéré comme un système
d'équations récurrentes non linéaires dont l'étude se
fait par les techniques générales d'analyse des systè-
mes récurrents [11] . Elles permettent de mettre en
évidence dans des cas algébriquement simples, pour
des variations d'un paramètre de bifurcation, des cas-
cades de divisions de fréquence pouvant mener au
chaos. Cependant une telle méthode reste limitée aux
systèmes d'ordre peu élevé, pour lesquels les signaux
restent déterministes .
Deux exemples similaires récents en Traitement du
Signal [12] et en Automatique [13] ont permis de
déceler une telle complexité de comportements .
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IV . 1 . PRÉDICTEUR RÉCURSIF ET CHAOS

Considérons le prédicteur récursif d'ordre 1 adaptatif
d'entrée sinusoïdale étudié précédemment [équations
(24), (25)] . Il s'agit d'un système récurrent non linéaire
non autonome du deuxième ordre ; son analyse est
difficile, car seul le comportement de quelques autres
systèmes récurrents autonomes d'ordre 2 est connu .
La transformation T qui décrit le prédicteur
(en 1 , b n)=T(en, b n _ 1 ) est un endomorphisme
(inverse non unique) ce qui complique encore considé-
rablement l'analyse.
Dans un tel système, la vitesse d'adaptation t joue le
rôle d'un paramètre de bifurcation . Pour une entrée
sinusoïdale [dans l'exemple présenté y, = sin (n n/8)] les
variations de t font apparaître des cascades de divi-
sions de fréquence pouvant mener au chaos. La
figure 7 illustre la présence d'un attracteur étrange
dans le plan de phase des (en, bn - 1 ) pour g=0,8 .

1 .6

-1 .6

(32)

-0 .6

	

1 .

Fig. 7. - Prédicteur récursif adaptatif et chaos .

IV . 2 . RÉGULATION ADAPTATIVE ET CHAOS

On considère le système vrai du second ordre [13], en
l'absence de bruit e n

Yn = bYn-1+aYn-2+un-1,

identifié par un filtre du premier ordre

(33)

	

;n - bn-1 Yn-1+un-1 •

Le but de la commande adaptative est encore de
réguler la sortie du modèle à 0 : on choisit un = -bnyn .
L'adaptation se fait suivant l'algorithme des moindres
carrés normalisés

(34)

	

bn = bn-l+Yn-lYn/(c+Y,2,-1),

où c est une petite constante positive empêchant la
division par zéro. Bien que similaire de prime abord,
l'étude de chacun des systèmes prédicteur et régula-
teur adaptatifs conduit à des degrés différents de
difficulté dans l'analyse . En effet, dans le deuxième
cas, la transformation récurrente

T : (Yn+v bn+1)=T(Yn, bn)

2-1
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est un difféomorphisme (inverse unique) : l'unicité de
l'inverse est donc une difficulté supprimée . Pour la
valeur zéro de c il y a apparition d'un attracteur
étrange. La figure 8 illustre ceci à l'aide des variables
bornées

JCn

	

Yn-1/Yn-2

	

Zn=	 Yn/Yn-1

1+ I Y.- 1/Yn - 2 I

	

1+ l yn/Yn- 1

Sur ces exemples il apparaît que le FA fait surgir
des problèmes de comportement qualitatif des filtres
similaires en Traitement du Signal et en Automatique .
C'est la vitesse d'adaptation qui joue le rôle de para-
mètre de bifurcation, et pour une adaptation rapide
on montre dans chacun des deux contextes la nécessité
d'étudier le comportement des équations récurrentes
non linéaires régissant le FA .
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Fig. 8. - Régulation adaptative et chaos .

Conclusion

Au cours du temps les différences de constitution des
systèmes d'identification adaptative utilisés en Traite-
ment du Signal et en Automatique finissent par
s'estomper : les traiteurs de signaux utilisent des filtres
de structure récursive tandis que les automaticiens
en commande adaptative considèrent des systèmes
perturbés . De ce fait les problèmes rencontrés lors de
l'utilisation de FA et les méthodes d'analyse de ces
filtres finissent par se rejoindre. Ainsi, dans chacun
des deux contextes on rencontre des problèmes de
non-unicité des solutions de l'identification, des pro-
blèmes de stabilité et de comportement qualitatif des
FA. Ces problèmes sont liés aux aspects non linéaires
du FA : l'adaptation entraîne une non-linéarité en les
entrées tandis que le filtrage entraîne une non-linéarité
en les paramètres .
Il apparaît que les problèmes de FA peuvent conduire
à des problèmes mathématiquement identiques en
Traitement du Signal et en Automatique. Cependant,
les critères d'appréciation du résultat diffèrent selon
les deux contextes, en particulier en ce qui concerne
la notion fondamentale de stabilité .
En Traitement du Signal se sont développées des
techniques locales permettant d'analyser le comporte-

1
h



ment fin des FA ; en Automatique, l'analyse des systè-
mes se fait par des techniques asymptotiques. Ces
deux méthodes sont complémentaires, chacune d'elle
correspond à une façon d'aborder les non-linéarités .
Toutes deux font l'hypothèse d'une adaptation lente,
et toutes deux deviennent insuffisantes dans le cas
d'une adaptation rapide. Ce sont alors les techniques
plus générales d'analyse des systèmes récurrents non
linéaires qui s'imposent avec la même nécessité dans
les deux contextes .

Manuscrit reçu le 17 janvier 1989 .
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