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RÉSUMÉ
Pour appliquer les méthodes usuelles de traitement d'antenne, il est fondamental de connaître la forme géométrique de
l'antenne et la position des capteurs . Ce papier traite du problème d'une antenne flexible dont la forme peut varier au cours
du temps ; ceci arrive, par exemple, en acoustique sous-marine à cause du mouvement du bateau qui tracte l'antenne . On se
propose d'estimer à chaque instant les paramètres décrivant la position des capteurs et la forme géométrique de l'antenne
par une méthode de poursuite (filtrage adaptatif en situation non stationnaire) utilisant un signal auxiliaire de référence .
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SUMMARY

It is crucial in array processing methods to know the array geometry . This paper deals with array processing using a flexible
antenna whose shape is time-varying. Our purpose is to improve the techniques of beamforming and source-bearing estimation
by estimating the array shape in real time . The original contribution of this paper is the use of the capability of the LMS
algorithm in adapting to a nonstationary environment in association with the knowledge of a pilot signal . Limitations concerning
the variations that can be tracked are established, and performance gains on beamforming and source-bearing estimation
techniques are shown .
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I. Introduction

Deux propriétés essentielles caractérisent le traitement
adaptatif du signal : d'abord il permet l'optimisation
d'un système et son adaptation à l'environnement
sans intervention extérieure, ensuite il assure cette
optimisation en présence de fluctuations de l'environ-
nement au cours du temps. C'est cette deuxième pro-
priété que l'on va essayer d'appliquer au traitement
spatial avec une antenne se déformant au cours du
temps.
L'influence des fluctuations de l'environnement sur
les performances d'un traitement adaptatif utilisant
l'algorithme du gradient stochastique ou LMS (least
mean square) a déjà été considérée [1-4] dans le cas
de l'identification adaptative d'un système inconnu
variant dans le temps et en particulier en annulation
d'écho adaptative . Le pas d'incrémentation t de l'al-
gorithme, qui gouverne la vitesse d'adaptation, joue
un rôle prépondérant. L'analyse montre que les fluc-
tuations du vecteur d'erreur entre le système adaptatif
et le système optimal se décomposent en deux termes,
un terme appelé bruit de l'algorithme, dû au caractère
stochastique de l'algorithme du gradient et qui croît
avec le pas d'incrémentation, et un terme appelé
retard dû aux variations dans le temps du système
optimal et qui décroît lorsque le pas d'incrémentation
croît. On comprend donc qu'il existe une valeur opti-
male du pas d'incrémentation de l'algorithme adapta-
tif qui réalise un compromis entre la finesse de conver-
gence et la vitesse de poursuite de l'algorithme LMS .
En ce qui concerne le traitement adaptatif d'antennes,
les seules études qui ont été faites dans le cas d'un
environnement non stationnaire ne considèrent que
des fluctuations du champ de bruit et
d'interférences [5] et non celles de la forme géométri-
que de l'antenne. En effet, dans les problèmes de
localisation de sources et de formation de voies toutes
les méthodes [6, 7] font appel à un modèle de propa-
gation des signaux faisant intervenir la forme de l'an-
tenne. Dans le cas où celle-ci se déforme au cours
du temps, il faut donc estimer à chaque instant les
paramètres géométriques qui la décrivent. C'est
pourquoi nous envisageons une méthode adaptative
pour l'estimation de la forme de l'antenne . Pour cela
on considère l'algorithme LMS de Widrow [8] qui
utilise le critère de l'erreur quadratique moyenne
(eqm) minimale par rapport à un signal de référence
dont la valeur exacte est connue à chaque instant .
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Nous supposons que le système comporte à son entrée
un même filtrage passe-bande sur tous les capteurs,
de pulsation centrale cn connue . Les signaux ainsi
traités sont tous à bande étroite et, à chaque instant,
l'échantillon temporel du signal de référence est dispo-
nible. Il est alors connu [8] que le vecteur poids opti-
mal défini à la pulsation centrale co de la bande
passante, est solution de l'équation de Wiener-Hopf
associée à ce critère et s'écrit

(1)

	

Wopt =aRz ' D,

où Rx est la matrice des covariances croisées des
signaux reçus sur les capteurs constituant l'antenne,
D le vecteur directionnel (ou vecteur source) caractéri-
sant le modèle de propagation à la pulsation centrale
w, et a un coefficient de proportionnalité . R,, et D
sont supposés pratiquement constants dans la bande
4w. L'avantage de l'algorithme LMS de Widrow est
de ne pas exiger de connaissances a priori de D ; de
plus, il permet d'identifier D en estimant de manière
adaptative W0 ,, et en écrivant d'après (1)

(2)

	

D=p1 W

où f), fR, W sont des estimations respectives de D,
Rx et Wopt , et (3 un coefficient multiplicatif . Ainsi à
l'aide de l'algorithme LMS donnant une estimation
W de Wopt, et d'une estimation itérative de la matrice
de covariance R, on peut identifier à chaque instant
le vecteur D du modèle de propagation et par là
même les paramètres qui le décrivent .
La méthode que nous proposons dans cet article pour
estimer en temps réel le modèle de propagation du
signal et en particulier la forme de l'antenne, associe
les propriétés de l'algorithme LMS à la connaissance
d'un signal de référence temporel . On analyse donc
ici cette méthode ainsi que sa capacité à poursuivre
les non-stationnarités dues aux déformations de l'an-
tenne. Pour cela dans la section II suivante, après
avoir présenté la méthode, on montre que l'on peut
se passer de l'estimation adaptative de la matrice de
covariance pour certains cas où W. ,t de (1) devient
alors directement proportionnel a D. Dans la
section III, on s'intéresse à l'étude de la convergence
de l'algorithme LMS dans le cas où l'antenne a une
forme fixe, et sa répercussion sur l'estimation du
vecteur D et des paramètres décrivant la géométrie
de l'antenne . Enfin dans la section IV, on se place
dans le cas où l'antenne se déforme au cours du
temps .
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II. Présentation de la méthode

Il . 1 . IDÉE DE BASE

On considère une source propageant dans un milieu
caractérisé par la célérité c, une onde plane monochro-
matique ou à bande étroite de pulsation centrale w
(fréquence f=co/27t), de sorte que le vecteur d'onde
associé est k =(w/c) u k , où ak est un vecteur unitaire
indépendant de w. L'enveloppe complexe s 1 (t) du
signal issu de cette source, est supposée être une
fonction complexe aléatoire, stationnaire, centrée et
de variance c r' . Le signal s i (t) est supposé connu . On
l'appelle indifféremment signal pilote ou de référence .
Considérons une antenne constituée de N capteurs
omnidirectionnels situés à des positions quelconques

K
source 1

	

1y

	

x

\

\

source p
X

k

v A plans d'onde

p \

	

\

td-*

(a) Onde plane arrivant sur un réseau quelconque de capteurs .

X
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I,

(b) Réseau de capteurs équidistants espacés de d,
recevant P signaux issus de sources à l'infini .

Fig. 1

r 1 =0, r 2 , . . . , r N (cf. fig . 1 a). Chaque capteur n reçoit
alors l'onde avec un déphasage (p n =kT rn par rapport
au premier capteur. Le vecteur source D 1 où

D1=[1; e i 2 ; .
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représente la fonction de transfert multidimension-
nelle entre le signal reçu sur le premier capteur pris
comme référence et les N -1 autres capteurs. Le vec-
teur D 1 constitue la définition spatiale du signal, il
tient compte du milieu de propagation et de la géomé-
trie de l'antenne . On suppose que la largeur de bande
Aw des signaux reçus est assez faible pour que le
vecteur D 1 puisse être considéré comme indépendant
de w dans toute la bande (w, Aw) où A(o est soumis
à la contrainte de bande étroite Aw/w < 1 [10, 11] . Les
éléments de D 1 sont alors des coefficients constants
qui s'appliquent aussi bien à la représentation tempo-
relle des signaux qu'à leur représentation fréquentielle .
L'incertitude Acpn sur chaque cp n qui résulte de la
largeur de bande Aw sera majorée dans la suite de
l'article . Dans ces conditions, l'enveloppe complexe
X (t) du signal reçu sur les N capteurs est un vecteur
de dimension N qui sécrit

(4)

	

X(t)=s1(t)D1+B(t) .

où B (t) représente le vecteur bruit ayant pour matrice
de covariance 6 2 IdN . B (t) est indépendant de s 1 (t) .

Dans le cas où il y a P sources, et où les signaux
reçus sur les capteurs sont préalablement filtrés dans
la bande de fréquence Aw centrée autour de w, le
vecteur X observé par l'antenne devient

P

(5)

	

X(t)= 1 sp (t)D p +B(t)
p=1

où les s,1, ( t) sont les signaux issus des sources ; ils sont
supposes non corrélés, centrés de variance ap ; les
vecteurs D p sont les vecteurs sources associés .
Supposons que l'on veuille reconstituer le signal pilote
s i (t) par filtrage de l'observation X (t), selon le critère
de l'erreur quadratique moyenne (eqm) . Soit W le
vecteur complexe de filtrage que l'on applique à X
tel que

(6)

	

Y (t) =W t X (t) .

(* T ' désignent respectivement le conjugué, le
transposé et le transconjugué) . L'erreur par rapport
au signal de référence s'écrit alors

(7)

	

e(t)=si (t)-y(t)=s, (t)-W t X (t) .

On cherche le vecteur poids optimal Wo p , au sens de
l'erreur quadratique moyenne (eqm) minimale par
rapport au signal de référence s l (t) soit

(8)
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E (t) = E [ l e (t) I 2] .

En reportant (7) dans (8) et en supposant les signaux
stationnaires localement et ergodiques, il est aisé de
trouver

(9) E=6' -2Ré{E[si(t)WtX(t)]} +WtR x W,

où

(10)

	

Rx = E [X (t) X t (t)]

est la matrice (N x N) des covariances croisées des
signaux pris sur les capteurs. Il est connu [8] que



l'eqm E est minimale là où son gradient par rapport
à W s'annule, même dans le cas complexe [10, 11] .
Or le gradient en complexe est défini par

VE=VWR E+jVW1 E

où WR et W, sont les parties réelles et imaginaires de
W, de sorte qu'en se reportant à [8], [10] et [11] il
vient

(11)

	

VE=-2E[s*(t)X(t)]+2RXW.

On trouve, lorsque R X est inversible, le vecteur poids
optimal

(12)

	

W°pr = Rx 1 E [si (t) X (t)]

qui donne encore d'après (4) et en remarquant que
Rx 1 est à symétrie hermitienne

(13) Wnpi 1 RX ' D,
2

	

4Emin=61 - 61 Dt1 Rx 1 D 1

avec

(14)

	

RX=DI'Dt +c2 IdN,

où r est, pour des sources non corrélées, la matrice
diagonale de dimension P x P

(15)

	

F = diag { 61, ET2 . . . , 6p],

et D la matrice de dimension N x P

(16)

	

D=[D1 ,D2, . . .,Dp] .

Remarquons que le résultat (13) s'obtient aussi par
la théorie du filtre adapté et par celle du maximum
de vraisemblance sous l'hypothèse gaussienne [7] .
La minimisation de l'eqm (8) et de façon équivalente,
la recherche du filtrage optimal sont généralement
accomplies par des techniques itératives de recherche
du gradient. Lorsque les signaux sont échantillonnés
à la période T e de sorte que s 1 (k)=s 1 (kT e), l'algo-
rithme d'adaptation du gradient déterministe destiné
à minimiser l'eqm (8) est, d'après (10) et (11),

(17) W(k+l)=W(k)-~VE(k)

=W(k)+, { E [s* (k) X (k)]-RXW(k)}

=W (k)+µ E [si (k) X (k)-X (k) X t (k) W (k)]
soit encore, d'après (7) où W (k) remplace W,

(18)

	

W(k+l)=W(k)+ t E [e* (k) X (k)] .

Dans ces expressions t désigne le pas d'incrémenta-
tion de l'agorithme, il est positif et constant . De lui
dépendent la vitesse et la finesse de convergence de
l'algorithme comme ceci sera vu dans la section III .
L'une des méthodes qui s'est avérée la plus utile est
l'algorithme du gradient stochastique ou encore
appelé LMS . Il utilise une estimation stochastique du
gradient de sorte que le vecteur filtrage est ajusté
suivant

(19)

	

f W(k+1)=W(k)+µe*(k)X(k) ;
e (k)=s1(k)-Wt(k) X (k)
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On verra dans la section III que W (k) adapté suivant
l'algorithme (19), constitue une estimation non biaisée
de W°pr . Ainsi, grâce à (13) et à une estimation itéra-
tive de la matrice des covariances R X , il est possible,
d'après (2), d'identifier à chaque instant le vecteur
source D 1 ainsi que les paramètres qui le caractérisent,
ceci sans modélisation a priori de D1 . Cependant le
propos de cet article étant d'analyser l'influence de
l'algorithme LMS sur la détermination des paramètres
géométriques de l'antenne lorsque ceux-ci varient au
cours du temps, nous allons essayer d'obtenir une
expression plus simple de D 1 qui se passe de l'estima-
tion de la matrice R X .

II . 2. EXPRESSION SIMPLIFIÉE DE D1

On peut expliciter davantage les solutions (13) . En
effet, on démontre, en Annexe 1, que si la source 1
de référence est orthogonale, au sens Dtt Dp =0,
p=2, . . . , P, aux P-1 autres sources (ce qui implique
que le nombre de sources P soit inférieur au nombre
de capteurs N), alors

6 12Wnpt 62	 +N
61
D1

(Y 2 ~
1
2

Emin = 62 +N61

(W° i constitue le filtre adapté au signal de référence
en 1fabsence de bruit ou avec du bruit blanc [7]) . Il
est facile de vérifier que cette solution est la même
que celle que l'on aurait dans le cas d'une seule source .
Autrement dit dans ce cas, on peut considérer que l'on
a une source unique. Par ailleurs, dans le cas d'une
antenne rectiligne avec capteurs équidistants espacés
de d, c'est-à-dire lorsque le vecteur source correspon-
dant à la p-ième source s'écrit [cf . fig . 1 b et (3)]

(21) D = [l eja sin 0p ej2a sin 0 , .

	

ei (N-1) a sin Op ]T

où Op désigne l'angle d'incidence par rapport à la
normale à l'antenne rectiligne du signal issu de la
source p, il est bien connu que le module du produit
scalaire entre les vecteurs directionnels D 1 et Dp a
pour expression

(20)

(22)

	

I alp 1 (x) _ 1 Dt1 Dp 1 _

où

(23)

	

x= a(sin0p -sin0 1 )

et

(24)

	

a=o d/c=tnd/? .

Dans (24) ?, est la longueur d'onde correspondant à
la pulsation co (notons que a = n si d = a,/2) . Naturelle-
ment, on pourra faire varier la fréquence co à laquelle
on filtre à la sortie des capteurs, mais l'antenne étant
construite une fois pour toute, on n'aura pas toujours
a= n. Pour x variant de -a à a, la fonction I oc,, I (x)
fait apparaître un lobe principal d'amplitude N et
des lobes secondaires plus faibles. Elle s'annule pour
x = 2 k (n/N), k =1, . . . , N -1 ; c'est-à-dire d'autant
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plus souvent que N est grand (par contre, on verra
dans la suite que la géométrie de l'antenne est d'autant
plus facile à estimer que N est etit, sauf pour une
antenne rectiligne). Ainsi on a ~a tp l <N lorsqu'on
est éloigné du lobe principal centré autour de x=0;
autrement dit lorsque les sources 1 et p sont éloignées
l'une de l'autre au sens angulaire . Dans le cas d'une
antenne se déformant au cours du temps, on supposera
que les déformations sont faibles par rapport à l'écarte-
ment des sources de sorte que Dtt Dp reste faible . Cette
hypothèse est en pratique fort contraignante, mais
rappelons qu'elle peut être évitée en appliquant (2)
avec une estimation itérative de la matrice R x .

Il . 3 . APPLICATION A L'ANALYSE SPATIALE

Le mode de fonctionnement que l'on propose est
schématisé sur la figure 2 . Un premier système adap-
tatif permet d'estimer les paramètres géométriques de

T
xt

I
X2

	

1~

W : algorithme LMS

y

paramètres géométriques
de l'antenne

M antennes auxiliaires

	 I 1 y ta

Fig. 2. - Schéma de la méthode proposée .

l'antenne suivant la méthode proposée dans II . 1 et
Il . 2 : une estimation adaptative de W°Pt minimisant
le critère de l'eqm par rapport à un signal de référence
permet de déduire le vecteur source D 1 de ce signal.
Ce système est appelé antenne maîtresse . Les paramè-
tres ainsi estimés sont alors passés à des systèmes
auxiliaires W, , . . . , Wâ de façon à construire les vec-
teurs observation nécessaires à la localisation de sour-
ces selon des méthodes usuelles [6, 7] . Dans la suite,
nous prendrons comme exemple celui du maximum
de vraisemblance ou de Capon [6]. Le nombre M de
ces antennes auxiliaires dépend du nombre de direc-
tions dans lesquelles on veut observer .
Cette fois un autre traitement adaptatif est appliqué
en parallèle à l'observation X (k) suivant le schéma
de la figure 2. Dans chacune des M directions explo-
rées, le vecteur poids auxiliaire W,, est adapté suivant
l'algorithme [10, 11]

(25)

	

Wa (k+1)=Wa(k)-µ a ya (k)X(k)
t

(26) Wa(k+l)={IdN -
N

	 }Wa(k+l)+ N

où

(27)

	

ya (k) = W'a (k) X (k)

2
y a

M
Y a
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et C un vecteur exprimant une contrainte. En effet
l'algorithme (25)- 26) réalise la minimisation de la
puissance Pl, = E [1 y,, I2] = W'â Rx WW du signal ya de
sortie de l'antenne auxiliaire, sous la contrainte
W'â C =1 avec I C I2 = N. Physiquement, le vecteur C
exprime le fait que l'on impose a priori un modèle de
propagation d'onde et de géométrie de l'antenne, et
que l'on observe dans une direction donnée . Dans
ces conditions, la contrainte impose que la sortie de
l'antenne soit justement le signal reçu de cette direc-
tion. Par exemple, lorsque C=D 1, c'est que l'on
observe dans la direction de la source 1 et que l'on
connaît la géométrie de l'antenne et le modèle de
propagation de l'onde. Dans ce cas, pour une seule
source on trouve Py = 61 + (62/N) [6] .
En conclusion, une fois la géométrie de l'antenne
connue grâce au signal de référence, on peut cons-
truire plusieurs antennes auxiliaires dont les vecteurs
C associés ne dépendent que de la direction d'observa-
tion 0 : le diagramme de directivité P,, (0) qui en
résulte constitue un échantillonnage spatial du champ
d'ondes .
C'est ainsi que l'estimation de la forme de l'antenne
par la méthode proposée est réalisée en temps réel et
automatiquement utilisée par les différentes méthodes
de localisation de sources .

III. Étude de l'algorithme LMS dans le cas
d'une antenne fixe au cours du temps

111 . 1 . VITESSE ET FINESSE DE CONVERGENCE DE L'ALGO-
RITHME LMS

Dans toute la suite on se place dans le cas d'une
seule source ; on suppose alors que les autres sources
éventuelles sont suffisamment éloignées (au sens
D t 1 Dp =0) de la source de référence pour que l'on ait
W°pt =c D1 (a est un coefficient de proportionnalité)
selon la formule (20). Le but de l'étude qui suit est
d'analyser la capacité de l'algorithme LMS à estimer
la forme de l'antenne . Le caractère adaptatif d'un
traitement réside dans le réajustement itératif du vec-
teur poids W à chaque nouvelle observation tempo-
relle de sorte que W tende en moyenne au bout d'un
certain temps vers la solution optimale W°Pt selon un
certain critère .

Convergence vers la solution (12) de Wiener
Posons

(28)

	

V (k) =W°Pt - W (k)

où W°Pt a été donné en (12) . L'algorithme (19) devient

(29) V (k + 1)
_ [IdN- li X (k) X t (k)] V (k) - p eop t (k) X (k),

où

(30)

	

e °P1 (k)=s1 (k)-Wt°P,X (k).
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Pour étudier la convergence de l'algorithme stochasti-
que, on prend d'abord l'espérance mathématique de
(29)

(31) E [V (k + 1)]
=E[(IdN-1tX(k)Xt(k))V(k)]-µE[e pr(k)X(k)] .

Par définition de W°pt , on voit immédiatement que le
deuxième terme de droite de (31) est nul. L'erreur
optimale (innovation) est toujours décorrélée de
l'observation. Nous faisons les hypothèses supplémen-
taires suivantes
(H1) e °pr(k) est centré ; c'est une suite de variables
indépendantes entre elles et indépendantes de tous les
X (k) ;
(H2) les X (k) successifs sont indépendants ; en consé-
quence V (k), X (k) et e°p, ( k) sont indépendants .
Elles sont couramment utilisées par les auteurs, voir
notamment [10-12] . L'hypothèse (H1) est un peu plus
forte que la simple décorrélation déjà mentionnée;
elle est vérifiée par exemple quand X (k) comporte
seulement, outre le signal, un bruit additif blanc indé-
pendant du signal . En pratique l'hypothèse (H2) peut
poser problème (surtout en traitement d'antenne),
mais il a été démontré dans [4] que l'on peut se passer
d'elle pour établir les résultats à condition que µ
soit petit devant µl où µl sera donné par la suite .
L'hypothèse (H2) permet cependant de faciliter les
calculs .
Dans ce cas, (31) s'écrit plus simplement

(32)

	

E [V (k + 1)] = (IdN - g Rx) E [V (k)],

soit encore, lorsque R x est constante (cas stationnaire)

(33)

	

E[V(k+1)]=(IdN- tRx)' 1 E [V (0)] .

Ainsi, si R x est inversible, ce que l'on suppose,

COMPENSATION DES DÉFORMATIONS D'UNE ANTENNE PAR FILTRAGE ADAPTATIF

lim E[V(k)]=0
k->o

2
µ<µ 1 =

' 'max
où est la plus grande valeur propre de la matrice
R,,. Cette condition est bien connue [10, 12] . En fin
de convergence de l'algorithme, W (k) oscillera autour
de la solution de Wiener W°p , donnée en (12) .

Vitesse de convergence

La matrice R x. peut se réécrire

(36)

	

Rx=Q -1 AQ, Q- '= Q'

où A est une matrice diagonale contenant les valeurs
propres de R x et Q la matrice unitaire des vecteurs
propres orthonormés associés . Il vient directement

(37) E [QV (k + l)] =[IdN - .t A]k +' E [QV (0)] .

La vitesse de convergence de chaque coefficient du
vecteur E [QV (k + 1)] est donc gouvernée par la valeur
propre correspondante de R,
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Cas d'une seule source
D'après (14), R x a (N-1) valeurs propres égales à
n 2 et une valeur propre égale à n2 +N al, celle-ci
étant associée au vecteur propre D 1 . Il y a donc deux
modes de convergence suivant la direction du vecteur
E [QV (0)] correspondant aux deux valeurs possibles
du temps de convergence (cf. [1], temps au bout
duquel l'eqm est divisée par e)

(38)

qui dépendent évidemment du pas d'incrémentation µ .
Ainsi la condition de convergence (35) donnant

Ainsi le temps de convergence est d'autant plus grand
que N 61/6 2 est grand, ce qui est généralement le cas .

Cas de P sources
Dans ce cas, il y a N - P valeurs propres égales à n 2 ,
les P autres valeurs propres vérifient ? i >>=k 2 _ kp > n 2 .
Les relations (38) deviennent alors

_

	

1
Ti

µ(N 61+a 2)~
1

tin=z n=2, . . ., N,
a µ

2
11 1 1 1 -

	

2 'Nn 21 +n

Nai+62
tin>

2 n 2

1
in = ~

	

,

	

n=1, . . ., P;

1
ti n =- 2

n µ
n=P+1, . . ., N.

On vérifie bien [10, 13] que le temps de convergence
est sensible à la dispersion des valeurs propres de R x.
La phase transitoire de l'algorithme LMS ne sera pas
terminée tant que l'exponentielle ayant le temps de
convergence le plus long (correspondant à la plus
petite valeur propre) ne sera pas atténuée .

Variance du vecteur poids W en fin de convergence

D'après (33), en fin de convergence de l'algorithme
adaptatif, W (k) constitue une estimation non biaisée
de W°pt ; on cherche à calculer la variance de W (k),
c'est-à-dire sa déviation par rapport à l'optimalité que
l'on note

(42)

	

p (k) = E [ I V (k) 12 ] •

A partir de la forme (29) de l'algorithme LMS, on
calcule la récurrence sur p(k) en tenant compte de
l'hypothèse (H1)

(43) p(k+l)=E[I[IdN -tX(k)X t (k)]V(k)1 2 ]
+µ2 E[1e pl (k)X(k)1 2] .

On calcule en Annexe 2 la valeur de
p (co)= lim p (k) en fin de convergence . Pour mener

k - ~
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à bien ce calcul, nous avons supposé que X' (k) X (k)
était constant et égal à Tr I R_, }, ce qui n'est pas le
cas ici. En fait compte tenu de ce que X' (k)X (k) est
majoré par Tr { Rx } = N (al + (i 2 ), un calcul ressem-
blant à celui de l'Annexe 2 donnerait une borne supé-
rieure de p (co). Ce calcul a déjà été fait dans [4], et
pour des commodités de calcul on préférera faire
l'hypothèse mentionnée. Finalement, on trouve

(44 )

	

p(00)=

	

µNEm;n
2-µtN(ai+a2)

En reprenant l'expression (20) de Em ; n , et pour
µ « µ2 = 2/N (a'+ a2 ), c'est-à-dire loin de la condition
limite de convergence (algorithme « lent »), il vient

(45)

	

P (°o) =
µN ai	C12/(Nai+ a2 )

2

Dans la pratique, si l'on fait l'hypothèse d'un bon
rapport signal sur bruit d'entrée selon
Nnl/a2 »1, p(oo) devient indépendant du nombre N
de capteurs selon

(46)

	

p(,Do)=
µ22

Néanmoins il n'est pas nécessaire que le rapport signal
à bruit soit fort pour mener le calcul .

En conclusion

L'algorithme LMS (construit pour minimiser l'eqm
en sortie du système adaptatif par rapport à un signal
de référence connu en temps) permet d'obtenir en
moyenne la solution optimale Wnp, avec une variance
proportionnelle au pas d'incrémentation µ de l'algo-
rithme, ainsi qu'à la puissance du bruit de mesure sur
les capteurs . On parle de « quasi-convergence » de
W (k) vers W °p , puisqu'en choisissant µ assez faible,
on peut obtenir une variance arbitrairement faible de
W (k) .
Cette solution optimale W °p , est rigoureusement pro-
portionnelle au vecteur source d'un signal de référence
à bande étroite s 1 dans le cas où il n'existe que cette
source ou bien lorsque les autres sources lui sont
orthogonales. La solution optimale est approximative-
ment proportionnelle au vecteur source du signal de
référence si les autres sources existantes sont éloignées
de la source pilote .
Enfin, remarquons que dans le cas d'une antenne de
forme parfaitement connue, la connaissance du signal
temporels, entraîne par la méthode précédemment
décrite la détermination de l'angle d'arrivée du
signal s 1 . Inversement si l'on connaît l'angle d'arrivée
de s 1 , on peut déterminer la forme de l'antenne . Cette
question fait l'objet de la section suivante .

111 . 2. APPLICATION A LA DÉTERMINATION DE LA FORME
DE L'ANTENNE

Il s'agit d'étudier la répercussion des résultats précé-
dents sur l'estimation des paramètres décrivant le vec-
teur D 1 de (3), qui permettront de déterminer la
géométrie de l'antenne sous l'hypothèse « onde
plane ».
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Pour cela, on écrit à partir de (20)
G2

(47)

	

W(k)= 2 al 2 D1 ,a +N a 1

où D 1 est une estimation de D 1 . D'après (28), (42) et
(47), on déduit la variance de l'estimation de D 1

(48) var (D 1)=E[ID1 -D1 I 2 ]
(a 2 +N a2)2 µ N2 a2

=pGO al

	

2

l'approximation de droite correspond au cas où
µ«µ 2 et Nal/a 2 »1 . Alors que pour µ«921P( 00 )
est quasiment indépendant de N [formules (45), (46)],
on voit qu'ici, dans les mêmes conditions, la variance
de l'estimation du vecteur D I croît en N2 . Par ail-
leurs, si l'on considère que les erreurs d'estimation
faites pour chaque coefficient dn de D1 sont des varia-
bles aléatoires indépendantes et de même loi, alors

2

	

2
(49)

	

var (dn)=p(co) (a
+N G 12)2 _µNa
No

	

2

variance qui croît avec N. Cette formule est utile dans
le cas où l'on ne sait rien a priori sur la forme de
l'antenne, de sorte que le vecteur source a la structure
la plus générale (3) . Le déphasage réel cpn sera alors
estimé par

(50)

	

1Pn=arg(dn) . _
En supposant que les parties réelle et imaginaire de
dn sont affectées d'erreurs indépendantes, il s'ensuit
que

(51)

	

var (cpn)= 2
1

var (d
i)=2

var (d n),
n

en remplaçant dn par la vraie composante d n qui est
de module égal à 1 . D'après (49), il vient donc

(a2

	

i)z ,,, µNa2+N a
(52)

	

var (cpn)=p(oo)	
-2Na 1

	

4

Autrement dit, sans connaissance a priori sur la forme
de l'antenne, supposée quelconque, c'est l'antenne la
plus courte (en nombre de capteurs) qui donne la
meilleure estimation de chaque déphasage . A noter
que dans (48), (49) et (52), la dernière égalité a lieu
lorsque le rapport signal à bruit est fort .

Cas d'une antenne de forme quelconque

Nous pouvons paramétrer la géométrie de l'antenne
à capteurs équidistants à l'aide des angles
(y,, n=2, . . ., N) que font chacun des segments
reliant deux capteurs successifs avec l'axe que consti-
tue la position rectiligne initiale de l'antenne . Ceci est
représenté sur la figure 3 . Il est alors facile de calculer
les déphasages successifs sur chacun des capteurs ; on
a

(53) ~n+1 - 9n = asin(01 - yn+1),
n=1, . . ., N-1,
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dans l'introduction et dans la section II . 1 . En effet,
pour une antenne de forme quelconque il vient,
d'après (3) et (52)

(57)

	

Aw - Acp„ < 1 Jg	 N a2
Co

	

(p„

	

(p„

	

4

Pour une antenne rectiligne, (56) fournit l'expression
de ce majorant

(58)

	

Ow< ~g N 6~

w

	

2a(N-1)sin01

dont la valeur numérique sera donnée dans la section
111.4 suivante.

III . 3 . RÉSULTATS DE SIMULATION

Le but est d'identifier le vecteur source D i défini en
(3) ainsi que les paramètres qui le composent . En fait
pour simplifier les simulations qui suivent, on suppose
que l'antenne reste rectiligne à capteurs équidistants ;
seule l'orientation 0, est inconnue . Il est bien évident
que si la source est a priori parfaitement localisée,
cette identification permet de déterminer les paramè-
tres géométriques de l'antenne suivant (54) .
Le signal de référence simulé est une exponentielle
complexe

(59)

	

s1 (t) = 61 exp (j w o t),

échantillonnée à la période T=10 -3 s. L'onde propa-
geant le signal est plane et de pulsation wo (longueur
d'onde Xo ) . Le facteur de suréchantillonnage vaut
To/T=4,2 (fo =238,7 Hz) . Le signal arrive sous un
angle 0 1 par rapport à la normale à une antenne
rectiligne qui comporte N capteurs équidistants espa-
cés de d=a,,,/2, soit d=3,15 m, et d'après (24) a=n.
Le vecteur D 1 a la forme (3) ou (21) suivant que l'on
sait ou non que l'antenne est rectiligne . Du bruit
blanc gaussien indépendant est généré sur chacun des
capteurs avec une variance égale à r 2 = 2. Dans les
simulations 0 1 = 0,4 rd et 61=100, ce qui correspond
à un rapport signal à bruit sur chacun des capteurs
de 17 dB .
Le vecteur poids W de l'antenne maîtresse est adapté
suivant l'algorithme (19), pour lequel on fera varier
le pas d'incrémentation g. On ne s'intéresse pas ici
au comportement transitoire de l'algorithme mais
seulement au régime établi c'est-à-dire en fin de
convergence. Les performances mesurées seront p (ou),
var (dN) puis var (sin 0 1 ) .
Sur la figure 4, les résultats théoriques concernant
p (oc) sont confrontés aux résultats de simulations
pour différents pas d'incrémentation et différentes
valeurs de N. Les résultats sont ceux donnés par les
formules (44) . Les résultats expérimentaux sont en
très bon accord avec ceux prédits par la théorie . En
particulier, si l'on peut voir que le pas d'incrémenta-
tion limite g 2 est d'autant plus faible que N est plus
grand, on vérifie bien que pour g« g 2 , p(cc) est indé-
pendant de N. Remarquons que d'après (38), le temps
de convergence devient très grand pour p<2 - 14 de

Fig. 3. - Paramètrage d'une antenne déformée .

ce qui donne, avec une indétermination de 2 it

1
(54) Y„+1= 01 -- Arc sin«pn+1 -1Pn),a

n=1, . . ., N-1 .

Cas d'une antenne rectiligne

Plaçons nous maintenant dans le cas où l'on sait a
priori que l'antenne est rectiligne. Dans ce cas, le
vecteur D 1 à la structure particulière (21) . Ce qui est
inconnu, c'est donc seulement l'orientation de la
source par rapport à l'antenne, caractérisée par
l'angle 0 1 . Pour estimer 0 1 , on peut utiliser les résul-
tats (50)-(52) appliqués au dernier capteur . Il vient
évidemment

(55)

	

sin 0 1 =	1
(N

1) arg (dN),a-

ce qui donne d'après (49)

(56) var (sin 0 1)
_

	

(62 +Noi)2 N gN62_p

	

2a2 N(N-1)2 6' 4a 2 (N-1) 2

la dernière équation correspondant à g«112 et à
N 6/62 » 1. Cette variance décroit en 1/N : comme
il est naturel, l'orientation est d'autant mieux estimée
que l'antenne est longue (en nombre de capteurs) .
Cependant, il ne faut pas perdre de vue que ce résultat
avantageux est dû à notre connaissance a priori de la
forme de l'antenne. D'une manière plus générale, si
l'antenne est de grande longueur et de forme
inconnue, on peut penser qu'il sera plus intéressant
d'estimer sa forme en la modélisant a priori comme
une succession de sous antennes rectilignes .

Largueur Aw du filtre passe-bande d'entrée

Nous pouvons désormais déterminer un majorant de
la largeur de bande Aw des signaux traités qui sont
issus d'un filtrage préalable, comme cela a été expliqué
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Fig. 4. - Courbes théoriques et de simulations de
p (oo)= lira E [ I W (k) - W 0,, I zl en fonction du pas d'incrémenta-

tion

	

-~ x

tion µ et du nombre N de capteurs .

sorte qu'il est difficile d'obtenir des résultats de simu-
lations en régime permanent .
La figure 5 représente les résultats théoriques et expé-
rimentaux concernant l'estimation des coefficients du
vecteur source D 1 sans savoir a priori que l'antenne
est rectiligne . Là encore ces résultats coïncident très
correctement sauf peut être pour les zones approchant
l'instabilité c'est-à-dire là où N et µ sont grands . La
théorie est bien vérifiée puisque var (dN) augmente
avec N conformément à (49) . Rappelons la difficulté
liée au compromis entre le choix d'un N grand
[équation (22)] pour l'orthogonalité des sources et
celui d'un N petit [équation (52)] pour une estimation
plus facile de la géométrie de l'antenne .
Enfin, sur la figure 6, théorie et simulations s'accor-
dent encore très bien en ce qui concerne la variance
de l'estimation de sin e1 lorsqu'on sait a priori que
l'antenne est rectiligne . Remarquons quand même que
pour µ=2 -14 les simulations semblent légèrement
meilleures que la théorie ; ceci est certainement dû
au fait que la convergence n'était pas complète sur
l'horizon sur lequel on a moyenné (W étant initialisé

à W°~1) . Finalement on vérifie bien que var (sin 8 1 )
décrolt lorsque l'on augmente N .
Autrement dit, si l'on sait a priori que l'antenne est
rectiligne et l'onde plane, il vaut mieux chercher à
estimer directement l'angle d'arrivée du signal (ceci se
faisant sur le dernier capteur) plutôt que tous les
coefficients du vecteur source et à travers eux les
déphasages du signal sur chacun des capteurs . Ceci
est conforme à la théorie de la section III . 2 .
Une autre façon d'illustrer ce résultat est de comparer
l'influence de l'estimation de D 1 et de celle de sin 0 1

Fig. b. - Courbes théoriques et de simulations de var(slnli i )
en fonction de µ et de N .

sur les performances de la méthode d'analyse spatiale
usuelle exposée dans la section II . 3 précédente . Dans
les simulations, la contrainte C intervenant dans
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en fonction de µ et de N .



l'algorithme (26) est prise égale à l'estimation de D l
faite à partir de W, c'est-à-dire

(60)

	

c =dn= w

	

n=1, . . ., N
w 1

où c„ est le n-ième coefficient du vecteur de contrainte
C. On regarde donc l'influence de cette estimation
sur Py en fonction de g . Le vecteur W est initialisé à
sa valeur optimale W ° t de sorte que la dégradation
constatée sur Py n'est c'ue qu'à l'erreur de fluctuation
de l'algorithme d'adaptation de W . L'étude de l'algo-
rithme (25)-(26) n'est pas de notre propos ; on choisit
pour toutes les simulations µQ = 2 _ 10 (ce choix de p.
est convenable, car il apparaît peu de fluctuations sur
la courbe 1 de la figure 7 correspondant au cas où

grand meilleure doit être l'estimation de la forme de
l'antenne, mais plus cette estimation est difficile à
réaliser .
En revanche, si le modèle rectiligne (21) est légitime,
en estimant l'angle d'arrivée 0, à partir du dernier
coefficient de W et en reconstituant D 1

(61) C=D 1

= [1
e,j n sin 01 ei n 2 sin o l

	

e i n (N- 1) sïn o j jT

on voit alors sur la figure 8 a que le résultat est
amélioré par rapport à celui de la figure 7a . En effet,
il suffit pour N = 15 de prendre µ = 2 -12 pour restituer
P, et donc le diagramme de directivité .

Fig . 7. - Influence de l'estimation de la forme de l'antenne

	

Fig. 8 . - Influence de l'estimation de la forme de l'antenne, connais-
sur la puissance du signal estimée par la formule de Capon.

	

sant a priori sa forme rectiligne, sur la puissance du signal estimée
par la formule de Capon .

D 1 est connu et non estimé) . Les effets observés sur
la figure 7 sont bien ceux de l'antenne maîtresse. Sur

	

Cela prouve une fois encore que le résultat est meilleur
la figure 7 a on voit alors qu'il faut prendre g=2-16

	

lorsqu'on possède une information a priori sur la
pour N=15 afin de restituer la valeur

	

forme de l'antenne .
Py = 61 + c 2/N) du cas C =D l de la courbe 1 .

	

Par ailleurs, on vérifie que dans ce cas il vaut mieux
Remarquons sur la figure 7 b que la valeur µ=2-l'

	

augmenter N. En effet, les figures 8 b, c montrent que
suffit pour N = 2. En fait, il s'agit là d'un autre phéno-

	

pour restituer P y et donc le diagramme de directivité
mène qui n'a rien à voir avec l'estimation de D 1 . On

	

avec la même qualité, plus N est grand, plus on peut
sait [6] que plus N est grand, meilleure est la résolu-

	

augmenter µ, ceci impliquant comme on l'a déjà vu
tion de l'antenne auxiliaire et plus le lobe de directivité

	

une plus grande vitesse de convergence. Ainsi, pour
est étroit . Ainsi, à même erreur sur l'estimation de la

	

N=7 et N=3 il faut respectivement g=2-14 et
direction de la source, c'est-à-dire à même D1, la

	

g=2-16 pour restituer P y .
valeur P y dans la direction C=D1 sera d'autant plus

	

Enfin, on peut donner une valeur numérique de la
perturbée que N est grand . Autrement dit, plus N est

	

largeur de bande Aw des signaux à l'aide des résultats
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précédents. Dans le cas où d=a,/2 c'est-à-dire où
a= 7t, la formule (58) devient

(62)

	

4w <

	

µN 6

w

	

2rt(N-1)sin0 1

Par exemple, avec g=2 - "', N=15, 0, =0,4 rd et
w=1 500 rd/s, ceci donne Aw<-7,5 rd/s soit une lar-
geur de 1,2 Hz autour de la fréquence 238,7 Hz.
Remarquons que Lw/w diminue avec le pas d'incré-
mentation µ et qu'il y aura donc un compromis à
faire entre la finesse de l'estimation des déphasages
et la largeur du préfiltrage passe-bande . Remarquons
encore que Oco/w devient d'autant plus grand (filtre
d'autant plus large) que la source coopérative se
trouve plus près de la perpendiculaire à l'antenne, ce
qui est conforme au résultat classique concernant la
« condition bande étroite » pour les antennes .

IV. Étude de l'algorithme LMS dans le cas
d'une antenne se déformant au cours du temps

IV . 1. POURSUITE DE NON-STATIONNARITÉS PAR UN
FILTRE ADAPTATIF

S'il n'assure pas une convergence parfaite, l'algo-
rithme adaptatif stochastique a la capacité fondamen-
tale de poursuivre un système optimal W°P, variant
dans le temps . L'étude des propriétés de poursuite de
l'algorithme a déjà fait le sujet de quelques travaux
notamment en annulation d'écho [1-4] .
Il est connu qu'en notant

(63)

	

d(k)=W°p~(k+1)-W°pt(k)

le vecteur des variations du filtre optimal d'un instant
à l'autre, alors pour µ«µ z , et pour d (k) aléatoire et
blanc [3]

(64) lim E [ I W (k) - W°P, (k) 121
_ (3µ + R

k - ao

	

ll

tandis que

(65)

	

lim E [ I W (k)-W°Pr (k) J2]< [3µ+ i
k -• oo

	

9

pour d (k) déterministe et borné [4] . Dans les deux
cas, le premier terme est dû aux fluctuations de l'algo-
rithme qui a fait l'objet de la section précédente et
croît quand µ croît. Le second terme est le terme de
retard (dans le cas stationnaire il est nul); il décroît
quand µ croît. Ainsi, il existe un compromis à faire
entre la finesse de convergence ((3µ) qui exige un µ
faible et la capacité de poursuite (en (3'/µ ou R"Jµ2)
qui exige d'augmenter t . Il existe généralement une
valeur optimale µop , réalisant ce compromis . La
constante (3 dépend du bruit additif tandis que les
constantes (3' et (3" dépendent principalement de la
vitesse des variations de W°pt (k).
Inversement, pour µ fixé, il existe toujours un niveau
maximal de non-stationnarité (contenu dans (3' ou (3")
que l'on peut suivre tout en assurant une convergence
voulue .
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IV . 2 . CALCUL DE L'ERREUR DE FLUCTUATION DES PARA-
MÈTRES DE L'ANTENNE ADAPTATIVE DANS LE CAS NON STA-
TIONNAIRE

On ne considère que le cas où d (k) est aléatoire
centré .
Les notations (28) et (30) deviennent respectivement

(66)

	

V (k) = W °p , (k) - W (k)

et

(67)

	

e°p,(k)=s1 (k) -W t°pt(k)X (k) .

Si l'on reprend l'algorithme (19) avec la notation (63),
il vient

(68) V(k+l)=[IdN- tX(k)X t (k)]V(k)
- µ e p, (k) X (k) + d (k) .

En prenant la limite de l'espérance mathématique de
(68) et grâce aux hypothèses (H1) et (H2), on trouve
que

(69)

	

E [V (k + 1)] = [IdN - µRX (k)] E [V (k)],

soit encore
k

(70) E[V(k+1)]= fl [IdN- IRX(j)] E[V(1)] .
i =1

Il est démontré dans [4] que

lim E [V (k)]=0
k - •

(71)

	

ou
lim E [W (k)] = lim E [W°P , (k)]
k - cc

	

k - w

c'est-à-dire qu'en régime permanent, le système adap-
tatif est en moyenne égal au système optimal même
si celui-ci varie dans le temps .
En tenant compte des hypothèses faites sur d (k), la
procédure de récurrence sur p (k) est analogue à celle
du cas stationnaire, mais cette fois on obtient à la
place de (43)

(72) p (k + 1)

= E[~[IdN - 9X(k)Xt (k)]V(k)I 2 ]
+µ 2 E[Jept (k)X (k)I 2]+d2 ,

où d 2 = E [ j d (k) ~2 ] . On calcule en Annexe 3 la valeur
de p (oc) dans le cas non stationnaire avec des
hypothèses identiques à celles du cas stationnaire . A
l'aide de la grandeur d' définie en (A 3-2), le résultat
s'écrit

(73) p ( ,Do) =

	

E,,, i „	 µN	
2-µN(62+6~)

d 2 (2-µ N 6i)
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2 µ6z [2-µN(62+6i)]
d'2 62

1

2 µ6z (62 +N ai)



Finalement, pour µ«µ2 , ( 73) devient

74

	

~ EminµN
+

d2

	

d'a 61
() P( )- _	

2

	

2µ6a` 2µc a (6 z +Ncr)

qui correspond au résultat annoncé en (64) avec

(75)

	

R=
Em

N
2

76 A2 _	d'2 r	
R 2 62 2 6 2 (62 +N 6i)

Finalement, on voit bien qu'il existe un compromis
à faire quant au choix du pas d'incrémentation de
l'algorithme afin de minimiser l'erreur (74) .

IV . 3 . RÉSULTATS DE SIMULATION

(a) cas d'une antenne rectiligne en rotation
On suppose que la source de référence a une direction
fixe et on simule une antenne qui, bien que restant
rectiligne et rigide (capteurs équidistants), tourne
autour du premier capteur . L'angle sous lequel arrive
le signal de référence sur l'antenne est alors à chaque
instant
(77)

	

0 (k) =0 1 + k A0 .

Le vecteur source à identifier est

(78) D (k) = [1 e'a 'n (0
i +kee) e jza sin (e 1 +kAO)

e j (N-1) a sin (0 1 +kde),T

Sur les figures 9 et 10 sont rassemblés les résultats
de simulation en termes de variance de l'estimation
de W°p1 (k) et de variance de l'estimation de sin 0 (k),
ceci pour différents pas d'incrémentation et pour des
vitesses de rotation de t0=10 -5 , 5 .10 -6 et
2,5 . 10 -6 rd/ms (c'est-à-dire que l'antenne tourne de
0,1 rd en respectivement 10, 20 et 40 secondes) . Ces
figures font apparaître conformément à la théorie, un
pas d'incrémentation optimal µ°p , d'autant plus faible
que la non-stationnarité à poursuivre est plus lente .
Cet optimum réalise un compromis entre augmenter
µ pour poursuivre la variation de W °p1 ou de façon
équivalente celle de D (k), et diminuer µ pour avoir
une estimation plus fine . Il est important de
remarquer que les figures 9 et 10 présentent les mêmes
µ°p,; ceci implique qu'en non stationnaire il est moins
grave de ne pas connaître le modèle géométrique de
l'antenne qu'en stationnaire .
La figure 11 représente le résultat de la poursuite
opérée en appliquant la formule de Capon dans la
direction estimée du signal lorsque l'antenne rectiligne
est en rotation de A0=2,5 .10-6 (N=15) . La
courbe (1) représente la puissance P y ( k) de ya (k) en
sortie de l'antenne auxiliaire quand D (k) est connu à
chaque instant, même s'il varie au cours du temps ;
on trouve bien que Py (k) oscille autour de
Py =o +(6a/N) . Les courbes (2) et (3) donnent les
valeurs de P,,(k) lorsque D (k) est estimé à chaque
instant par la méthode proposée dans cet article . La
courbe (2), pour laquelle le modèle d'antenne rectili-
gne de l'atenne est connu, montre un meilleur résultat

Fig. 9 . - Courbes de simulations dep (oo) pour une antenne rectiligne
en rotation, en fonction de µ et A0 vitesse de rotation (N = 15) .

Fig. 10. - Courbes de simulations de var(sin0,) pour une antenne
rectiligne en rotation, en fonction de p et A0 vitesse de rotation
(N =15) .
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(b) cas d'une antenne dont les capteurs se déplacent
sur un arc de cercle

Dans ce cas, les paramètres angulaires décrivant la
position des capteurs varient dans le temps de la façon
suivante

y„ (0)=0 ;

	

n=1 ; . . . ; N

(79)
k>0 y.(k+l)=y,,+1(k); n=2 ; . . . ; N-1;

yN(k+l)=(k+1)y ;

où y est une constante indiquant la vitesse de
déformation de l'antenne . Les valeurs y=2,5 .10-5 ,

Fig. 11 . - Estimation de la puissance par la formule de Capon dans
la direction estimée du signal en poursuite adaptative. Cas d'une
antenne rectiligne en rotation AO=2,5 .10_ 6,

gu =2 -1° et
12µ = µopt= ~

que la courbe (3) pour lequel le modèle n'était pas
connu a priori. Enfin la courbe (4) présente le résultat
obtenu lorsque D (k) n'est pas estimé à chaque ins-
tant, c'est-à-dire lorsqu'on suppose que l'antenne reste
fixe .
Ainsi l'amélioration apportée par la méthode d'esti-
mation en temps réel de la forme de l'antenne ou de
sa position est très nette, même si l'on ne possède pas
de modèle a priori ; il suffit de comparer les courbes
(3) et (4) de la figure 11 . Elle est encore plus nette si
un modèle est connu, en l'occurrence la forme rectili-
gne [comparer les courbes (2) et (4)].
Enfin sur la figure 12 on montre que l'existence d'une
seconde source initialement orthogonale à la source
de référence [0 2 =1,17515 rd, cf. (II . 2) et 62 = 100]

n'affecte que peu les performances déjà rencontrées
dans le cas d'une seule source, même lorsque l'antenne
est en rotation ar rapport à l'un de ces capteurs,
pourvu que I a 12jreste assez petit par rapport à N . les capteurs se déplacent sur un arc de cercle en fonction de µ et

l'IS. r,. - LJ ./// f . .IVI . uc la p u.JJi.la.c pan la lu

	

.

	

..apu.. ua . .D
Fig. 12. - Influence d'une seconde source sur var(sin O,) lorsque la direction estimée du signal en poursuite adaptative . Cas d'une

l'antenne rectiligne est en rotation (AO=2,5 . 10 -6 rd/ms, N =15) . antenne dont les capteurs se déplacent sur un arc de cercle
Initialement Di D z =O, à la fin Di D 2 =1,42.

	

y==2,5 .10-s, µa=2` 10 et µ=µop,=2-10 (N=15) .
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1,5 . 10_ 5 et 5 .10-6 radians par seconde correspon-
dent à une rotation globale de l'antenne (redevenue
rectiligne) de -n/2 par rapport à sa position initiale,
en approximativement 1, 2 et 5 minutes . Les courbes
de la figure 13 illustrent les résultats de simulations
concernant p (ce) en fonction de t et de y. Il apparaît
encore, pour chaque y, un pas d'incrémentation opti-
mal µ°pt pour lequel l'algorithme LMS a la capacité de
poursuivre les déformations de l'antenne. La figure 14
montre l'amélioration très nette qu'apporte l'estima-
tion adaptative de la forme de l'antenne sur l'estima-
tion par la formule de Capon de la puissance du
signal reçu .

V. Conclusion

Les déformations éventuelles de l'antenne au cours
du temps risquent de dégrader les performances des
méthodes habituelles de localisation de source en
acoustique sous-marine . Pour compenser ces dégrada-
tions, on a imaginé un système adaptatif principal qui
à l'aide d'un signal de référence connu en temps,
permet d'estimer à chaque instant le vecteur-source
de ce signal . Dans la mesure où l'azimut de la source
pilote est connu, il est facile d'en déduire la forme
géométrique de l'antenne sous l'hypothèse « onde
plane ». Les paramètres géométriques de l'antenne
sont alors communiqués aux filtres auxiliaires qui
peuvent appliquer les méthodes usuelles d'analyse spa-
tiale .
Nous avons particulièrement étudié l'influence de l'al-
gorithme d'adaptation sur l'estimation du vecteur
source et des paramètres géométriques de l'antenne .
Pour cela, des calculs d'erreurs d'estimation du vec-
teur source ont été établis à la fois dans les cas
stationnaires et non stationnaires . De plus des simula-
tions sont venues confirmer la théorie .
Le choix de la source auxiliaire de référence reste
un problème important surtout en acoustique sous-
marine. Le mieux serait que cette source physique soit
située à bord du bateau pour pouvoir être contrôlable
localement, mais ceci constitue une hypothèse contrai-
gnante en pratique et pas forcément réalisable dans
certaines applications . On préférera se repérer par
rapport à un signal connu émis par un bruiteur annexe
parfaitement localisé . Ce bruiteur ne doit pas néces-
sairement être de forte puissance par rapport au bruit .
La méthode proposée a cependant l'avantage de pou-
voir être appliquée dans un autre contexte que celui
de la localisation de sources en acoustique sous-
marine. En effet, puisqu'elle permet d'identifier le
vecteur source en temps réel, elle s'appliquera dans
tous les problèmes où, l'antenne étant fixe, c'est le
milieu de propagation qui évolue [14] ou bien la
source qui se déplace.
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Annexe 1

CALCUL DE W°pI DANS LE CAS DE P-1 SOURCES ORTHOGO-
NALES A LA SOURCE DE RÉFÉRENCE

Par hypothèse, les sources sont orthogonales à la
source 1 de référence au sens où

(Al-1)

	

D t 1 Dp =0,

	

p=2, . . ., P.

Donc, d'après (14), D l est un vecteur propre de R x
associé à la valeur propre N o + 6 2 . Soit donc la
base orthonormée des vecteurs propres de R,,

[1]

[3]

[5]

[7]

[9]

(Al-2)
{D i
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T
V2 , . . , VN

	

>

alors

(A1-3) Rx-- E ~ V„Vt„+(N6~+62) DJD I

n=2

	

N



N
(A1-4) Rx 1 =

	

k„ 1 Vn V'n +(NGl+G 2 ) -1 D 1 D 1
n=2

	

N

Finalement, il est facile de calculer à partir de (13)
z

(Al-5)

	

W°pt-

	

G1

	

D1(N ci, + G 2 )

qui n'est rien d'autre que le résultat qui serait obtenu
dans le cas d'une source unique.
Donc, si la source de référence est orthogonale aux
P-1 autres sources, alors W°p, est colinéaire à D 1 avec
le même coefficient de proportionnalité que dans le
cas où la source 1 est seule.

Annexe 2

CALCUL DE LA VARIANCE DE L'ESTIMATEUR W de W°pt EN
FIN DE CONVERGENCE : CAS STATIONNAIRE

On note également

(A2-1)

	

q(k)=E[IV'(k)D 1 1 2 ]

qui sera utile dans la suite des calculs . On calcule la
récurrence sur q

(A2-2) q (k + 1)

= E [ I [D'1- µDt 1 X (k) X' (k)] V (k)12]
+µ 2 E[I opt (k)Dt 1 X(k)1 2] .

Le développement de (43) donne

(A2-3) p (k + 1) =p (k)
+µ2 E[Vt(k) X (k) X t (k)X (k)X t (k) V (k)]

-2 µ E [V' (k) X (k) X' (k) V (k)]

+
µ2 E min E [X' (k) X (k)],

où Emin=E[e' 1I2] a déjà été calculé en (20) . De même,
il vient d'après (A2-2)

(A2-4) q(k+1)=q(k)

+µ2 E [Y (k) X (k) X' (k) D, Dt t X (k) X' (k) V (k)]
-2 tE[V'(k)D1D t1X(k)X t(k)V(k)]

+µ2 Emin E [D t 1 X (k) X' (k) D1] .

On suppose dans la suite que

Xt(k)X(k)=Tr{Rx}=N(G2+(y),

ce qui a été justifié dans le texte. De la même façon,
Dt1 X (k) X' (k) D 1 est en moyenne égal à Dt1 Rx D1 .
Ainsi, les équations (A2-3) et (A2-4) peuvent se réé-
crire, si l'on tient compte de l'hypothèse (H2),

(A2-5) p(k+1)=p(k)+µ2N(62
+G1) E [Vt(k) Rx V (k)]

-2 µ E [V' (k) Rx V (k)]+µ2 Emin N (62 + 61)
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q(k+l)=q(k)

+J.1 2 D t 1 Rx D1 E [Vt (k) Rx V (k)]
-2 µ E [Y (k) D1 Dt1 Rx V (k)] +

µ2 Emin D'1 R x D l .

En tenant compte de la forme (14) de la matrice R x
dans le cas d'une source et de l'équation Dt1 D1 =N,
il vient encore

(A2-7) p(k+l)=[1+µ2N(62+61) G 2 -2 µ62]p (k)

+ [µ 2N (6 2 + 6i) Gi -2 µ6i] q (k)

+l 2 EminN( 62 + 6 1)

et

(A2-8) q(k+1)=[l+µ 2 N(62 +N61)G1
-2µ(G2+N61)]q(k)

+µ 2 N(62 +NG1)62p (k)+µ2 Emi n N(G2 +NG1) .

On admet que les suites p (k) et q (k) sont conver-
gentes, cette étude ayant été faite dans [3] . A partir
des égalités (A2-7) et (A2-8), il vient par passage à la
limite

(A2-9) p(~)=
	 µEminN(G 2 +Gi) -- q(co)62[2-µN(62+(y1)] 6 2

et
G2

(A2-10) q(00)= 2µEµNG1
+2-µNGlp(cc) .

La solution du système d'équations (A2-9)-(A2-10)
fournit

(A2-11)

	

p(ce) =	
ilNEmin

2-µN(62 +61)

Annexe 3

CALCUL DE LA VARIANCE DE L'ESTIMATEUR W DE W,,,, EN
RÉGIME PERMANENT : CAS NON STATIONNAIRE

On procède de la même manière qu'en Annexe 2 . La
récurrence sur q (k) défini en (A2-1) donne

(A3-1) q(k+l)
=E [ I [D'1-µDt1 X (k) X' (k)] V(k) 12]

+µ 2 E [ I ep 1 (k)Dt1 X (k) 121+d 2 ,

où

(A3-2)

	

d'2 = E [Dt 1 d (k) d' (k) D1].

Le système (A2-7), (A2-8) se trouve remplacé par

(A3-3) p(k+l)=[1+µ2N(62+G1)G~-2µ62]p(k)
+[µ 2 N(G 2 +Gi) Gi -2 µ Gi] q (k)

+
.t2 Emin N (G2 +

(
yi) + d 2,
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La matrice Rx 1 a les mêmes vecteurs propres que R x
mais avec les valeurs propres inverses associées de
sorte que

et

(A2-6)



et
(A3-4) q(k+l)=[1+µ 2 N(az +Nal)a

-2µ(a2 +N al)] q(k)
+µ 2 N(az -t, No)azp(k)+µ 2 Em; n N(az +Nal)+di2 .
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En passant à la limite conformément à l'Annexe 2,
ceci donne le système
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et

(A3-6) q(cc)=
ttEminN+(d'2/µ(6 z +Nc ))

2-µNa

volume 5 - n° 3 - 1988

2
+2µµNalp(c).

La relation (73) est la solution en p (ce) de ce dernier

(A3-5) p (oo)= µEminN(az + a1)+(dz/µ) - al q (~)

	

système.
az [2-gN(az +al)]

	

az
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