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RESUME

Nous présentons essentiellement des résultats expérimentaux concernant trois logiciels opérant sur deux
ordinateurs : un B6700 de Burroughs et un DPS 8/70 de CII-HB.
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SUMMARY

We essentially present some experimental results which concern three softwares implemented on two computers: a
B6700 and a DPS 8/70.
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Introduction

Une des activités du AAECC (Algébre Appliquée
Et Codes Correcteurs) est la production de logiciels
performants dans les domaines des codes correcteurs,
de la simulation de transmission et de la factorisation
de polynomes.

Les logiciels que nous avons mis au point sont opéra-
tionnels sur divers ordinateurs et microordinateurs :
TRSI, TRSIII, Applelll, B6700, DPS8&/70,
CDC750. Les langages de programmation utilisés
sont : Basic, FortranIV, Fortran V, Algol, Pascal.
Nous présentons dans ce qui suit trois de nos logiciels
qui permettent de factoriser des polyndmes binaires de
grands degrés (jusqu’a 2100), en utilisant I'algorithme
bien connu de Berlekamp (réf. [1]).

Précisons bien que nous ne donnons pas ici une nou-
velle méthode performante de factorisation. Le lecteur
intéressé par les complexités théoriques de problémes
de factorisation est renvoyé a [5].

Soit f(X) un polynéme binaire. Nous allons décrire
deux algorithmes de factorisation de f (X).

Dans une premiére partie nous situons le cadre algébri-
que.

Dans une seconde partiec nous décrivons sommaire-
ment les algorithmes mis en ceuvre.

Dans la derniére partie nous donnons les résultats
expérimentaux obtenus.

Partie 1. Le cadre algébrique

Nous donnons quelques propriétés algébriques trés
élémentaires permettant de fixer le cadre algébrique
précis dans lequel mnous travaillons pour
factoriser f (X).

Propriété 0 : 11 est possible de toujours se ramener a
la factorisation d’un polyndme a racines simples.

Démonstration : En effet soit g(X) le polyndme

binaire suivant :
g(X)=p1(X) x ... xpN(X),

ot p;(X) est irréductible (1<i<N). Ou my, ..
sont les multiplicités paires.
Alors nous factorisons :

g(X)
pged (g(X), g'(X))

ou g’ (X) est la dérivée de g(X).
f(X) est un polyndme a racines simples.

On factorise alors f(X)  pour

pt+1(X), AR pN(X)
Reste alors a factoriser le polynéme h(X) :

h(X)=p71(X) x ... xp(X).

., m,

=f(X)=p,+1 (X) x ... xpx(X),

obtenir

Pour cela il suffit d’extraire les multiplicités puissances -
de 2 de h(X), et d’appliquer & nouveau ce que nous
avons indiqué ci-dessus.

Soit donc f(X) un polyndme binaire & racines
simples :

FX)=p, (X} x ... xpx(X),

ou p;(X) est irréductible (1 <i<N).
Enongons quelques propriétés de 'algébre A égale a :

A=F,[X)/( f(X)).

Propriété 1 : A est principale. Pour tout a(X) de A
ona:

(a(X)) =(pged ( f(X), a(X))).
Nous appelons idempotent de A tout élément e(X)
vérifiant :
e (X)=e(X).
Soit h ’endomorphisme de A défini par :
h: a(X)-a*(X) (Va(X)eA).

Propriétée 2 : L’ensemble des idempotents de A est le
sous-espace vectoriel propre de h associé¢ a la valeur
propre 1.

Ce sous-espace est classiquement appelé espace de
Berlekamp.

Propriété 3 : L’élément A, (X).( f(X)/p;(X)) de A est
un idempotent noté ¢;(X) pour A;(X) defini par :

Ai(X). ]—:(—)Q =1
p:(X)

¢;(X) est 'idempotent générateur de I'idéal minimal

i

( £ (X)/p;(X)). On dit que ¢, est un idempotent primitif
de A.

(modulo p; (X)).
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Propriété 4 : On a :
A=(e)®...®(en)
et
A>B=F,[X]/(p, (X)) x ... xF; (XI(Pn(X))-
L’isomorphisme @, de A dans B est défini par :

QN a1e1+...+aNeN_>(al,...,aN).

Propriété 5 : Soit e¢(X) un élément de A.

Si : e(o)=1 pour toute racine o; de p;(X) et si:
e(a;)=0 pour toute racine «; de f(X)/p;(X), alors
e(X) est égal a I'idempotent e, (X).

Soit m, la projection dans B définie par :

m: (a, -..,a0—(a, ...,a0,0,...,0).

Désignons par I, I'isomorphisme défini de =, (B) dans
B, (B, =F, [X]/(p, (X) x . .. x F,(XJ/(p.(X))) par :

Ik:‘ (ab"',akso,'--,O)ﬁ(al,...,ak).

Soit enfin O I'isomorphisme de
A (A =F,[X]/(p, (X) x ... xp(X))) dans B,, défini
de la méme fagon que @y dans la propriété 4.

Propriété 6 : Le morphisme surjectif @; ! oI, om,© @y
de A dans A, peut étre défini par : '

a(X) - a(X),

ou a(X) est le reste de la division de a(X) par
21(X)x ... xp(X).

Démonstration : Considérons dans A I'idempotent pri-
mitif ¢;(1Zi<k).
Ecrivons Pégalité d’Euclide :
e;(X)=¢q(X).p; (X) x ... xp(X) +7;(X).
On note que I'on a :
ri(w)=e(a)=1,
pour toute racine a; de p,(X),
r; (“j) =¢; (aj) =0,
pour toute racine o; de (p, (X). . . p(X))/p: (X).

Donc r;(X) est I'idempotent primitif de A, générateur
de I'idéal minimal (p, (X). . . p, (X)/p;(X)).
Si I’on considére un élément a(X) de A, on a :

a(X)=a,(X).e;+ ... +ay(X)en.
D’ou I’on déduit que :
aX)=a;(X)ri+... +a,X)r.

Car le degré de q;(X) est inférieur au degré de
pi(X).(1=iZk).
Ceci achéve la preuve de la propriété 6.

Nous décrivons maintenant la factorisation de f (X).
A partir d’'une base de I’espace de Berlekamp, on
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posséde au moins un idempotent non trivial (ni nul,
ni égal a un).

Cet elément e(X) factorise f(X) en deux facteurs
fi(X) et £5(X) car on(e(X)) 4 au moins une compo-
sante nulle.

On peut alors
S[i(X)=p(X) x ... xp(X).
D’apres la propriété 6 on sait construire un systéme
de générateurs de I'espace de Berlekamp de A,. On’
peut ensuite itérer.

Notons que le role des idempotents n’est pas essentiel.
Ce qui importe est d’arriver & construire un
¢lément a(X) non nul dont la représentation dans B
posséde au moins une composante nulle. Toutes les
techniques visent ce but.

supposer que :

Partie II. Description sommaire des algo-
rithmes proposés

Nous présentons maintenant deux algorithmes de fac-
torisation, ’un implanté sur deux ordinateurs: le
B6700 (nom du programme : FAST04) et le DPS 8/70
du CICT de Toulouse (nom du programme :
FASTO05).

L’autre algorithme est implanté sur un B6700, nom
du programme : FASTO6.

L’algorithme programmé dans FAST04 et FASTOS
est 1algorithme classique de Berlekamp pour des
polyndmes de degré inférieur a 350. La complexité
théorique de cette partie est donc en O(n®) qui est la
complexité de la méthode de Berlekamp pour des
polyndmes binaires. Nous indiquons que pour de
petites valeurs de p la méthode de Berlekamp est la
meilleure connue.

Lorsque le degré des polyndmes est compris entre 350
et 2 100, nous avons choisi de factoriser f(X) en deux
facteurs f,(X) et f,(X). La difficulté dans ce cas
réside dans le fait que pour construire I'espace de
Berlekamp, il est nécessaire de construire une matrice
de taille : nxn, si n est le degré du polynéme. Soit
par un polyndme de degré 2 100, la taille de la matrice
est : 2100x 2100, ce qui n’est pas concevable sur le
B6700, ni sur le DPS 8/70. Aussi utilisons-nous ici le
fait que les polyndomes sont a coefficients binaires.
Ceci permet la simplification suivante : plusieurs coef-
ficients binaires sont stockés dans une variable numéri-
que. Ceci permet alors d’envisager la factorisation de
polyndmes binaires de grands degrés.

Toutefois les performances de cette technique sont
directement liées 4 la taille du mot machine qui est le
registre binaire alloué a chaque variable numérique.
Lorsque nous utiliserons cette technique nous dirons
que I'on factorise dans les mots machine.

Le sous-programme qui factorise les polynomes de
degrés inférieurs a 350 s’appelle FAST02.

Le sous-programme qui décompose en produit de
deux facteurs les polynémes de degré supérieur a 350
s’appelle CASSMO.
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Organigramme logique sommaire
de FAST04, 05.

DEBUT )

LECTURES : degré de f(x)
polynome £(x)

LISTE « {£(x)}

LISTE=

non

Choix d'un polynome f(x)
dans LISTE, de degré n

Appel de CASSMO :

f(x) factorisé en

LISTE < LISTE U

A

Appel de FASTQ2 :

calcul de tous les

facteurs de £(x)

degé de £(x),
polynome f(x)

.

Construction de la

LECTURE :

matrice M de h-id

(en mots-machiné)

Triangularisation de M:

obtention d'une base de

1'espace de Berlekamp

sélection d'une liste

d'idempotents < LISTE

Sélection d'un idempotent
p

de LISTE

i

Fractionnement des facteurs

en utilisant 1'idempotent

a~t-on

tous les fac

teurs 9

Réduction des éléments
suivants de LISTE (change-
ment d'algebre par Hk)

Organigramme logique sommaire

de FASTO06.
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L’algorithme programmé dans FAST06 est également
I’algorithme de Berlekamp, toutefois toutes les fonc-
tions du logiciel sont cette fois programmeées dans les
mots machine. La technique est la méme quel que
soit le degré du polynome.

Nous indiquons que les logiciels que nous avons réali-
sés n’utilisent pas les supports de mémoire de masses.
(Sauf pour les opérations de swapping inhérentes a
certains systémes d’exploitation.)

LMOQC, la taille du mot machine est variable d’un
ordinateur a l'autre :

— sur le B6700, LMOC est égal a 37 positions
binaires;

— sur le DPS8/70, LMOC est égal a 34 positions
binaires.

Un autre intérét de ces trois logiciels est que LMOC
dans chacun des programmes est une variable. Ceci
assure la portabilité des logiciels sur d’autres ordina-
teurs que ceux mentionnés.

Partie I1I. Résultats expérimentaux

Dans cette partie nous donnons des résultats expéri-
mentaux concernant chacun des trois log101els
FAST04, FASTOS et FASTO6.

Le nombre moyen de polyndmes testés par degre
est 10.

Les temps sont donnés en minutes, secondes.

degré Temps moyen de calcul
de £(X) pour

FASTO4 FASTO5 FASTO6
40 2"9 1" o"7
60 AN "3 1"
80 4"7 1"8 16
100 72 2"6 2"3
150 14"3 5"4 49
200 30"8 1"3 8"2
250 517 20"2 14"2
300 124" 32" 22"4
350 2'00"  44"M9 29"7
400 2727 1T 42"y
450 2'[‘5" 3" 1'3"
500 4'03"  3'01"  1'15"
600 413" 2'o7"
700 7'51" S 3'05"
800 9'59" 431"
900 DPS /70 6'18"
1000 821"
1250 15'39"
1500 26"42"
1750 Be6700 40'06"
2000 59'41"
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Temps de calcul des polyndmes de la forme : X" —1.

Temps de calcul pour
Polynome [FASTO4 FASTO5 FAST06
X63—1 3" 6 1" 3 1" 4
X127-1 7" 3 2" 6 3" 2
X255—1 34" 4 7" 8 12"
X5”-1 1'20" 20" 3 30" 9
X2047—1 147 9" 5'48" 7'16"

COMPLEXITE EXPERIMENTALE

Soit un polynéme f(X) de degré d. Soit ¢ le temps
(en secondes) nécessaire a sa factorisation. L’ensemble
des couples (log 4, log t) forme un nuage de points
que I'on peut ajuster par les moindres carrés a une
droite d’équation :

logt=alogd+b (log : en base 10).

On en déduit alors que :
‘ t=10°.4".

Cette formule donne la complexité expérimentale.
Pour d inférieur ou égal a 300 on a :
— pour FAST04 : 3,3.1073.4%73,
— pour FASTO05 : 9,5.107*. 478,
— pour FASTO06 : 8,1.104.478,
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Conclusion

L’étude présentée ici est une simple comparaison expé-
rimentale entre plusieurs logiciels appliquant deux
versions différentes de I'algorithme de Berlekamp. Les
variations par rapport a 'algorithme de Berlekamp
initial sont liées a des exploitations diverses de la
donnée de la base de Berlekamp.

Toutefois nous indiquons que nos logiciels permettent
de factoriser des polynémes binaires de grands degrés
(~2000) en utilisant les mots machines. On notera
donc I'importance du choix de I'ordinateur. En effet
la taille et les temps d’exécution des instructions de
manipuldation des mots machines varient sensiblement
d’un calculateur a I'autre.
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