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RESUME

Nous caractérisons une famille de codes qui généralise la famille des codes doublement circulants étudiés en
particulier par MacWilliams, Karlin, Beenker, Ventou, Rigoni (ref. [1 a 4)).
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SUMMARY

We characterize a family of codes which generalize the family of doubly circulant codes studied in particular by
MacWilliams, Karlin, Beenker, Ventou, Rigoni (ref. [1 to 4]).

KEY WORDS

Self dual codes, 2k circulant codes, decomposition of algebras, construction of codes, enumeration of codes.

Traitement du Signal 2 0 5 volume 1 - n° 2-2 -1984




CODES AUTODUAUX k CIRCULANTS DE CARACTERISTIQUE IMPAIRE

TABLE DES MATIERES

Introduction

1 partie. Cadre algébrique

2¢ partie. Les codes autoduaux 2k circulants
3¢ partie. Résolution

Conclusion |

Bibliographie

Introduction

La découverte d’'une matrice génératrice double circu-
lante du code de Golay binaire étendu est & I'origine
de I’étude des codes doubles circulants.

Karlin, MacWilliams et Beenker principalement déve-
loppent des études sur de tels codes {2, 3, 4].

Dans un papier trés récent (réf. [1]), Ventou et Rigoni
caractérisent de maniére constructive tous les codes
doubles circulants qui sont autoduaux.

Une généralisation des codes doubles circulants est
constituée, d’une certaine maniére, par les codes quasi
cycliques dont une matrice génératrice est obtenue
par concaténation de matrices circulantes. En particu-
lier P. Piret donne des résultats intéressants dans [7].
Les codes k circulants (en abrégé CkC) que nous
étudions dans ce papier généralisent les deux familles
de codes dont nous venons de parler.

L’étude que nous présentons dans ce papier fournit
une méthode de construction de tous les Ck C auto-
duaux sur F_ (g=p", p premier impair). De plus nous
établissons les conditions nécessaires et suffisantes
d’existence de ces codes, et lorsque celles-ci sont véri-
fiées nous indiquons le nombre de codes.

Pour cela nous rappelons, dans une premiére partie,
une description des résultats qui nous sont utiles,
concernant I’algébre A :

A=F, Xy, o XX =1 X 1),

Nous montrons ensuite dans la partie II comment
transformer le probléme matriciel de la recherche de
Ck C autoduaux en la résolution d’une ¢quation dans
F, et d’une équation dans A.

Nous présentons enfin dans une derniére partie une
méthode de construction des Ck C autoduaux. Nous
en déduisons les conditions nécessaires et suffisantes
d’existence des Ck C autoduaux, et lorsque ces condi-
tions sont vérifiees nous précisons le nombre de ces
codes.
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1 partie. Cadre algébrique

Donnons tout d’abord les notations que nous utilisons
par la suite.

Nous désignons par m; la multiplicité des racines de
Xji—1, et nous supposons m;Em;(1 Si<j<k).
Nous posons m=m, et n=n; X ... Xn,

La polyndme p; (X)), de degré d,, désignera un facteur
irréductible de X?i—1. Nous noterons o; une racine

de p;(X;). On désigne par o, . ..,o;_, X;) un facteur
irréductible de p;(X,) dans [ (a,...,0_)[X].
Nous unotons pour simplifier ®; le polyndme
o;(Xp, o, X))

Enfin {(o, ..., o)} désigne la classe de transitivité
de (a4, . . ., o) sous I'exponentiation par q.

Désignons par t 'automorphisme involutif de A défini
par :

HaXy, . L X P=aXr LX)

Illustrons les notations par I’exemple suivant :

Choisissons :
A=F,[X 1, Xp Xs)(X3— 1, X0~ 1, X3~ 1).
Nous avons donc :

n=720, my=1, m, =2, my=m=§,

La factorisation des polyndmes X}i—1 est :

Xi—1=(X,+1) (1+X, +X3),
(X3—1)2=(X,— )2 (1+X, + X2 +X3+X3)?
X3-D)P=(X; =D (1 +X5+X3)*%

Choisissons les facteurs de x7i—1 suivant :

P, (X)=1+X,+X},
P,(X,)=1+X,+X3+X3+X3,
Py(X3)=1+X;+X3.

d,=2, d,=4, dy=2,

W, (0(1, XZ) =1 +CX1 X2+X§,

(1)3 (dl, 0(2, X3) = 1 +OL1 +X3.
La classe de transitivit¢ sous I'exponentiation par 2
de (o, o,, o3) est:
{ ((11 aZ» aS) } = { (ap dz, d3)s (uzl,a (Z%, a%),

(aD G(;, (XB)! (aiﬁ (12, a%) } ‘

Donnons maintenant quelques propriétés de A. Ces
résultats sont des développements classiques des tra-
vaux du AAECC. Cest pourquoi ils ne sont pas

démontrés ici. Nous renvoyons le lecteur a des
références bibliographiques {5], [6] et [8].
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Propeosition 1 :
— A se décompose en une somme directe d’idéaux
principaux : A=A, ® ... DAy, etlona

Ayi=1(Ayi-y) (1=si=M),
A;=1(A) (2M<j<N).

— 1l existe une bijection entre I'ensemble des idéaux
A; et Pensemble des classes { (o, . . ., ) }. Si A, cor-
respond @ {(oci, ...,0)} alors T(A;) correspond a
(CRIR )
— Si A, correspond a {a,,...,o)}, alors il existe
un isomorphisme ©; entre A; et I'algébre B, :
R X X022

(pl’ 0)2, T O)k, ZTI, ey Z,’:‘k)

B.

14

Ces trois points sont démontrés par A. Poli
(réf. [35, 6)). .
L’idempotent de A; sera noté e, On conviendra que
Ay correspond a {(1, 1, ..., 1)}.

2¢ partie. Les codes autoduaux 2 k circulants

Donnons dans un premier temps deux définitions
relatives aux Ck C.

Définition 1 : Une matrice k circulante sur F_ est une
matrice carrée Q du type suivant :

QO Ql an'- 1
Q — an -1 (?0 an -2 ,
Q Q Qo

ou chaque Q; est une matrice {(k—1) circulante si
(k—1) est non nul, et ou Q; est un ¢lément de [F,
sinon.

Définition 2 : Un code est dit k circulant pur si il
admet une matrice génératrice de 1a forme : (IQ).
Un code est dit k circulant bordé si il admet une
matrice génératrice de la forme :

a 0...0 a 1-1

b d

: I oQ f

b d
ou a, b, c et d sont des éléments de F,.

Indiquons maintenant le lien qui existe entre P’algébre
des matrices k circulantes et A.

Propriété 2 : L’algébre des matrices k circulantes Q
est isomorphe 4 "algébre A. L’isomorphisme est défini
de la facon suivante : 4 Q nous faisons correspondre
le polyndme Q(X;, . . ., X,) dont les coefficients sont
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ceux de la premiére ligne de Q dans la base canonique
de A ou les mondémes sont classés par rapport a
I'ordre lexicographique.

La proposition suivante permet d’énoncer le probléme
de la recherche de CkC autoduaux en termes de
polyndmes.

_ Proposition 2: Un Ck C est autodual si et seulement

s’il posséde une matrice génératrice vérifiant la (les)
condition(s) suivante(s) :

(a) Code pur: —1 doit étre résidu quadratique dans
F,» et on doit avoir : Qt(Q)= —1 dans A.

(b) Code borde¢ :

(1) a’+c*=—n,

| — 1si —1 est rendu quadratique dans F,

2) QuQ=
( 1@ (—1+eNsinon.

1

Cette proposition est prouvée par k égal a 1 dans [1],
et se démontre directement pour k quelconque en
généralisant ce dernier résultat.

L’équation (1) est résolue dans [1].

3¢ partie. Résolution

Nous résolvons dans cette partie 'équation (2) en
utilisant la décomposition de A indiquée dans la
partie 1

Posons : Q=¢,+...+4gy avec g;eA;(1<i<N).
Résoudre I’équation (2) revient a caractériser les élé-
ments gy, . . ., gn

Lemme 1 : Les sommes partielles q,; ;+4q,;
(1ZisM) sont de la forme: sy, ;—1(s;i ),
ou S,;_, est un inversible quelconque de A, ;_,.

La preuve de ce lemme est directe.

Déterminons maintenant g;(2M <j £N), ce qui est un
probléme plus délicat.

Pour des commodités de notation, nous appelons :
— B P'algebre isomorphe a A ; (cf. proposition 1) :

B F Xy X 2] .
P10 .. ., O, ZTL, ..., Z7%)

—K Ie corps résiduel de B :
Kzﬂ:q [Xl’ ey Xk]/(pl’ Wy, oo vy ooy O)k)'

— & la dimension de K. D’apreés (8] :

S=ppem(d,, .. .,dy).
—1’ Pautomorphisme conjugué de la restriction de 1
a A, dans B.
En utilisant 'isomorphisme ¢@; défini dans la partie I,
nous ramenons la détermination des ¢; a la détermina-
tion des €éléments r de B tels que :

rtv(r)y=—1 dans B.

volume 1 - n° 2-2 -1984



CODES AUTODUAUX k CIRCULANTS DE CARACTERISTIQUE IMPAIRE

Posons :

xekK,

=x(1+
rex(lty) - avee {u nilpotent de B.

L’équation précédente se transforme en les deux
équations :

x1'(x)=—1 dans K.
(14+u)t"(1+u)=1 dans B.

Donnons un lemme qui nous permettra de caractériser
les €léments x.

Lemme 2 : Lorsque K est une extention stricte de [,

il est de dimension d paire (3=2t) eton a:
T(x)=x" (VxeK).

De plus U'ensemble des points fixes de T’ est un espace
vectoriel de dimension t.

On caractérise maintenant les €léments x.

Lemme 3 : Les solutions de l'équation : x 1" (x)= —1
dans K sont :

— les q'+ 1 racines du polynéme Y¥** +1 si §=2¢.
— 4+ /—1sid=1.

Cherchons maintenant les éléments 14+u de B tels
que :

(+w)v (1 +u)=1

Soit N P'ensemble des nilpotents de B.
Considérons :

I={1+u/ueN}.
¢ et ¥ deux applications de B dans B définies par :
@:x— x1 (x),
Yix > x+1 (%)

Nous présentons maintenant un lemme qui permet de
caractériser les éléments 1 +u.

Lemme 4 :
INImy=0(D).

Démonstration : Nous ne démontrons que le seul
point non trivial :

INImy (I).

Soit: 1+uelMImy.

L’ordre multiplicatif de 1+u est de la forme ¢°. On a
donc :

T4 u=(1+w)@+ V21 (1 4y)@+ D2,

Ce qui signifie que : 1+ue@(I).
Le lemme précédent nous conduit donc a dénombrer
les eléments de I M Im .
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Proposition 3 :

IIﬂIm\II|=q("'1

m— 1) 8/2

Démonstration : Dénombrons donc les éléments u de
N fixés par 1'. Pour cela posons :

C,=KI[Z,J(Z})
C=C,_[ZJ(Z!) (2=Ik).

N, 'ensemble des nilpotents de C; (1 £I<k). Notons :
Y, la restriction de ¥ 4 N;; A,, la dimension de Im v,
sur [,

Nous faisons un raisonnement par récurrence sur L
Supposons que :

m,...m_;,—1d
2

hiy=

et démontrons que :

Considérons la famille F, :
Fi={f=2-7 (Zl))i/0§i<m;} )

F, est une C,_; base de C,.

Soit un élément u, point fixe de 1" dans N, Alors
nous pouvons écrire :

u=ugy fotu fit. .ty St
et
T(W)=1"(uo) fo—7 () fi+ ... +T (1) f-1-

Soit :

-1
g Uy ;=7 (uy) (O:_<—i§m12—>,

—1
(”2i1=_fl(“2i—1) (léif—_"nlz—)

D’aprés 'hypothése de récurrence il y a autant d’élé-
ments de N,_, invariants par 17" que d’éléments tels
que : u=—1'(u) car :

dim(N,_,)

Mpoy= 5

=dim(Ker y,_,).
D’ou :

m,— 1
Moyt Oy 1) D

+(x‘_1+t)('ﬁ§1> i 8=21,

m,—1
Moy 4 gy + D . )

(m—1) si 8=1.

+2_y
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Soit dans tous les cas :

(m;...m—1)3%

A= 5

La propriété est vraie pour [ égal a 1. D’ou :

A= (m, .. .2mk—1)6

et
my— 1) 8/2

TN Imy| =g -
Nous obtenons ainsi le corollaire suivant :
Corollaire : Le nombre de choix possibles pour r est :
(mp% . .. Xmy—1)8/2

Codq

avec !
g+1 si d=2t,
Cn=
° 2 si d=1.

Démonstration : 1l nous suffit de préciser le nombre
d’éléments (1+u) tels que :

(1+u)v(1+u)=1 dans B.
D’aprés la proposition 3 nous avons :

o] =g

Le nombre de solutions (1+u) est : [I|/| @ (I)] soit :

X my —1) 3/2

gimx - xmo1D¥2

Ces résultats permettent d’énoncer le théoréme sui-
vant.

Théoréme : 1l existe des C k C autoduaux de caractéris-
tique impaire si et seulement si 'une des hypothéses
suivantes est vérifiée :

(H,) —1 est résidu quadratique dans [,

Alorsily a:
M
— Oy
q(1/2) (n—(n/my x . .. xmy)) il;ll g2 1)
x I ¢; codespurs.
ji=2M-1
M
Co g2 imy e m) 1‘[ (g%2i—1)
i=1
N
x [] ¢ codesbordes.
j=2M-1

(H,)—1 n’est pas résidu quadratique dans F,, n est
impair et non nul module p.

Alorsily a:
M
Co q(1/2) (n=(nfmqy X . .. Xmy)) l'I (qBZi_ 1)
i=1
N
x [l ¢ codesbordés.
j=2M+1
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Avec :

Co est le nombre de couples (a, ¢) solutions de I'équation
(1) et est égal a :

2(q—1) si  nest nulmodulop,
co= s (q—3)si —nestuncarré nonnulmodulop ref. [1],
(g—1) sinon,

Cj est :

2 s =1,
STV g1 s 8,=2t;

8, est la dimension du corps résiduel de B,

Nous indiquons que dans chaque cas le dénombre-
ment dépend de ’algébre A.

Conclusion

Nous avons apporté dans ce papier deux résultats qui
a notre connaissance sont nouveaux.

Pour premier résultat nous avons généralisé I’étude
des codes doubles circulants publiée par H. Ventou
et C. Rigoni dans [1]. Pour second résultat nous avons
preécisé le nombre de Ck C autoduaux définis sur des
corps de caractéristique impaire.

De plus nous rappelons que la méthode que nous
avons développée est une méthode constructive.

Nous n’avons pas traité dans ce papier le cas particu-
lier ol g est pair car les démonstrations sont totale-
ment différentes. Nous publierons dans un prochain
article les résultats dans ce cas.
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