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RESUME

Cet article fait le point sur des résultats obtenus concernant la démultiplication des codes sur Fm (image g-aire)

principalement a propos des codes cycliques, de codes autoduaux binaires 4 poids multiples de guatre et
d’applications au décodage.
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Introduction

Cet article fait un bilan sur des travaux du GECT
{Groupe d’Etude du Codage de Toulon] concernant
la démultiplication sur F, de codes sur F = (F est le
corps de Galois de g" éléments). Rappelons que le
démultiplié d’un code sur F» (ou image g-aire) est le
code obtenu en remplagant dans chaque mot, chaque
composante par son systéme de composantes par rap-
port a une base de Fm sur F,.

On aborde tout d’abord les codes cycliques sur Fm
en caractérisant ceux dont le démultiplié est cyclique.
On construit une famille de codes sur F, doublement
circulants et formellement autoduaux & partir de
démultipliés de codes cycliques sur F .

On décrit une construction de codes autoduaux et,
dans le cas binaire, on particularise I'étude au cas des
codes a poids multiples de quatre.

Un résultat reliant les notions de démultiplié et de
sous-code sur un sous-corps est indiqué et enfin les
applications de la démultiplication au décodage sont
abordées.

La partie 1 rappelle les définitions et motivations et
la partie 2 indique les résultats obtenus.

Cet article ne contient aucune démonstration. A ce
propos le lecteur est renvoyé aux textes signalés dans
la bibliographie qui sont soit déja publiés (pour la
plupart d’entre eux), soit & paraitre,

Le vocabulaire, les définitions usuelles, les résultats
classiques sur le codage utilisés dans ce texte sont
standard et peuvent se trouver dans [7].

1. Préliminaires

1. 1. DEMULTIPLICATION

1.1.1. Définition

Soit F le corps de Galois d’ordre ¢" (g puissance
d’un nombre premier) et B={b,, b,, ..., b, } une base
de F,r considéré comme espace vectoriel sur F,.

La démultiplication def,surF, (par rapport a la
base B) est I'application d définie par :

X={X1, ey Xpp ooy X €(F )"

d
!
d(x)=(.., x},x}, .., %}, .)e(F)"

r

avec x;= » x{ b,
i=1

Le démultiplié d’un code C est son image d (C).

L’application d est F, linéaire et si C est un code
linéaire (n, k, 0) sur F alors d (C) est un code linéaire
(nr, kr, D) sur F, avec D23,

1.2.2. Problémes et motivations

Le probléme général de la démultiplication consiste’
en la construction et Pétude de codes intéressants sur
F, comme démultipli¢ de codes sur F . Par exemple
les fameux codes de Justesen (voir [71) sont obtenus
par démultiplication. C'est aussi le cas des codes « en
cascades » de Dumer et Zinoviev {3}, MacWilliams,

Karlin, Bhargava Tavares ont étudi¢ les démultipliés
des codes résidus quadratiques sur ¥, (voir [5] et [6]).

Une des motivations est la recherche de classes de
« bons codes » au sens de Shannon (telle que celle
des codes de Justesen) ou bien la recherche de codes
qui sont individuellement intéressants comme, par -
exemple, les codes autoduaux binaires a poids mul-
tiples de quatre et extrémaux.

D’autre part, Putilisation des codes démultipliés se
préte naturellement au décodage des paquets
d’erreurs.

Deux aspects viennent récemment de créer des liens
avec la démultiplication : le contre-exemple de Pat-
terson et Wiedeman [10] sur une conjecture concer-
nant le rayon de recouvrement du code de Reed-
Muller d’ordre 1 en dimension impaire peut s’inter-
préter en termes de démultiplication et enfin, la
percée de la géométrie algébrique en codage (voir {4])
qui fournit des constructions intéressantes de codes
sur Fn.
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1.2. CHOIX D'UNE BASE DE [ m SUR F,

La démultiplication dépend du choix d’une base de
F, sur F,. On décrit maintenant les différents types
de bases utilisées :
— Lopérateur « trace » de Fm sur F, est defini,
comme usuellement par si ZeFm:

wZ=Z+Z%... +Z%+ ... +27".

— Si B={b,, ..., b, } est une base de Fm sur F, sa
base duale B'={b}, ..., b,,} est l'unique base telle
que :

trb; b;=38;; (Isii=jetOsinon).

i
1.2.1. Bases « naturelles »
B={1, a, .., o™ '} ou « racine primitive de Fn.

1.2.2. Bases « traces orthogonales » (TOB)
SiB=B’(tr b;b;=39;).
Propriété : Si C=C" alors d (C)=d (C)*.

1.2.3. Bases normales
B={u,uf, u?, out ! }
existe toujours (voir [7}).

1.2.4. Bases normales trace-orthogonale (NTOB)
B est 4 la fois normale et trace-orthogonale.

1.2.5. Base hermitienne

Notations : Si veFm,

v=0v"  (teN);
si:

xz(xl, eeey x,,), i_:(;l’ sany En).
Définition :
B={uy, U, .o Up}
telle que :
tr ui l;j=8ij.

Propriété : Si pour tout x, y de C, x.y=0 alors
d(C)=d (O)*.
(Le point « . » désigne le produit scalaire usuel.)

2. Résultats

2.1. DEMULTIPLIES DE CODES CYCLIQUES

2.1.1. Démultipliés de codes cycliques qui sont cycli-
ques

Soit C un code cyclique surF s de longueur » et de
générateur g(x).

d (C) est son démultiplié par rapport d la base natu-
relle {1, @, ..., o* "'} ou o est une racine primitive
delF e

Lorsque d(C) est cyclique son générateur est noté
g (x).

Théoréme (Rabizzoni, voir [13]) : d (C) est un code
cyclique sur T, si et seulement si :

(@ g(x)ef, fx]
et alors :

g()=g(x")
ou :

(b) g(x)=(x—a)r(x),
avec r (x)eF, [x] et alors :
g () =m, (x)r(x"),

avec m,, (x) polynome minimal de o sur F,.

Dans V on donnera un exemple d’application de ce
théoréme au décodage des paquets d’erreurs.

2.1.2. Codes doublement circulants et formellement
autoduaux sur [,

Le probléme de la découverte de codes autoduaux a
poids pairs sur F, et extrémaux est largement ouvert
(voir [7]). Dans le but de contribuer a la résolution
de cette question, Delclos et Rabizzoni construisent
dans [2] une famille de codes sur F, doublement
circulants et formellement autoduaux a partir de
démultipliés de codes cycliques sur F,4. Ils générali-
sent ainsi des résultats de Beenker.

La présentation des résultats est trop technique pour
étre retranscrite ici et le lecteur est renvoyé a [2].

2.2. CONSTRUCTION DE CODES AUTODUAUX

2.2.1. Introduction

Les codes autoduaux (C=C") sont particuliérement
intéressants. Ils possédent des propriétés algébriques
et combinatoires particuliéres et il a été démontré que
(voir {7]) :

(a) il existe une classe de bons codes linéaires binaires
autoduaux;

(b) il existe une classe de bons codes linéaires binaires
autoduaux a poids multiples de quatre.

On connait les bornes snivantes (voir [7]) :

Si C est un code autodual (ou formellement autodual)
binaire de poids minimal d,;, alors :

— Si les poids sont pairs :

dmin§2[f]+2.
8

— Si Ies poids sont multiples de quatre :

dmi,,g4[i]+4
24

([x] désigne la partie entic¢re de x).
Lorsque la borne est atteinte le code est dit extrémal.
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Un des objectifs de I’étude des codes autoduaux est
de construire effectivement une classe de bons codes
et aussi de construire des codes extrémaux.

La méthode utilisée ici pour construire des codes
autoduaux sur [F, est la suivante : on recherche des
codes autoduaux sur F = et on les démultiplie sur F,
par rapport a une base trace orthogonale (TOB) (voir
1.2).

Pour trouver des codes autoduaux sur F = on utilisera
certains idéaux d’algébres de groupes particuliéres.
2.2.2. Utilisation d’une algébre de groupe

Soit G un groupe commutatif fini et K un corps fini
A =K |[G]. L’algebre du groupe G sur K, est 'ensem-
ble des combinaisons linéaires formelles :
x= Y x,X¢
geG
muni des opérations :

x+y=3 (x,+y) X,

w2 (L )¢

g+h=k
(la somme g + h est calculée dans G),

x=Y (hx,)X°.

avec x,ekK,

Si G= {8, &1» -» &u—1 } alors x=) x, X7 est identi-

fié avec (x,q, Xgy5 oos Xg,_ )

Les sous-espaces vectoriels de A sont donc identifiés
4 des codes linéaires sur K de longueur n=|G| et
c’est le cas, en particulier, des idéaux de A.
2.2.3. H-codes
Les H-codes ont été introduit, dans le cas binaire, par
Camion [1].

(a) Théoréme et définition

K=’F2'7 G=(1F§.’ +)a
soit :
‘ x= Y x,X?eK[G].
geG
X><X2 X3 X4 400
X2 X1 X4 X3 ..

Deuxiéme étape (construction des lignes 3 et 4) :
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X1 . Xz X3 ., X4
X2 ., X1 X4 ., X3
X3 . X4 Xy . X2
Xq . X2 X2 , X9

100

Soit H un hyperplan de F% (sous-espace de dimension
k—1).

Soit C=(x) I'idéal principal engendré par x dans
K[G].

Si:

Z Xg= X x,=1,

geH g¢H
alors :
{a) C est un code linéaire autodual sur K;

(b) une base de C est (x X?)
C sera appellé un H-code.

geH*

(b) la construction de Rabizzoni (voir [12])

Elle permet de trouver simplement une matrice généra-
trice d'un H-code a partir des composantes d’un géné-
rateur x convenable.

On peut formaliser cette construction (voir [12]). On
va simplement ici décrire le procédé et donner un
exemple : soit :

= 2r
X=Xy, Xpy X3y Xgp ooy Xor_q, Xyr)€F5,

avec

2r—1 2r

Yox= Y x=1

i=1 =214y

(condition du théoréme).
La premiére ligne de la matrice est x.

Premiére étape (construction de la ligne n° 2) :

X9 I3 ., X r

o--ooooo-xzr ’ X2r_1
X2f_1,X2f
le’ , X2C1

Y\
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Troisiéme étape (construction des lignes 5, 6, 7, 8) :

X4 X2 X3 Xa

X2 X1 X4 X3

X3 X4 Xq X9

X4 X3 X2 X1

etc.

STOP : lorsque le nombre de colonnes est égal a deux
fois le nombre de lignes.

La matrice obtenue est une matrice génératrice du H-
code engendré par x.

Exemple : sur Fg,

S=a+1,
x=(1,0,0,0, 1, a a? a*
on vérifie :
4 8
in=zx,-=1
i=1 i=s
et on obtient la matrice :
1000 1 o o o
0100 a 1 o o
001 0 o ¥ 1 «a
0001 of o a 1

2.2.4. Cas cycliques

On utilise ici, pour g=2 et n entier impair I’algebre
de groupe K[G] avec K=F,m corps des racines n-
iémes de l'unité sur F,, G=(Z,, +) le groupe additif
des entiers modulo n.

Cette algébre est semi-simple et isomorphe a celle des
polyndmes sur K modulo x"—1 (comme classi-
quement).

Les idéaux sont principaux et ce sont les codes cycli-
ques (voir [7]).

Soit 1 une partie de {0,1, .., n—1} et C; le code
cyclique engendré par :

g@)= I (x—a),

ol o est une racine n-iéme de I'unité sur F,.

Théoréme 1 (voir [18]) : Si I et —1 forment une parti-
tion de {1, 2, ..., n—1} alors le code étendu de C, est
un code autodual sur K.

Théoréme 2 (voir [18]) : Si n=2"—1 et I={1,
2, ..., (n—1)/2} alors le code étendu de C; (Reed-Solo-
mon) est équivalent a un H-code.

Théoréme 3 (voir [11]) : Le H-code du théoréme 2
est engendré (dans Palgébre de groupe correspondante)
par:

a=1+ Y viXe

velFam

trv=1
2.2.5. Résultats obtenus

On indique maintenant les codes autoduaux sur [,
et F, obtenus comme démultipliés par rapport a des
bases TOB ou hermitiennes.

(a) Codes binaires autoduaux
Cas géneéral :
Pour chaque r et k on obtient un code autodual avec:
— longueur : n=r2%
— poids : d;, £2%
Démuitipliés des codes de Reed-Solomon étendus
(th. 2) :
— longueur : n=k 2%
— poids : 2*" 14+ 1d,,; <28

ieC Exemples :
n 8 12 16 20 24
L« 4 4 4 4 6 8 4
Poids multiples de 4. . . X X X X X 6
codes
Extrémal.. .. ....... X X X
fcode
de
Golay
Traitement du Signal volume 1 - n° 2 - 1984
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Codes autoduaux a poids multiples de 4 et extrémaux.
Le tableau ci-dessous indique parmi les longueurs de

n 32 40 64 80 160
P 8 8 12 de{8, 12,16} | de{20, 24, 28}
Poids multiplesde 4............ X X X
Extrémal. ... ............... X ? ?

T

voir

9l

code extrémaux connus celles correspondantes a des
codes obtenus comme démultipliés.

n 8 16 24

32

40 48 56 64 80 88 104

Démultipliés. . . . ... .. X X X

X ? ? X ? X ?

(on sait que n=0 (mod 8), voir [7)).
(b) Code autodual sur [,

Soit C le code cyclique sur Fq de longueur S engendré
par g(x)=x>+ax+1 avec a®=a+1 et C le code
étendu.

Le démultiplié de C par rapport a la base (hermi-
tienne) {a, a3} est le code de Golay sur F, (12, 6,
6).

2.3. CONSTRUCTION DE CODES AUTODUAUX BINAIRES A
POIDS MULTIPLES DE QUATRE

2.3.1. La construction

Soit :
K=H:2" G=(|F2"', +)’
x= 3 x,X?eK[G],
geG

C=(x) idéal principal engendré par x dans K [G].
B={u, v .., u”, ..., u” "} une base NTOB de F,-.

Théoréme (Wolfmann, voir [16]) : Si :
— C est un H-code;

— (Xg),cc est une réunion de classes pour la conju-
gaison dans F,r;

— d (ux) a un poids multiple de 4.
Alors :

Le démultiplié de C par rapport & B est un code linéaire
autodual d poids multiple de 4.

2.3.2. Exemple 1 : utilisation d’'un code cyclique (voir
[16])

Soit B=u, u?, ..., v ' une base NTOB de F,» sur
[, et C un code cyclique (n, k) sur F,, k>3.
n—1

A chaque mot non nul de C, soit m(X)= )’ ;X' on
i=0

Traitement du Signal
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assoc:_ie1 par l'application désignée par F, I'élément
0= Y au*deF}

i=0
Soit 6,, 8,, ..., 6,x_, les images des mots non nul de
C par F.
Soit e=(g,, ..., £,4) CFZ* tel que le poids W(g) de ¢
vérifie :

W(e)=—1(mod 4).

Soit :

v €26 1,0,,0,, ..., O, )).

Alors x satisfait aux conditions du théoréme précé-
dent.

La construction de Rabizzoni appliquée au mot x
donne la matrice génératrice d’un code sur F,» dont
le démultiplié par rapport & B est un code autodual
a poids multiple de quatre.

2.3.3. Exemple 2 (voir [15])
Soit m entier :

X = (81’ €2a

p=2m-1_1,

et

r—1
B=u,u? ..., u?

une base NTOB de F,-.
Soit H un hyperplan de F,= tel que :

FomH= {go,gl, s Zam—1_y },

alors :
zm—l—l s - .
x=1+X%+ Y @ +u?)X%,

i=1

satisfait aux conditions du théoréme (méme remarque
que pour 'exemple 1 concernant la construction du
code correspondant).
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Longueur du code n=2%m"1_2™
Pour m=3: (24, 12, 8) code de Golay.
Pour m=4: (112, 56, J) avec 68, 12, 16.

2.4. DEMULTIPLIE ET SOUS-CODE SUR UN SOUS-CORPS

Si C est un code sur F » le sous-code de C sur [,
soit C,, est ’ensemble des mots de C a composantes
dans F,, c’est-a-dire :

Co=CN(F,)" si n est la longueur du code C.

On dira que C, est un sous-code trivial si C est le
sous-espace de (F )" engendré par C, sur Fm. Ceci
est équivalent au fait que C posséde une matrice
géneratrice a coefficients dans [F,.

On obtient le théoréme suivant :

Théoréme (Wolfmann, voir [17]) : Le démultiplié d’un
code est un sous-code sur un sous-corps non trivial.

En conséquence, le code de Golay (24, 12, 8), les codes
extrémaux indiqués dans le paragraphe précédent et
les codes de Justesen sont des sous-codes sur des sous-
corps non triviaux.

2.5. APPLICATIONS AU DECODAGE

Lorsque un code C est un démultiplié il est naturel
de I'utiliser pour le décodage de paquets d’erreurs.
En effet, un paquet d’erreur sur F, de longueur nm
peut étre considéré comme le démultiplié d’un mot
de longueur n sur Fm qui sera traité comme une
erreur pour le code dont C est le démultiplié. Le fait
que les erreurs sur F, se présentent en « paquets »
entraine que plusieurs erreurs sur F, correspondent a
une seule erreur sur [ m.

2.5.1. Exemple 1 (voir [13))
Cet exemple est une application du résultat de
Rabizzoni indiqué en 2.1. 1.

Le code BCH binaire (21, 9, 6) de polyndme
générateur :

g()=1+x+x*+x54x°+x104x!2

corrige tous les -paquets d’erreurs de longueur au
plus 6.(b=6)

Remarques :

— Ce code est le démultiplié d’'un code de Reed-
Solomon (7, 3, 5) sur Fg.

— b=6 correspond a une
(b=(n—k/2).

— Il existe un algorithme de décodage basé sur la
démultiplication.

valeur optimale

2.5.2. Exemple 2 : décodage du code de Golay (24,
12, 8) par permutation (voir [14])

Pour le principe du décodage par permutation le
lecteur est renvoyé a [7] ou [14].

Le résultat suivant détermine un ensemble de permuta- .

tion pour le code de Golay (24, 12, 8) avec le plus
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petit nombre possible de permutations nécessaire en
résolvant ainsi un probléme ouvert posé dans [7].

Théoréme (Wolfmann) : I, désigne la matrice identité
d’ordre r, soit :

11 1
A={1 0 0 et G=(I,,,M).
1 01

Avec :

I, A A% A*

A I, A* A

247 A% L, A

A* AT A 1,

(a) Le code engendré par la matrice G est le code de
Golay (24, 12, 8) [a une équivalence prés].

(b) L’ensemble D suivant est un ensemble minimal
de permutations de décodage pour ce code.

D={ros), ie{0,1},

je{0,1,2,3,4,5 6}},
avece |
s=(4, 7, 16, 10, 22, 19, 13)
(5, 8, 17, 11, 23, 20, 14)
(6,9, 18, 12, 24, 21, 15),
t=(1, 13) (2, 14) (3, 15) (4, 16)
(5, 17) (6, 18) (7, 19) (8, 20)
(9, 21) (10, 22) (11, 23) (12, 24).

Remarque : Ce résultat est obtenu a partir de la
démultiplication indiquée en 2.2.5.

2.5.3. Décodage de démultipliés de codes de Reed-
Solomon

Les codes de Reed-Solomon étendus de longueur 2™
sont invariants par le groupe affine de F,m= (voir [7]).
Cette propriété peut étre utilisée pour le décodage.
L’article de Papini [8] figurant dans le méme numéro
de cette revue traité de cette question.

Conclusion

L’étude systématique de la démultiplication a fourni
des résultats intéressants et offre des perspectives
notamment en ce qui concerne les techniques de déco-
dage pour lesquelles des questions sont largement
ouvertes.
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