Approche algébrique pour la décomposition tensorielle ParaTuck-2
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Résumé — Dans cet article, nous proposons un premier algorithme explicite (algébrique) pour la décomposition ParaTuck-2
des tenseurs d’ordre 3. Notre approche repose sur un plongement des tranches du tenseur dans un espace de dimension élevée,
ce qui permet aussi d’améliorer les conditions d’unicité existantes. Notre méthode réduit la décomposition ParaTuck-2 au calcul
des noyaux et des décompositions en valeurs propres des matrices. Nos algorithmes sont également applicables dans le cadre de

I’approximation, comme le montrent les expériences numériques.

Abstract — In this paper, we propose a first explicit (algebraic) algorithm for the ParaTuck-2 tensor decomposition. We do so by
lifting the slices of the tensor to higher-dimensional space, which also allows for refining the existing uniqueness conditions. Our
method reduces ParaTuck-2 to computing nullspaces and eigenvalue decompositions of certain matrices. Our algorithms are also
applicable in the approximation scenario, as shown by the numerical experiments.

1 Introduction

La décomposition tensorielle ParaTuck-2 (PT2D) est une ver-
sion « multicouche » de la décomposition canonique poly-
adique (CPD) des tenseurs d’ordre 3. La PT2D [J5] a été pro-
posée par Harshman et Lundy en 1996; elle doit son nom
au mélange des propriétés de la décompositions PARAFAC
(I’ancien nom de la CPD) et Tucker. La PT2D a demontré
son utilité dans plusieurs domaines tels que psychométrie et
chimiométrie [5, [1]], communications sans fil MIMO [4, 3] et,
plus récemment, compression des réseaux de neurones [2, [10].
La version symétrique de la PT2D (appelée également DE-
DICOM [6]) est étroitement liée a PARAFAC-2 [6, |8]], une
autre généralisation de la CPD trés courante dans 1’analyse de
données multivariées.

Comme la CPD, la PT2D possede une propriété tres perti-
nente pour des applications : 1'unicité. Il a été démontré par
Harshman et Lundy [5] que, sous certaines conditions, les
matrices facteurs de la PT2D sont uniques a 1’échelle et per-
mutations pres. Dans le cas symétrique, les conditions de [S]]
fournissent les meilleurs conditions d’unicité connues a ce
jour pour PARAFAC-2 [8]]. Pourtant il y n’a presque pas de
nouveaux résultats théoriques pour la PT2D depuis [S]].

Cependant, plusieurs faiblesses se révelent dans la mise en
ceuvre de la PT2D. Des algorithmes classiques, tels que ALS
(alternating least squares) [1, pp. 68-71], se heurtent a des
problémes de convergence et des minima locaux. Quelques
améliorations ont été proposées [[7],[L 1], mais elles manquent
encore de preuves de convergence. Une hypothese simplifica-
trice est souvent introduite dans des applications, selon laquelle
au moins une des matrices facteurs est connue ([3], [1} p. 213]),
[LO]. Enfin, les résultats d’unicité de [5] ne fournissent pas
d’un algorithme explicite pour PT2D, contrairement a la CPD
(ou il existe des algorithmes [6] qui permettent de calculer la
CPD sous les conditions d’unicité de Kruskal).

Cet article vise a combler cette lacune : nous proposons des
algorithmes algébriques (basés sur des opérations d’algebre
linéaire), qui permettent de retrouver les facteurs uniques de
la PT2D sous les conditions de [S] 1égérement améliorées. Les
preuves et les détails sur I’implantation se trouvent dans [9].

Notations Les vecteurs, matrices, et tenseurs sont repré-
sentés en gras minuscule (u), gras majuscule (M) et lettres
scriptes (77). On utilise X et ® pour les produits de Kronecker
et de Khatri-Rao. Le symbole ® est utilisé pour le produit
tensoriel. L’ opérateur vec{-} est utilisé pour la vectorisation
d’une matrice ou d’un tenseur par colonnes. L’opération e,, dé-
signe la contraction sur mode p, par exemple, (7 o3 M )Uk =
> ¢ Teji M. Le troisieme dépliement de 7~ € RIXIXK et
noté T®) € REX!J Lanotation T = [A, B, C] est utilisée
pour la CPD ( T, = >, Air Bj;Ciy). On note par rank{-}
et krank{-} le rang et le rang Kruskal d’une matrice.

Paratuck : la définition Soit 7 € R’*/*K un tenseur]
d’ordre 3, avec les tranches frontales qui s’écrivent comme :

T..» = ADY FDV BT, (1)

tels que les trois matrices facteurs A € RIXE B ¢
R7*S | F € RF*9 sont les mémes pour toutes les tranches, oll
D(Gk) € REXR ainsi que ng) € REXE | =1,... K sont
des matrices diagonales ; on dit qu’un tel tenseur admet une dé-
composition ParaTuck-2 [5,16]. Nous proposons une notation
plus compacte que celle utilisée d’habitude [6]. Considérons
les deux matrices G € RF¥*X et H € R¥*X suivantes :

G=[9g. - gx], H=[h1 - hg] (2

qui paramétrent les matrices diagonales D(k), Dg) comme :

DY = Diag{gy}, DV = Diag{hs}. 3)

La notation 7 = PT2D(A, B, F, G, H) signifie que T ad-
met une PT2D (I)) (avec G, H comme dans (2)).

Quelles propriétés d’unicité pour PT2D? Comme pour la
CPD, on peut permuter les colonnes de A conjointement avec
les lignes de F' et les éléments des D(CI; ), ce qui donne une

PT2D différente du tenseur 7 = PT2D(A, B, F,.G,H) :
T =PT2D(All4, B,IIL F, 11,G, H).

ITous les résultats s’étendent facilement au cas complexe.
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pour chaque matrice de permutation II 4. De méme, on peut
appliquer un changement d’échelle pour les colonnes de A et
lignes de F', pour obtenir

T =PT2D(AA 4, B, (AaAg) 'F,AcG, H),

pour toutes matrices A 4, Ag diagonales inversibles. On peut
aussi permuter les colonnes de B et F' conjointement avec les
éléments des D;_];) avec une permutation Il g (indépendante
de I1 4); on peut aussi changer leur échelle de la méme facon.
Enfin, on peut remplacer G et H par GAgp et H Aaq sans
permuter les colonnes. (La description complete des ambigui-
tés triviales se trouve dans [9] et aussi dans [5]].)

Définition 1.1 La (R, S)-PT2D (1) est dite unique si toute
autre (R, S)-PT2D provient des ambiguités triviales.

Harshman & Lundy [J5] ont montré que la PT2D est unique
sous des conditions suivantes.

Théoréme 1.2 Soit T = PT2D(A, B, F,G, H) avec des
facteurs qui satisfont les hypotheses suivantes :

Al. A € RI*E B € R7*S sont de rang colonne plein.

A2. F ne contient pas des zéros (Fy; # 0, Vi, j);

A3 : le rang de F est maximal (= min(R, S));

A4 : les facteurs G, H ne contient pas des zeros;
AS:rank{GOGOHOH} = R(RT'H)W.

Alors la (R, S)-PT2D est unique.

Nous montrerons plus tard que les conditions A3-A4
peuvent étre remplacées par une condition plus faible sur le
rang de Kruskal de F'. La condition la plus contraignante est
AS5, mais nous n’allons pas la relacher dans cet article. Men-
tionnons juste que le rang de rank{G © G ® H ® H } ne peut
pas dépasser R (R;'l) S(S;'l) , et la condition A5 correspond a
une notion de généricité des colonnes de G et H.

Dans le cas symétrique I = J, R = S, T =
PT2D(A, A, F, G, G), F symétrique), un résultat similaire
a été démontré dans [3] sous A1-A4 et avec A5 remplacée par

* A6:rank{GO GO GO G} = R(RH)U;ZQ)(RH) ;

cette nouvelle hypothese est introduite parce que A5 n’est
jamais satisfaite si G = H.

Tenseur cceur et produit triple Nous finissons cette section
par une remarque sur la structure de tenseur coeur ParaTuck-2.
La propriété suivante a été demontrée dans [4]].

Lemme 1.3 Un tenseur admet une PT2D T =
PT2D(A, B, F,G, H) si et seulement si

T:C:ABB avec C = TP(F,G, H);

ou la notation TP(F, G, H) € RE*S*K désigne le tenseur
C obtenu par la multiplication des elements de trois matrices
F c RS, G e REXE H ¢ R9*K ;
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Autrement dit, la PT2D est une décomposition Tucker-2 avec le
tenseur coeur de structure treés particuliere. Une autre remarque
est que les tranches de C' sont des produits Hadamard de F
avec plusieurs matrices de rang 1 :

C:,:Jc = (F ®gkh—llc—>

Cijk = FijGiHju,

2 Approche proposée

Par la suite, nous allons considérer uniquement le cas I = R,
J = S.Eneffet, le cas I > R, J > S peut étre réduit au cas
I = R, J = S par une approche standard de compression
Tucker avec rangs (R, S) (en utilisant lemme|L.3).

L’idée principale de la méthode proposée est tres simple.
Le tenseur cceur est un objet tres structuré, et en plus est
décomposé d’une fagon unique.

Lemme 2.1 ([9} §4.4]) Soit F, G, H des matrices qui satis-
font A2 et AS. Alors la décomposition du tenseur ceeur C est
unique a facteurs d’échelle prés et les facteurs peuvent étre
retrouvés par la résolution d’une suite des systémes linéaires.

Lemme[2.T|permet de décomposer le probleéme en deux étapes :
(a) trouver les matrices de « rotation » A et B telles que

C=TeAeB; ()
1 2

ait une structure de tenseur ceeur, c’est a dire C= TP(---);
(b) retrouver les autres facteurs (F', G, H) a partir du tenseur
cceur C' (grace au lemme .

__Si la PT2D est unique, ces matrices doivent étre €gales a
A = A"'et B= B~'. Nous montrerons par la suite que les
matrices A, B peuvent étre trouvées a 1’aide d’une matrice
structurée que I’on peut construire a partir du tenseur 7.

Matrice de lifting Pour retrouver les matrices A, B, nous
allons plonger le tenseur dans I’espace de plus grand dimen-
sion. A cette fin, nous introduisons la matrice dite « lifting »
suivante : ®(T) € RES?* XK ®(T) =

[vec{T .1} Wvec{T .1} -+ vee{T ..k} Rvec{T..x}|;

cette matrice n’est rien d’autre que le produit Khatri-Rao de
troisieme dépliement de 7 : ®(T) = (T®)T o (T®)T.

Nous allons utiliser le noyau a gauche de cette matrice,
mais juste la partie symétrique (les colonnes de ®(7)
sont des vectorisations des matrices symétriques). Notons
oa(lker{®(7")}) un sous-espace des vectorisations des RS x
RS matrices symétriques qui est orthogonal a 1’espace engen-
dré par les colonnes de ®(7).

Prenons un exemple concretde ] = J =R =5 = 2et
K = 10, pour T avec les facteurs suivants :

11 11 11
il R B R B [

c_[5 4 -3 -2 -10 1 2 34
/Tt 0 2 1 -32 -2 -101

-5 —4 -3 -2 -1 01 2 3 4
H‘L 11 1 111111}

Dans ce dernier cas, ®(7) € R6*10 et rank{®(T)} = 9.
Mais I’espace des matrices symétriques 4 x 4 est de dimension
10. Cela veut dire que I’espace o (lker{®(7)}) est de dimen-
sion 1 = 10 — 9 est, apres vérification, est engendré par un
seul vecteur p qui est la vectorisation de la matrice suivante :

12 -3 4 3
-3 6 -1 -2

p=vee{| o 4 1|} )
3 -2 1 -2

Cette observation peut étre généralisée aux rangs quelconques.



Lemme 2.2 ([9}, §4.4]) Soit T = PT2D(A,B,F,G,H)
avec les facteurs qui satisfont (Al & A2 & AS5). Alors

R(R+1) S(S+1)

rank{®(7T)} = 5 5

etrank{TW} =R, rank{T?} =5

Lemme montre que dans le cas des A et B carrées,
I’espace o (lker{®(7T)}) est engendré par

R(R—1)8(5—1)

M =
2 2

_ RS(RS+1) _ R(R+1) S(S+1)
2 2 2

vecteurs p1, ..., pa (donc M = 1 pour (R, S) = (2,2)).

Extraire les matrices A et B a partir du noyau Pour cela

on aura besoin d’une operation supplémentaire 7 : R7%SES
2 2 . L. . .. .

RE"X5" de permutation-symétrisation-matricisation :

1
mivee{a®bRy® 2} o (alytyNa)

(6)
pour tous y,a € RF, 2 b € RY. L operation () fait la permu-
tation des dimensions du tenseur sous-jacent (Rx Sx Rx S —
R x R x S5 x S) et symétrise ensuite les modes de la méme
dimension.

Reprenons I’exemple du vecteur p dans (3). La permutation
des dimensions du tenseur 2 X 2 X 2 X 2 sous-jacent donne :

12 4|4 4
-3 3 |-1 1
=3 —1]3 1 |’
6 -2|-2 -2

qui, apres la symétrisation et matricisation, devient

12 4] 4 4
3 1|1 1
=311 1

6 -2|-2 -2

On peut remarquer que P = 7(p) et une matrice de rang 1 est
se factorise, par exemple, comme

—4
-1
P=|" /I3 -1 -1 —1].

2

De plus, on peut vérifier que PT(A ® A) = 0 ainsi que
P(B ® B) = 0. Cela implique ensuite que si on connait P,
alors on peut retrouver A et B a partir du noyau a gauche
symétrique de P et PT.

En effet, soient {qa1,g42} C R* et {gp1,952} C
R* des bases de oo(lker{P}) et oy(lker{P"}), respecti-
vementd 11 suffit alors de retrouver des bases structurées
{a1 Xai,asX 0,2} et {b1 X by, by X bg} de O’Q(Ikel‘{P}) et
o2(lker{ PT}), ce qui est équivalent & la CPD de deux ten-
seurs Q 4, Op € R2X2X2_ construites 2 partir des vecteurs
{ga1,q42} CR*et{gp1,9p2} C R*, comme ceci

VeC{(éA):,:,k} = QA,k,VGC{(@B):,:,k} =qpkr. (1)

(b& 2+zXb)T,

Algorithme 1 : Algorithme algébrique pour la dé-

composition ParaTuck-2 non symétrique

1 Input : 7 € RI*/*K (R S) — rangs cible

2 Calculer la décomposition Tucker-2 :
T=T.0.Ue, VwithU € RIXE V ¢ R/*S

3 Trouver M = (%) (g) vecteurs p1, . .., pa d’une
base du noyau symétrique a gauche oz (lker{®(7T.)})

4 Trouver les P, = m(py) € RE**5” ¢t Jes ranger dans
RE*xS*K

deux matrices P4 = [Pl PM] S
etPp =[Pl ... PJ]eRSFK

s Trouver des bases {g41,...,q94.Rr},
{aB.1,- .-, qB.r} de o2(Iker{Py4}), oa(lker{ Pp}).

6 Ranger ces vecteurs dans tenseurs O 4 € REXEXR g
Qp € RS*S*S guivant (7) et calculer leur CPD :
Qa=[A,A. Wil et Qp=][B.B,Wg].

7 Récupérer les facteurs A=U A.,B=VB,.

8 Retrouver le tenseur cceur C = T .o A\i o EI

9 Retrouver les facteurs F , G et ﬁ a partir de 8 a
I’aide du lemme 2.1

o~ N A A~

10 Output : Matrices A, B, F', G, H, telles que

~ N A~

T =PT2D(A, B, F,G, H)

L’algorithme pour le cas non symétrique I’algorithme
complete est présenté dans Algorithme [Tl Nous donnons
quelques remarques importantes :

* Algorithme E] donne le résultat correct sous A1-A2, A5
et une condition supplémentaire suivante :

AT : krank{FT} > 2 et krank{F} > 2;

A7 garantit que o5 (lker{ P4 }) et o2(lker{ Pp}) ont des
dimensions R et S, respectivement.

* Comme le noyau symétrique est calculée dans étape 5,
7(p) peut étre remplacé par une opération plus simple :

reshape(permute(reshape(p, [R}S,R,S]),[1,3,2,4]),1:(’,2 ,5'2);

* Dans étape 6, on doit calculer la CPD de rang R d’un
tenseur R x R x R. Cela peut étre fait, par exemple,
avec la décomposition en valeurs propres généralisée.

* Des algorithmes peuvent étre utilisées pour 1’approxi-
mation, ou le noyau approché est obtenu par la SVD.

3 Exemples numériques

Pour des exemples dans cette section, nous utilisons la nota-
tion MSE(T,T) = |T — T2 pour I’erreur quadratique
moyenne, ainsi que la métrique suivante pour mesurer la dis-
tance entre les facteurs :
R 2
SSS(A, A) 21 ( {ax, ax) >
— " Ulacla

dans la formule ci-dessus, les colonnes d’un facteur estimé A
sont permutés au préalable avec I’algorithme hongrois. Ainsi

cette métrique mesure la somme des sinus carrés des angles
entre les vrais facteurs et les facteurs estimés.

2La dimension de 1’espace des matrices symétriques 2 x 2 est 3.



Exemple 2 x 2 La premiére illustration concerne le compor-
tement d’un algorithme ALS pour un exemple le plus simple
possible de la section 2. Les facteurs dans cette exemple sa-
tisfont les conditions d’unicité de [5], mais I’ALS converge
dans une petite fraction des initialisations uniquement. En
revanche, Algorithme [T] algébrique trouve une solution avec
MSE(T,T) = 1.7 - 10726 et distances entre les facteurs
SSS(A,A)=6.6-10"20 et SSS(B, B) = 2.2-10~26

105 . . . .
% <

\ O\
\ \\

107
ol \
\ \
107% \ \
10—20 L ! ! !
0 1000 2000 3000 4000 5000

FIGURE 1 : Performances de I’ALS [1]] pour (R, S) = (2, 2),
convergence pour 100 initialisations.

Exemple 4 x 4 On prend un exemple généré aléatoirement,
avec ] = J =10, R = S = 4, K = 100. Les éléments
des matrices A, B, H, G sont indépendants et suivent la loi
normale centrée réduite ; les éléments de F' sont tirés de la loi
uniforme [0.5, 1.5].

Pour 1’illustration, une seule réalisation des facteurs est
considérée (des résultats pour plusieurs réalisations sont dis-
ponibles dans [9]]). On ajoute ainsi du bruit blanc normal avec
plusieurs niveaux de RSB, pour 100 réalisations. Les résultats
sont démontrés dans Fig. 2] ( HOOI signifié les résultats pour
une méthode itérative [9]] qui utilise la structure fine du noyau
de ®(T) et utilise Algorithme |1| comme initialisation). On
peut voir dans Fig. 2] que I’algorithme donne des bons résultats
seulement pour forts RSB, mais il reste encore plusieurs pistes
d’amélioration (par exemple, dans I’implantation actuelle une
méthode tres basique est utilisé pour la CPD de Q 4 et Q).

4
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FIGURE 2 Performance de

(échelle logarithmique). A gauche : erreur relative
logo(MSE(T,T)/||IT|?). A droite : log;,(SSS(A, A)).

I’ Algorithme

Les performances dans le cas bruitée peuvent &tre aussi
expliquées par la taille de matrice ®(7") qui explose quand on
augmente R et S. Par exemple, dans Fig. 3 on voit bien que

les valeurs singulieres du bruit sont trés proches aux valeurs
R(R+1) 5(5+1)
2 2

singulieres du signal (les 100 =
valeurs singulieres de ®(7)).

premieres

FIGURE 3 : Valeurs singulieéres de ®(7T") pour 60dB.
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