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Résumé – Un problème général en radar consiste à détecter si le signal reçu contient ou non un signal d’intérêt spécifique.
Nous nous concentrons sur l’un des détecteurs les plus répandus : le filtre adapté normalisé (NMF). Pour être plus réaliste, nous
considérons le cas où la cible peut être hors grille. Il existe actuellement différentes méthodes pour effectuer le test NMF hors
grille, mais leurs performances ne sont pas robustes, en particulier lorsque le bruit n’est pas blanc. Dans cet article, une nouvelle
méthode basée sur une reparamétrisation est proposée. Tout en ayant un coût de calcul similaire aux techniques de l’état de l’art, ses
performances de détection sont toujours meilleures.

Abstract – A general problem in radar is to detect whether the received signal contains a specific signal of interest or not. We
focus on one of the most widespread detectors: the NMF. To be more realistic, we consider the case where the target can be off-grid.
Currently, different methods exist to perform the off-grid NMF test, but their performances are not robust, especially when the noise
is not white. In this paper, a new method based on reparametrization is proposed. While having a computational cost similar to
state-of-the-art techniques, its detection performances are always better.

1 Introduction
Un problème courant dans de nombreuses applications, comme
en radar, en télécommunications ou encore en séismologie, est
celui qui consiste à détecter si le signal reçu contient ou non un
signal spécifique. La théorie de la détection propose différentes
façons de gérer ce type de problème mais le test du rapport de
vraisemblance est le plus commun [4]. Cependant, le rapport
de vraisemblance requiert une connaissance de tous les para-
mètres de la scène, ce qui n’est pas toujours possible. Ainsi,
sa version généralisée est plus souvent utilisée en pratique [8].

On s’intéresse principalement dans cet article au filtre adapté
normalisé (NMF) monocible qui est un détecteur très populaire
dans la littérature radar [1],[5]. Toutefois ce détecteur nécessite
la connaissance des paramètres de la cible. Ceux-ci n’étant pas
connus, on contourne ce problème en calculant le test NMF
sur une grille régulière de l’espace des paramètres. Parfois
une étape d’estimation via la technique du monopulse est
ajoutée [9]. Cette implémentation est très commune car elle est
simple et requiert peu de temps de calcul. Malheureusement, en
pratique, les cibles ne sont pas localisées sur la grille, et il est
connu que le NMF n’est pas robuste aux cibles hors-grille [7].
De plus, il a récemment été montré que la probabilité de fausse
alarme du NMF hors-grille n’est pas répartie uniformément
sur l’espace des paramètres quand le bruit n’est plus blanc [3].
Il s’avère alors important de définir convenablement la grille
utilisée sur l’espace des paramètres.

Dans ce papier, on propose une stratégie pour approximer
le NMF hors-grille en prenant en compte l’impact de la ma-
trice de covariance du bruit. Cette stratégie est basée sur une
reparamétrisation de l’espace des paramètres, permettant de
régulariser la distribution de la probabilité de fausse alarme.
De plus, on montre que ce choix permet également de tenir

compte de la déformation du lobe principal lorsque le bruit
n’est pas blanc.

Cet article est organisé de la façon suivante. La section
2 introduit le problème. Dans la section 3, nous proposons
une nouvelle façon de choisir la grille puis dans la section 4
nous proposons une méthode générale pour effectuer le test du
NMF hors-grille. Finalement, la section 5 est consacrée aux
simulations numériques et permet de comparer notre méthode
à l’état de l’art.

2 Formulation du problème
En détection radar, on doit choisir entre deux hypothèses : le
signal reçu, un vecteur complexe de taille N noté y, contient
seulement du bruit n ou également un signal d’intérêt αa(θ) :{

H0 : y = n , (bruit)
H1 : y = α a(θ) + n , (signal + bruit) (1)

où n ∼ CN
(
0, σ2R

)
. R est supposée connue et de trace N,

mais pas la puissance σ2 [6], α ∈ C est l’amplitude complexe
de la cible supposée inconnue et finalement a(θ) est défini
par :

a(θ) =
1√
N

(
1, e2iπθ, . . . , e2iπ(N−1)θ

)T
, (2)

avec θ un paramètre inconnu appartenant à Θ = [0, 1[.
La distribution de y sous H0 dépend uniquement de λ0 =

{σ2} alors qu’elle dépend sous H1 de λ1 = {α, σ2, θ}.
Dans notre cas, le test du rapport de vraisemblance généra-

lisé fournit le test suivant :

ΛNMF−GLRT = max
θ

∣∣sH(θ)u
∣∣2 H1

≷
H0

ω2 , (3)
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avec s(θ) =
R−1/2 a(θ)∥∥R−1/2 a(θ)

∥∥ et u =
R−1/2 y∥∥R−1/2 y

∥∥ .

La statistique de ce test sous H0 est difficile à obtenir
de part le maximum sur Θ. Dans [3], les auteurs ont ob-
tenu l’expression de la probabilité de fausse alarme : Pfa =
P(ΛNMF−GLRT ≥ ω2|H0) en fonction du seuil ω, en utili-
sant une approche géométrique [10]. Cette approche permet
de mieux comprendre l’impact de R.

Lorsque l’on teste une seule valeur pour le paramètre θ, on
retrouve la version classique du NMF :

ΛNMF (θ) =
∣∣sH(θ)u

∣∣2 , (4)

En passant directement par les notations complexes au lieu
de séparer s(θ) en partie réelle et imaginaire, on peut mon-
trer que la relation Pfa−seuil fournit dans [3], équation (15),
s’écrit :

Pfa ≈ Γ (N)ω(1− ω2)(2N−3)/2

π1/2 Γ

(
2N − 1

2

) ∫
Θ

v(θ) dθ , (5)

où l’on a omis le terme correspondant aux bords (qui n’a plus
de sens lorsque Θ = [0, 1[), où Γ(.) correspond à la fonction
gamma et où v(θ) :

v(θ) =
[
∥s′(θ)∥2 + (sH(θ)s′(θ))2

]1/2
,

=
[
∥s′(θ)∥2 −

∣∣sH(θ)s′(θ)
∣∣2]1/2 . (6)

Avec s′(θ)) la dérivée de s(θ)) par rapport à θ. Cette dernière
égalité vient notamment du fait que sH(θ)s(θ) = 1, d’où l’on
déduit

(
sH(θ)s(θ)

)′
= 0 puis Re

(
sH(θ)s′(θ)

)
= 0. Dans (5),

la contribution de v(θ)dθ est proportionnelle à la probabilité
de fausse alarme dans l’intervalle [θ, θ + dθ]. Lorsque R = I,
on peut facilement montrer que v est constante et donc que la
distribution des fausses alarmes est uniforme sur [0, 1[. Mais ce
n’est plus le cas en bruit non blanc. En ce sens, on peut dire que
R induit une distortion de la variété s(Θ)

∆
= {s(θ), θ ∈ Θ}.

Cette distorsion implique qu’une grille régulière dans l’espace
des paramètres Θ ne correspond pas à des vecteurs s(θ) régu-
lièrement espacés le long de la variété s(Θ). Dans la section
suivante, on propose alors de choisir une nouvelle grille sur Θ
qui prend en compte l’impact de la matrice de covariance du
bruit.

3 Une nouvelle grille dépendante de R

Pour calculer le test ΛNMF−GLRT , équivalent au maximum
du NMF sur un espace de paramètre continu, le test NMF
doit d’abord être évalué pour des valeurs θi correspondant à
une grille sur Θ. Cette grille est généralement régulière sur
Θ et comprend N points. Cependant, tester des valeurs θi
régulièrement espacées n’est pas équivalent à tester des points
régulièrement espacés sur s(Θ) lorsque R ̸= I.

3.1 Une grille irrégulière
Commençons par définir la fonction ℓ(.) :

ℓ : θ ∈ Θ →
∫ θ

0

v(u) du . (7)

ℓ est à valeur dans L = [0, Ltot], où

Ltot = ℓ(1) =

∫ 1

0

v(u) du . (8)

Connaissant la valeur prise par Ltot, on peut diviser l’espace

en N portions de telle sorte que (ℓ(θi+1) − ℓ(θi)) =
Ltot

N
.

Cette procédure fournit un ensemble de valeurs {θi} qui ne
sont pas nécessairement régulièrement espacées sur Θ, mais
les vecteurs correspondant {s(θi)}i sont régulièrement espacés
sur s(Θ). Cela nous permet de traiter la distortion de la variété.

3.2 Impact sur la Pfa

Par construction de cette grille et de par l’équation (5), il
est direct de démontrer que la Pfa est constante sur chaque
intervalle [θi, θi+1].

3.3 Impact sur la forme du lobe principal
Dans cette sous-section, on prouve que la reparamétrisation
proposée crée des lobes principaux qui sont localement iden-
tiques. Rappelons que la forme du lobe principal est décrite
par ce qu’on appelle communément la fonction d’ambiguité et
qui correspond à la réponse du NMF en θ pour une cible ayant
pour paramètre θ0 soit :

Aθ0(θ) =
∣∣sH(θ)s(θ0)

∣∣2 = Tr(S(θ)S(θ0)) ,

où S(θ) = s(θ) sH(θ).

Lemme 1. La dérivée seconde de Aθ0 ◦ ℓ−1 en x = x0, tel
que ℓ−1(x0) = θ0, est indépendante de θ0.

Démonstration. Puisque le vecteur s(θ) est normalisé, on a :

Tr(S(θ)S(θ)) = 1 . (9)

En dérivant deux fois (9), on obtient :{
Tr(S′(θ)S(θ)) = 0 ,
Tr (S′′(θ)S(θ))) + Tr (S′(θ)S′(θ)) = 0 .

(10)

Ensuite, puisque A′′
θ0
(θ) = Tr (S′′(θ)S(θ0)), on peut en

déduire :
A′′

θ0(θ0) = −Tr(S′(θ0)S
′(θ0)) . (11)

Or, comme :

S′(θ) = s′(θ) sH(θ) + s(θ) s′H(θ) , (12)

on peut utiliser la linéarité de la trace ainsi que son invariance
par permutation circulaire, ajouté au fait que sH(θ)s′(θ) ∈ jR
(voir fin de la section 2) impliquant

(
sH(θ)s′(θ)

)2 ∈ R, ce
qui permet de déduire :

Tr(S′(θ)S′(θ)) = 2
(
s′H(θ) s′(θ) + (sH(θ) s′(θ))2

)
. (13)

En utilisant alors la dérivation de fonctions composées et le
fait que A′

θ0
(θ0) = 0, on obtient :

A′′
θ0

(
ℓ−1(x0)

)
= −2

[(
ℓ−1
)′
(x0)

]2 [
∥s′(θ0)∥

2

+(sH(θ0) s
′(θ0))

2
]

(14)

= −2
[(
ℓ−1
)′
(x0)

]2
v2(θ0) . (15)
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Il faut alors remarquer que par définition de ℓ−1, on a :(
ℓ−1
)′
(x0) =

1

v ◦ ℓ−1(x0)
=

1

v(θ0)
, (16)

où v(θ0) est défini par l’équation (6). Finalement :

A′′
θ0

(
ℓ−1(x0)

)
= −2, ∀θ0 . (17)

Ce Lemme nous permet d’affirmer que dans l’espace re-
paramétrisé, les lobes principaux ont tous la même forme
localement, ce qu’on peut constater notamment sur la figure
1. Ainsi, le critère initialement basé sur la Pfa est également
intéressant du point de vue de la détection.
Dans la prochaine section on va présenter différentes ap-
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FIGURE 1 : Forme des lobes principaux avant (gauche) et
après (droite) reparamétrisation.

proches pour évaluer le test ΛNMF−GLRT . Les deux pre-
mières constituent l’état de l’art et la dernière est la méthode
proposée.

4 Calcul du NMF hors-grille

4.1 La méthode classique du monopulse
Une approche populaire en radar est la méthode du mono-
pulse [9]. C’est une approximation efficace du maximum de
vraisemblance du paramètre de la cible. Le principe est le
suivant :

1) La grille considérée est régulière : {θ1, . . . , θN}, avec un

pas δθ =
1

N
correspondant à la résolution dans le cas blanc.

2) Les estimations du paramètre {θ̂i} entre deux points de
grille sont calculées de la façon suivante :

θ̂i =
θi + θi+1

2
+

δθ
2

ΛNMF (θi+1)
1
2 − ΛNMF (θi)

1
2

ΛNMF (θi+1)
1
2 + ΛNMF (θi)

1
2

. (18)

3) Puisque pour estimer {θ̂i}, on utilise le NMF sur la grille
{θi}, l’approximation du NMF hors-grille ΛNMF−GLRT est
alors :

Λ̂NMF−GLRT = max
θ∈{θi}∪{θ̂i}

ΛNMF (θ) . (19)

4.2 Estimer avant la distortion, une première
façon d’améliorer les performances

Pour contrer l’erreur d’estimation dans le cas R ̸= I, la
méthode proposée dans [2] est la suivante :

1) La grille est la même que pour la méthode précédente.
2) L’estimation du paramètre

{
θ̂i

}
entre deux points de la

grille est calculée toujours selon le principe du monopulse
mais en considérant le bruit comme blanc et en utilisant une
fonction g appropriée :

θ̂i =
θi + θi+1

2
+ g−1

(∣∣aH(θi+1)y
∣∣2 − ∣∣aH(θi)y

∣∣2
|aH(θi+1)y|2 + |aH(θi)y|2

)
,

(20)
où g est définie dans [2], équation (9).

3) Finalement, l’approximation du test ΛNMF−GLRT asso-
ciée à cette méthode est :

Λ̂NMF−GLRT = max
θ∈{θ̂i}

ΛNMF (θ) . (21)

À fort rapport signal à bruit, cette méthode fournit de bonnes
performances car l’impact du bruit est alors limité, rendant
l’estimation plus pertinente que dans le cas du monopulse
classique. Ce n’est plus le cas à faible rapport signal à bruit.

4.3 Reparamétrisation et monopulse (proposée)
Dans cette article, on propose de résoudre le problème lié à la
distortion en reparamétrisant l’espace du paramètre. Au lieu
d’utiliser un grille régulière dans Θ, on propose de définir une
grille régularisée dans l’espace L = ℓ(Θ) ; la grille associée
dans Θ, obtenue en appliquant ℓ−1, n’est alors plus néces-
sairement régulière. La méthode proposée est alors la suivante :

1) On définit une grille {xi} sur L qui correspond
à des valeurs irrégulièrement espacées {θ1, . . . , θN} =
{ℓ−1(x1), . . . , ℓ

−1(xN )} sur Θ, comme proposé dans la sous
partie 3.1. Le pas entre deux valeurs successives : xi+1 − xi

est δx =
Ltot

N
.

2) Les estimations {x̂i}, entre deux points de grille sont
calculées de la façon suivante :

x̂i =
xi + xi+1

2

+
δx
2

ΛNMF

(
ℓ−1(xi+1)

) 1
2 − ΛNMF

(
ℓ−1(xi)

) 1
2

ΛNMF (ℓ−1(xi+1))
1
2 + ΛNMF (ℓ−1(xi))

1
2

.(22)

3) Puisque pour estimer {x̂i} on a besoin d’évaluer le NMF
sur la grille {ℓ−1(xi)}, l’approximation de NMF hors-grille
ΛNMF−GLRT est donc :

Λ̂NMF−GLRT = max
x∈{xi}∪{x̂i}

ΛNMF

(
ℓ−1(x)

)
. (23)

Il faut également noter que l’évaluation de la fonction ℓ−1

est négligeable en terme de coût de calcul puisque celle-ci peut
être tabulée. À noter que le nombre d’évaluations du NMF est
identique pour les 3 méthodes.

5 Simulations
Dans cette partie, on compare les performances des différentes
méthodes précédentes. Pour cela, on présente en Figure 2 la
probabilité de détection de chacune en fonction du paramètre
de la cible θ et également en fonction du rapport signal à bruit,
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noté SNR et défini par SNR(α, θ) =
|α|2∥∥R−1/2 a(θ)

∥∥2 . La

matrice de covariance du bruit est définie comme R(0.95) en
utilisant le modèle classique de bruit de fond :

R(ρ) = T ([1, ρ, . . . , ρN−1]) , (24)

où T (.) est l’opérateur de Toeplitz.
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FIGURE 2 : Comparaison des performances de détection avec
R = R(0.95), en utilisant le même seuil ω pour toutes les
méthodes de sorte que la Pfa théorique globale sur Θ définie
dans l’équation (5) soit égale à 10−3.

Dans toutes les simulations effectuées, la méthode proposée
a fournit des meilleures performances que les deux autres
indépendamment de la matrice de covariance du bruit. De
plus, on peut voir Figure 2 que ses performances semblent
très peu dépendre du paramètre de la cible, ce qui est une
caractéristique recherchée. Son coût de calcul est équivalent à
celui des deux autres méthodes de l’état de l’art et correspond
à seulement deux fois le coût du test sur grille.

De plus, la Pfa (approximée en utilisant le principe de
Monte Carlo) de la stratégie proposée, en rouge dans la fi-
gure 3, est la plus proche de la Pfa théorique de l’équation 5.
Ceci est un autre indicateur de l’efficacité de notre méthode à
approximer le NMF hors-grille ΛNMF−GLRT .

6 Conclusion
Dans cet article nous proposons une solution au problème des
cibles hors-grille pour le NMF. En particulier, nous introdui-
sons une grille irrégulière ainsi qu’une méthode d’estimation
inspirée du monopulse appliquée sur un espace reparamétrisé.
Les simulations montrent que cette méthode est la meilleure
approximation du test ΛNMF−GLRT tout en ayant un coût de
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FIGURE 3 : Comparaison des relations Pfa-seuil avec R =
R(0.95)

calcul similaire. Finalement, cette procédure peut être direc-
tement étendue au filtre adapté hors-grille en utilisant exacte-
ment la même reparamétrisation.
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