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Résumé — L utilisation des modeles génératifs pour la détection d’anomalies repose sur I’analyse de I’erreur de reconstruction,
définie par le carré de la différence entre les données observées et générées. Cependant, un défi critique persiste : comment modéliser
efficacement la distribution des erreurs de reconstruction, dont les parametres restent généralement inconnus. Les approches
classiques supposant une distribution normale multivariée sont inadaptées, car les erreurs sont positives et asymétriques. Cet article
propose une nouvelle modélisation des erreurs de reconstruction pour pallier cette limitation. Nous introduisons une distribution
adaptée aux caractéristiques de ces erreurs, en 1’occurrence une distribution gamma multivariée, mieux a méme de capturer leur
asymétrie et leur positivité intrinséques. Pour estimer ses parametres, un modele bayésien hiérarchique est proposé, combinant un
échantillonnage de Gibbs et une méthode d’exécution parallele afin d’optimiser les performances computationnelles. Cette approche
permet de traiter de grands volumes de données tout en garantissant une estimation robuste et un temps de convergence raisonnable.

Abstract — The use of generative models for anomaly detection relies on analyzing the reconstruction error, defined as the squared
difference between observed and generated data. However, a critical challenge remains: how to effectively model the distribution of
reconstruction errors, whose parameters are generally unknown. Traditional approaches assuming a multivariate normal distribution
are inadequate, as the errors are positive and asymmetric. This paper proposes a novel modeling of reconstruction errors to
address this limitation. We introduce a distribution that better fits the characteristics of these errors, namely a multivariate gamma
distribution, which is more capable of capturing their asymmetry and intrinsic positivity. To estimate its parameters, we propose a
hierarchical Bayesian model, combining Gibbs sampling with a parallel execution method to optimize computational performance.
This approach enables the handling of large volumes of data while ensuring robust estimation and a reasonable convergence time.

1 Introduction

Une anomalie est une donnée qui présente un comportement
inhabituel a2 un moment donné, comparativement aux autres
valeurs de la série temporelle [1]]. Les anomalies peuvent étre
univariées ou multivariées, selon qu’elles affectent une ou
plusieurs variables dépendantes du temps. Dans le cas mul-
tivarié, il n’est pas nécessaire que toutes les variables soient
affectées [1]]. Ainsi, une approche multivariée des erreurs est
plus appropriée car elle permet une détection plus fine. La
détection d’anomalies dans les séries temporelles multivariées
repose souvent sur des modeles génératifs qui reconstruisent
les données d’entrée afin d’identifier les écarts anormaux. Ces
modeles exploitent un principe clé : I’erreur quadratique (ou
absolue) de reconstruction, définie comme le carré de la dif-
férence entre les données observées et leur version générée,
est minimale pour les comportements normaux et élevée pour
les anomalies. Cette approche, efficace pour capturer les dé-
pendances temporelles complexes [1l], génére en sortie un
vecteur d’erreurs dont la distribution statistique détermine le
seuil de détection. Cependant, un défi critique persiste : com-
ment modéliser efficacement la distribution des erreurs de
reconstruction, dont les parametres restent généralement in-
connus. Une estimation imprécise de ces parametres entraine
des seuils de détection non fiables, augmentant les risques de
faux positifs ou négatifs. Certains travaux, comme ceux de
[2, 3], supposent une distribution normale multivariée pour

ces erreurs quadratiques. Or, cette hypothese est inadaptée :
ces erreurs quadratiques sont toujours positives avec une dis-
tribution rarement symétrique ou centrée. Nous proposons un
cadre statistique adapté pour modéliser ces erreurs. Nous in-
troduisons une distribution gamma multivariée, adaptée aux
valeurs positives et a I’hétérogénéité des séries temporelles, et
développons une méthode bayésienne avec un échantillonnage
stochastique pour estimer ses parametres. Les contributions
de cet article sont : (1) une nouvelle distribution pour modéli-
ser les erreurs de reconstruction dans les réseaux de neurones
appliqués aux séries temporelles multivariées; (2) un modele
bayésien avec échantillonnage de Gibbs pour estimer les pa-
rametres d’une distribution gamma multivariée ; et (3) une
méthode d’exécution parallele pour accélérer 1’échantillon-
nage et traiter efficacement de grands volumes de données.
Le reste de I’article est structuré de la maniere suivante : le
paragraphe 2 présente les travaux connexes, le paragraphe 3
décrit notre modele ainsi que la méthode d’estimation, et la pa-
ragraphe 4 est consacrée aux expérimentations réalisées pour
valider notre approche.

2 Travaux connexes

Malhotra et al. [2| 3] ont supposé, dans leur approche de détec-
tion d’anomalies dans les séries temporelles, que les erreurs de
reconstruction suivent une distribution normale multivariée, es-
timant les parametres par la méthode du maximum de vraisem-
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blance (MLE). Les erreurs de reconstruction sont quantifiées a
I’aide de mesures couramment utilisées telles que I’erreur abso-
lue moyenne (MAE) et I’erreur quadratique moyenne (MSE).
Soit X = {x; }+c7, une série temporelle multivariée, définie
comme un ensemble ordonné de vecteurs k-dimensionnels,
chacun étant enregistré a un instant spécifique ¢ € T, et com-
posé de k observations réelles : x; = (z14,Tot, ..., Tpe) OU
x¢ est un point. L’erreur de reconstruction £ est définie par :

»CJVIAE(-Ttyx;) = ||£Et - $2||1

Luse(x:,r) = ||z — 23]]3, ¢h)

ol x} représente la version reconstruite de ;.

Ces métriques produisent des valeurs positives, et leur distri-
bution est généralement asymétrique a droite, comme I’illustre
la figure [T) ot le MSE est illustré pour les trois dimensions
spatiales (X, Y et Z) sur un exemple de données.

FIGURE 1 : Distribution de I’erreur de reconstruction.

L’ hypothese de normalité n’est donc pas pertinente. Notre
objectif est de proposer une distribution adaptée aux erreurs de
reconstruction des réseaux de neurones pour les séries tempo-
relles multivariées. Les distributions gamma et exponentielle,
flexibles et adaptées aux données asymétriques et positives,
semblent pertinentes pour modéliser ces erreurs. La distribu-
tion exponentielle étant un cas particulier de la distribution
gamma, une distribution gamma multivariée apparait comme
le choix le plus approprié pour représenter ces erreurs.

L’estimation des parametres d’une distribution gamma mul-
tivariée présente des défis méthodologiques, car la méthode
du maximum de vraisemblance ne fournit pas d’expressions
analytiques simples. L’approche bayésienne apparait donc
comme une alternative prometteuse, explorée dans certains tra-
vaux pour des variantes de distributions gamma multivariées,
comme un mélange de distributions gamma [4] ou un modele
gamma matriciel [S]]. Les modeles de mélange de distributions
gamma supposent que les données proviennent d’une com-
binaison de plusieurs lois gamma distinctes et les modeles
gamma matriciels sont congus pour capturer la structure de
dépendance entre des variables organisées sous forme de ma-
trices. Cependant, ces variantes ne conviennent pas aux erreurs
de reconstruction car ces erreurs ne suivent ni une structure
de mélange ni une organisation matricielle. Nous avons donc
adopté la distribution proposée dans [6], plus adaptée a notre
contexte. L’inférence bayésienne donne souvent lieu a des lois
a posteriori de forme compliquée. Le recours a des techniques
d’échantillonnage stochastique type MCMC (Monte Carlo par
Chaines de Markov ) est souvent nécessaire (échantillonneur
de Gibbs ou de Metropolis-Hastings).

Cependant, ces méthodes sont coliteuses en calculs, notam-
ment en raison de 1’étape d’acceptation/rejet (lorsqu’elle est
nécessaire) qui nécessite d’évaluer le rapport de vraisemblance
sur ’ensemble des données a chaque itération. Cette com-
plexité computationnelle limite leur applicabilité aux grands
jeux de données, car elles impliquent un balayage complet des

observations a chaque mise a jour des parametres. Pour accélé-
rer I’échantillonnage MCMC sur de grandes bases de données,
certaines approches utilisent des minibatchs [7]. Cependant,
ces méthodes se révelent souvent inefficaces, car elles peuvent
nécessiter de traiter I’intégralité des données en une seule ité-
ration et peuvent introduire un biais [[7]]. Nous proposons une
approche d’exécution parallele qui exploite le multithreading
pour améliorer les performances computationnelles. Plus de
détails sont fournis dans la section suivante.

3 Le modele d’estimation

Soity = (y1,¥y2, * ,Yk) € Rf un vecteur d’erreurs de re-
construction de dimension K. Nous supposons que y est une
réalisation de la variable aléatoire Y et que les [N mesures d’er-
reur (y")1<n<n sont i.i.d. (indépendantes et identiquement
distribuées). En notant yy = 0, la densité de probabilité de la
nieme observation de y peut étre formulée ainsi [|6] :

K
IT (i = wiey = 2) (k™ Vi = X
n n k=1 k=1
Flurs s yg) = = exp (— " )
7* T1 T (ak)
k=1
(@)
K
oag >0,7v>0, s €ER A <ypeta= > ag.
k=1
La vraisemblance est par conséquent donnée par :
N
L(y;0) =[] Gt v, ©)

n=1

ol = (a,7,A), A ={\1,..., Ax}eta={ay,...,ax}.
La construction d’un modele bayésien hiérarchique nécessite
la définition de distributions a priori pour les autres parametres
du modele. Nous supposons que les parametres oy, suivent a
priori des distributions exponentielles avec des parametres
Pk, que le parametre v suit une distribution a priori inverse
gamma avec des parametres w et v, tandis que les parametres
i suivent des distributions a priori normales tronquées néga-
tivement avec des parametres (i, et o :

ap ~ Q(ka)
vy~ IG(w,v) @
Ak ~ N—oo0(kk, o)

Ainsi, nous avons un modele hiérarchique ou la loi jointe a
posteriori est donnée par :

FO1Y) o< f(Y [ 0)m(0)
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Un estimateur du maximum a posteriori (MAP) peut étre
appliqué. Cependant, la forme de la loi jointe dans 1’équation
(®) ne permet pas d’avoir des estimateurs explicites. Comme
alternative, une approximation numérique de cette loi reste
possible en ayant recours & des techniques d’échantillonnage
stochastique. Dans ce sens, plusieurs méthodes ont été pro-
posées, comme 1’échantillonnage par rejet, I’échantillonnage
par importance et les méthodes de type MCMC. Dans cet



article, notre inférence bayésienne repose sur un échantillon-
neur de Gibbs. Cette technique MCMC génere des vecteurs de
parametres aléatoires convergeant asymptotiquement vers la
distribution a posteriori sous des conditions vérifiables [4]]. Les
vecteurs sont produits a partir des distributions conditionnelles
détaillées ci-desous :

Loi conditionnelle pour le parametre o, :

flak ok, v, A y) o< T (ar) ™ exp (—anSk), ©)

N
ol S, =pr+ Nlog(v) — > log (y,? —yp_q — )\k) eta_g
=1

n=
désigne le vecteur « sans la kieme composante.

Loi conditionnelle pour le parametre - :
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Réaliser des tirages aléatoires a partir de la loi condition-
nelle du parametre v est simple. En revanche, générer des
tirages a partir de la loi conditionnelle de o, est moins évident.
Nous avons utilisé une méthode par acceptation/rejet comme
dans [4] avec une loi de proposition exponentielle. Quant a la
distribution conditionnelle a posteriori de A, elle ne ressemble
pas a une forme connue. Une étape de proposition/acceptation
devra étre exécutée. Vu que A\, € R et A\, < yi, nous consi-
dérons une loi de proposition Gaussienne tronquée a valeurs
négatives, ¢ ~ N|_co 0)(Ak,07). Pour un candidat \* pro-
posé, on définit la probabilité r avec laquelle A\* sera accepté
comme :

o ( fA") gk M*))
r =min (1, X — | .
FAk)  a (A" | Ak)
A T’itération ¢, /\,(f) = A\* avec une probabilité r. En cas de
rejet du candidat \*, le tirage est répété. Puisqu’on a

e(B)  e(tEr)-e(42)
o (k) - e (5) (5

aveca = —00,b =0, ®(z) = 3(1 + erf(z/V/)) et p(&) =
\/%exp (—%52), par simplification, on obtient :

r = min (1 (A7) X ¢.(b;:*) _é({L;:*)> . (10)

00 () e ()

Dans 1I’équation (9), ¢ est symétrique et représente la fonction
de densité de probabilité de la loi normale standard, alors que
® représente sa fonction de répartition cumulative.
L’algorithme 1| décrit le processus d’échantillonnage de
Gibbs parallélisé via multithreading. A chaque itération ¢, la
variable y(*+1) est d’abord générée séquentiellement, puis
diffusée a tous les threads. Ces derniers échantillonnent en

aOw A _
a O )

parallele les K couples (ay, Ag), rendus indépendants grice
au fait que chaque oy, ne dépend que de y et \j. Cette parallé-
lisation conserve la validité statistique de I’échantillonneur de
Gibbs tout en tirant parti des architectures multi-coeurs, ce qui
la rend particulierement adaptée aux simulations Monte Carlo
a grande échelle.

Algorithme 1 : Echantillonnage de Gibbs parallélisé
avec multithreading
Data : T (nombre d’itérations), K (nombre de composantes), Ntk reads
(nombre de threads)
Result : Echantillons {a(*), v A(® }3-:1
Initialiser .(®) s 'y(o>, A
fort =0toT — 1do
Etape 1 (Séquentielle) :;
~(+1)  Echantillonner selon f(v|a(®, A(1));
Etape 2 (Paralléle) :;
Diffuser 'y(H’l) a tous les threads;
Répartir les K composantes en nipreqds partitions;
for chaque thread i = 1,2, ..., N¢hreads do in parallel
foreach k € partition; do
oz,(f+l) <+ Echantillonner selon f(a|y*HY), Aiﬁ”);
A;:JFI) <+ Echantillonner selon f (A \angl) Ly D),
end
end
Synchroniser tous les threads ;

end
return {a(V), v AT

4 Résultats expérimentaux

Nous allons évaluer ce modele d’estimation dans le cadre de
la détection de I’agitation motrice chez les enfants atteints du
trouble déficit de I’attention avec hyperactivité (TDAH)[8], en
utilisant des données d’accélérométrie. L’ objectif est d’iden-
tifier des séquences de mouvements d’intensité élevée et in-
adaptée a partir de ces données. Dans un premier temps, nous
validons notre méthode sur des données simulées avant de
I’appliquer a des données réelles.

FIGURE 2 : Loi conditionnelle de .

4.1 Données simulées

Nous appliquons notre méthodologie sur des données simulées
générées a partir d’une distribution gamma trivariée (K = 3).
Un échantillon aléatoire de taille 7 = 20000 a été obtenu a
partir de cette distribution. La convergence vers la distribution
a posteriori a été vérifiée a I’aide du diagnostic de Gelman et
Rubin [9], en utilisant 10 chaines indépendantes. Le Tableau
[[}(a) présente les valeurs réelles utilisées pour générer les don-
nées simulées, ainsi que les valeurs estimées des parametres.
Les Figure 2] et [3]illustrent les distributions marginales a pos-
teriori des différents parametres estimés. Les valeurs estimées
sont proches des valeurs réelles des parameétres, attestant de
la précision de I’estimation. Dans le Tableau [I}(c), le diag-
nostic de Gelman et Rubin est réalisé a ’aide de la statistique
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FIGURE 3 : Lois conditionnelles calculées sur la bases des
échantillons simulés apres la convergence des chaines. La
droite verticale indique la vérité terrain.

TABLE 1 : Résultats de I’estimation bayésienne et conver-
gence.

Paramétre o a2 as ¥ A1 A2 A3z

(a) Données simulées

Valeur réelle 2.5 2.4 2.6 0.007 -5 —4.81 —3.705
Valeur estimée 2.4723 2.6428 2.5644 0.0074 —4.998 —4.809 —3.705

(b) Données réelles (erreurs de reconstruction)

Valeur estimée 0.7940 0.8045 0.7955 0.0478 —5.0204 —4.5064 —4.1250

(c) Diagnostic de convergence (Gelman-Rubin)

R 0.92601 0.92600 0.92602 0.92611 0.92640 0.92647 0.92651

R qui est un parametre de réduction d’échelle. Pour chaque
parametre, la valeur de R est proche de 1, ce qui indique une
bonne convergence.

4.2 Application a la caractérisation des erreurs
de reconstruction

Nous analysons les erreurs de reconstruction de données d’ac-
tivité physique enregistrées par un accélérometre tri-axial chez
des enfants agés de 6 a 12 ans [10]. Ces données forment
une série temporelle multivariée composée de trois variables
(K = 3). Le jeu de données d’entrainement, comprenant 6 003
000 observations, a été reconstruit a 1’aide du modele génératif
de détection d’anomalies basé sur des modeles de Transfor-
mers [1]. Le vecteur d’erreur obtenu suit une distribution a
parametres inconnus, que nous estimons en appliquant notre
modele bayésien. L’échantillonnage de Gibbs a été mis en
ceuvre avec 5 000 itérations. Afin de réduire le temps de calcul
sur ce vaste ensemble de données, une exécution parallele de
certaines étapes a été effectuée. Cette optimisation a permis
de diviser le temps d’exécution par plus de trois, le faisant pas-
ser de 39 minutes et 7 secondes a 11 minutes et 59 secondes
sur un ordinateur Apple M2 Pro (10 cceurs). Le Tableau E}(b)
présente les valeurs estimées des parametres a partir des er-
reurs de reconstruction. En utilisant ces parametres, un score

d’agitation (anomalie) est calculé en estimant la densité de
probabilité multivariée des erreurs. Soit e = ||, — x}[|3, le
vecteur d’erreur du point z;. Le point z; est considéré comme
anormal si sa densité est supérieure a un certain seuil 7, c’est
adire: f(e| 0) > 7.

5 Conclusion

Les architectures basées sur les Transformers ont démontré
leur efficacité pour la modélisation des séries temporelles mul-
tivariées et ont été largement utilisées pour des taches de détec-
tion d’anomalies. La clé¢ d’une détection d’anomalies optimale
réside dans le choix de la distribution pour modéliser ces er-
reurs ainsi que dans I’estimation précise de ses parametres.
Cet article propose une approche bayésienne pour estimer les
parametres de la distribution des erreurs de reconstruction
en utilisant une distribution gamma multivariée. La métho-
dologie repose sur la méthode MCMC avec échantillonnage
de Gibbs, et pour permettre son application a grande échelle,
nous recourons a une exécution en parallele. Une étude de
simulation portant sur 1’estimation des parametres d’une distri-
bution gamma tri-variée a montré que les valeurs estimées sont
tres proches des parametres réels, validant ainsi la pertinence
de notre approche. Les résultats expérimentaux confirment
la performance et la robustesse de notre modele, ouvrant des
perspectives prometteuses pour la modélisation des erreurs
de reconstruction. A ’avenir, nous envisageons d’exploiter
cette méthode pour détecter des événements critiques, tels que
I’hyperactivité, a partir des données d’activité physique.
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