Une breve histoire de la parcimonie :
du traitement de signal a I’apprentissage profond
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Résumé — La notion de parcimonie joue un role transverse en traitement du signal et de I’image: elle permet d’aborder des tiches en
apparence aussi diverses que la compression, le débruitage, la séparation de sources, I’acquisition compressée, et plus généralement les
problemes inverses. Son histoire illustre en quoi cette notion, avant tout naturelle quand on cherche a compresser des signaux, s’est
aussi avérée une propriété précieuse quand on cherche a les reconstruire a partir d’observations incompleétes. Le savoir-faire associé a
donné lieu a des algorithmes combinant garanties de performance et complexité bornée pour les problemes inverses, mais comme nous
allons le voir leur extension dans un cadre de réseaux profonds pour I’apprentissage frugal réserve aussi quelques surprises et souleve de
nouveaux défis scientifiques.

Abstract — The notion of sparsity plays a transveral role in signal and image processing: it allows to tackle tasks as seemingly diverse
as compression, denoising, source separation, compressed sening and, more generally, inverse problems. Its history illustrates how
sparsity, which appears as a natural objective for data compression, is also a valuable prior for data reconstruction from incomplete
observations. The associated know-how has given rise to algorithms combining guaranteed performance and bounded complexity for
inverse problems, but as we shall see, their extension into a deep learning context for frugal learning also brings a few surprises and

raises challenging new research questions.

1 Parcimonie: les origines

Un vecteur est dit parcimonieux si la plupart de ses coordon-
nées sont nulles. Un vecteur avec une telle propriété est na-
turellement compressible, puisqu’il peut étre décrit en indiquant
simplement les quelques indices associés a des coordonnées non
nulles, ainsi que les valeurs de ces coordonnées. La parcimonie
de représentations de signaux et d’images dans des domaines
adaptés s’avere donc une sorte de don de la nature pour faciliter
leur compression. Ainsi, les techniques de compression en on-
delettes développées dans les années 90 s’appuient sur le fait
qu’on peut obtenir de treés bonnes approximations des signaux
réguliers par morceaux avec des combinaisons linéaires d’un
faible nombre d’ondelettes, exploitant la parcimonie approxima-
tive du vecteur de représentation en ondelettes. On retrouve le
méme phénomene pour la compression de signaux audio via des
représentations temps-fréquence (Figure [I.T).

De la compression au débruitage. Lorsqu’un signal ou une
image avec une telle représentation parcimonieuse est contam-
iné par du bruit additif Gaussien, on peut aussi exploiter cette
propriété de parcimonie pour le débruiter, en seuillant les coeffi-
cients d’ondelettes du signal bruité pour ne garder que les plus
grands avant de procéder a la transformée en ondelettes inverse.
Comme établi par D. Donoho et I. Johnstone [12]], un tel procédé
de débruitage est statistiquement quasi-optimal.

Parcimonie dans un dictionnaire. Une avancée majeure, qui
ouvre la voie a tout un pan de travaux exploitant la parcimonie
pour les problemes inverses et I’échantillonnage compressé (nous
y reviendrons), est le passage de représentations de signaux dans

des bases (souvent orthogonales) a des représentations dans des
familles redondantes, appelées dictionnaires [27]], et dont les
éléments sont appelés des atomes. Alors que la représentation
d’un vecteur comme combinaison linéaire d’éléments d’une base
est toujours unique, il y a une infinité de représentations dans
un dictionnaire : cela offre en effet une flexibilité accrue pour
choisir une représentation aussi propice que possible a la tiche
considérée (compression, débruitage ... ).

Algorithmes de décomposition parcimonieuse. L’idée
d’exploiter de tels dictionnaires redondants pour calculer des
approximations non-linéaires, ou des décompositions atomiques,
apparait dans les années 90 en traitement du signal et de I’'image
sous deux formes complémentaires : dans le travail de S. Mallat
et Z. Zhang sur Matching Pursuit [27], et dans celui de S. Chen
et D. Donoho sur Basis Pursuit [5]].

Matching Pursuit —de m&me que sa variante Orthonormal
Matching Pursuit (OMP), présente en filigrane des le travail de
S. Mallat et Z. Zhang— est un algorithme qui sélectionne itéra-
tivement des atomes pour minimiser 1’erreur résiduelle. Cette
approche gloutonne est inspirée de Projection Pursuit [[16], une
technique de régression introduite en statistiques par J. Fried-
mann et J. Tukey dans les années 70, également tres liée a
I’algorithme CLEAN de J. Hogborn pour la déconvolution en
radio-astronomie [23]]. Laurent Jacques mentionne aussi dans
une note de blogE] des travaux des années 30 ou des idées sim-
ilaires apparaissent pour résoudre « a la main » de fagon ap-
prochée des systemes linéaires, avant I’apparition des premiers
ordinateurs programmables.

1. Matching Pursuit Before Computer Science, June 2008
https://laurentjacques.gitlab.io/post/matching-pursuit-before-computer-science/
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Figure 1.1 — Exemples de signaux et images naturels illustrant la parcimonie de leur représentation dans un domaine adapté.

Plus qu’un algorithme, Basis Pursuit (ainsi que son jumeau
LASSO, introduit de facon quasi-concomitante en statistiques
par R. Tibshirani [34]) formule la sélection d’atomes de fagon in-
directe comme un probléme convexe de minimisation de norme
L1 —une idée alternative aux moindres carrés qu’on trouve
déja dans les travaux de J. Claerbout et F. Muir [6] dans les
années 70— et nécessite donc de faire appel a des algorithmes
d’optimisation sur lesquels nous reviendrons. En présence de
bruit, Basis Pursuit denoising formule un probléeme de minimisa-
tion comportant deux termes : un terme d’attache aux données
quadratique, auquel s’ajoute un terme de pénalité L1 dont les pro-
priétés mathématiques favorisent des solutions parcimonieuses.

2 Des heuristiques aux garanties

Etant donné un vecteur z et une matrice A, le probleme
idéalisé de représentation parcimonieuse consiste a chercher
le vecteur z le plus parcimonieux tel que z = Ax. Des variantes
existent dans le cas de représentations approchées, mais bien que
I’on réalise vite que tous ces problemes sont essentiellement com-
binatoires et NP-difficiles [28]], le comportement empirique de
Basis Pursuit et de Matching Pursuit ne manque pas d’intriguer
[L1] : dans un cadre synthétique ot un signal est généré a partir
d’une représentation parcimonieuse « de référence » x( sous
la forme z = Auxg, ces approches sont souvent capables de
retrouver exactement ladite représentation. Ces phénomenes
empiriques sont rapidement exploités en séparation de sources
[2} 20], avec notamment la notion d’analyse en composantes
parcimonieuses ou morphologiques [33|21]. L’idée générale est
que si on observe la superposition z = z; + 29 de deux signaux
admettant chacun une représentation parcimonieuse, z; = A;x;,
alors sous des conditions empiriquement favorables on peut
identifier 21, x5 (et donc reconstruire z1, z2) en cherchant la
représentation la plus parcimonieuse de z = [A1, As]( %L )-

Garanties pour les problémes inverses parcimonieux. Le
deuxieme jalon clé du domaine est, au début des années 2000,
la caractérisation des premieres conditions formelles garantis-
sant I’identification de représentations parcimonieuses via le
principe de minimisation L1 [11] ou via I’algorithme OMP [36].
Il semble que ce soit aussi le moment ol émerge la notion de
« pseudo-norme » LO d’un vecteur z : cette « norme » correspond
simplement au nombre de composantes non nulles de z, et la no-
tation est analogue aux classiques normes Lp, ||z} := >, |=;/?,
puisque ||z[o = >, |#;|° avec la convention que si z; = 0 on
a |z;|° = 0, tandis que |x;|° = 1 pour z; # 0. Le probleéme
idéalisé de représentation parcimonieuse, dont la minimisation

L1 est la relaxation convexe, s’écrit ainsi
min ||z||g s.t. 2 = Az
xT

Réle de I’optimisation proximale. On peut raisonnablement
supposer que la mise en lumiere des garanties de reconstruc-
tion parcimonieuse par régularisation L1 —avec des techniques
d’analyse déja présentes dans les travaux précurseurs de Jean-
Jacques Fuchs [17]- joue un r6le d’aiguillon pour motiver le
développement d’algorithmes proximaux [8]]. Ces algorithmes
rendent facilement accessible la minimisation L1 pénalisée de la
formulation Basis Pursuit/LASSO,

min 4]} — |3+ A1,

jusqu’alors réservée aux experts car nécessitant de faire ap-
pel a de cofiteux algorithmes génériques de programmation
linéaire ou quadratique, avec des parametres complexes a ré-
gler. Les premieres garanties en reconstruction parcimonieuse
sont vite améliorées et étendues, elles donnent par ailleurs un
cadre théorique et algorithmique flexible et solide [[14} 3] dont
le déploiement couvre aujourd’hui une trés large gamme de
problemes inverses sous-déterminés [32].

Naissance de I’échantillonnage compressif. Une con-
séquence majeure des garanties de reconstruction sous hypothese
de parcimonie est I’apparition du concept d’échantillonnage
compressif (compressed sensing, terminologie due a Donoho
[LO] pour des idées —notamment 1’échantillonnage aléatoire
dans le domaine de Fourier-— attribuées au travaux pionniers
de Candes-Romberg-Tao [4]). 11 s’agit de s’ affranchir des con-
traintes inhérentes aux problemes inverses linéaires classiques,
dans lesquels la matrice A est en quelque sorte subie, et peut
donc avoir des caractéristiques défavorables limitant de facto les
niveaux de parcimonie pour lesquels des garanties de reconstruc-
tion sont possibles.

L’idée centrale de 1’échantillonnage compressif, est la suiv-
ante : quand on congoit un dispositif physique pour effectuer
des mesures linéaires de signaux analogiques (par exemple, un
radiotélescope, ou un scanner IRM ...), pourquoi ne pas prof-
iter des degrés de liberté dont on dispose pour s’assurer que la
matrice correspondante ait de bonnes propriétés vis-a-vis de la
régularisation parcimonieuse ? L’échantillonnage compressif
consiste ainsi a guider la conception du dispositif d’acquisition
des données, modélisé par A, pour en améliorer les performances
de reconstruction sous hypothese de parcimonie et réduire signi-
ficativement les temps ou les cofits d’acquisition.



Matrices aléatoires et échantillonnage compressif. De
facon a priori surprenante, I’optimisation des propriétés de A
passe par I’exploitation volontaire d’aléa dans sa conception, un
principe qui a une longue histoire en informatique théorique —
depuis les travaux pionniers de Ph. Flajolet jusqu’a ceux de A.
Gilbert, Y. Avridis, S. Muthukrishnan et M. Strauss [18]], qui ont
de fait directement inspiré le développement de 1’échantillonnage
compressif — mais aussi en imagerie par rayons X avec les tech-
niques de masques a ouverture codée [1]].

La parcimonie dans tous ses états. De ses origines
philosophiques — le rasoir d’Occam — la notion de parcimonie
n’a cessé d’étre un concept évolutif, souvent flou et qualitatif
[L3], et toujours en perpétuel renouvellement. De fait, la parci-
monie prend aujourd’hui de nombreux visages nouveaux, ol
la représentation explicite via des vecteurs parcimonieux dans
un domaine connu (par exemple en ondelettes) ou inconnu (via
la notion d’apprentissage de dictionnaire [35]] — un précurseur
des auto-encodeurs et de 1’apprentissage de représentation) a
donné naissance a de nombreuses variantes. Il s’agit notamment
d’approches rendant compte d’une diversité de connaissances
a priori sur les données, qui vont notamment de la parcimonie
structurée [24] ou sociale [25] a la parcimonie continue [9]], et
des modeles de rang faible a la sparse PCA [29] ou au Graphical
LASSO [15]. Mais au-dela, les avatars modernes de la parci-
monie capturent en essence la faible dimension intrinseque d’un
modele structuré de données : méme si celles-ci sont au premier
abord dans des espaces de tres grande dimension, il existe sou-
vent des indices comme quoi elles peuvent étre exprimées avec
un nombre réduit de parametres ou degrés de liberté, une idée
que I’on retrouve notamment dans les modeles génératifs de type
GAN (generalized adversarial networks).

3 Parcimonie et apprentissage frugal?

En complément de la capacité a compresser des données via
la parcimonie de leurs représentations, le concept de parcimonie
apparait aussi en filigrane en traitement du signal et de 1’image
pour traiter efficacement ces donnés via des transformées rapides
(Fourier, ondelettes): 1’efficacité de ces dernieres est en effet
intrinsequement liée a I’existence d’une factorisation creuse des
matrices correspondantes (voir Figure [3.2)).
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Figure 3.1 — L’élagage des couches denses d’un réseau de neu-
rones est un objectif naturel pour en réduire I’empreinte mémoire
mais aussi le cofit de calcul, de fagon analogue aux transformées
rapides de la Figure[3.2]

Il est bien siir tentant d’exploiter ces idées dans le contexte
de I’apprentissage profond (voir Figure [3.T), o1 le besoin n’a
jamais été aussi grand de mieux contrdler les compromis entre
complexité et performance des modeles neuronaux devenus de

taille astronomique. Peut-on s’appuyer pour cela sur le savoir-
faire théorique et algorithmique en régularisation parcimonieuse
pour les problemes linéaires inverses ?

Cette question a été abordée dans un recent tutoriel sur la
parcimonie profonde [22], qui en étudie les malédictions et les
bénédictions. Les auteurs tirent en particulier trois lecons des
problemes inverses, et montrent que celles-ci ne sont en fait plus
valides en contexte profond:

1. la minimisation L1 (resp. L2) induit des solutions creuses
(resp. “lisses”): en apprentissage profond, la minimisation
L2 correspond au weight decay, et celui-ci favorise des solu-
tions creuses ou de rang faible |31, [30] plutot que lisses.

2. les approches gloutonnes ou par seuillage permettent
d’identifier les coefficients significatifs: a cause des symétries
de remise a 1’échelle dans les réseaux RelLU, la notion de
“grand” coefficient est mal définie, rendant inopérantes les
approches du type glouton. Un exemple qui explicite bien ce
concept est celui de 1’élagage (ou pruning): si I’on met a zéro
des poids dans un réseau via la technique de iterative magni-
tude pruning (IMP), une simple remise a 1’échelle adversaire
des poids peut completement changer le résultat.

3. retrouver un vecteur creux est un simple probleme de moin-
dres carrés si son support (les indices des coordonnées non
nulles) est connu, la difficulté essentielle est d’identifier ce
support: en contexte profond le probleme reste difficile méme
a support fixé, et ceci déja dans le cas le plus simple de la
factorisation de matrice a deux facteurs. La difficulté n’est
pas seulement die a la présence possible de minima locaux
qui compliquent I’optimisation, celle-ci peut méme étre in-
trinsequement mal posée et forcer la divergence a I’infini des
coefficients au cours des itérations de descente de gradient.

Pour surmonter ces difficultés inattendues, une piste féconde con-
siste a chercher des formes structurées de parcimonie profonde
susceptibles d’en garder les bénéfices en termes d’économie de
ressources tout en garantissant des propriétés favorables des prob-
lemes d’optimisation associés. Si de premieres pistes [[7, 26 [19]
ont mis en lumiere les promesses de la structure papillon sous-
jacente a la transformée de Fourier rapide, il reste encore beau-
coup a comprendre dans ce nouveau champ de recherche.
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