Décomposition conjointe de plusieurs tenseurs fondée sur une
extension des équations de Sylvester
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Résumé — Dans cet article, nous étudions le probléme de la fusion de plusieurs images multispectrales et d’une image hyper-
spectrale, étendant ainsi le probleme classique de multi-sharpening visant a fusionner une image multispectrale et une image
hyperspectrale. La méthode proposée repose sur la décomposition tensorielle conjointe. En nous appuyant sur le cadre de la méthode
STEREO, nous proposons une approche, nommée G-STEREO-1, qui exploite une extension des équations de Sylvester au sein
d’une décomposition polyadique canonique tensorielle conjointe. Des expériences sur données synthétiques et réelles montrent que
la méthode proposée surpasse les méthodes de fusion tensorielle de la littérature.

Abstract — In this paper, we consider the problem of combining several multispectral and one hyperspectral image, extending the
classical multi-sharpening problem which aims to fuse one multispectral and one hyperspectral image. The proposed method is
based on joint tensor decomposition. In particular, building upon the STEREO framework, we introduce our proposed method
named G-STEREO-1, which leverages an extension of Sylvester equations within a joint tensor canonical polyadic decomposition.

Experiments on synthetic and real data show the proposed method to outperform state-of-the-art tensor fusion methods.

1 Introduction

Notre planete est observée en continu par des satellites équipés
d’imageurs multispectraux ou hyperspectraux (MS ou HS).
Ces deux types d’imageurs fournissent des cubes de données
a deux dimensions spatiales et une dimension spectrale, mais
leur différence réside dans le nombre de bandes spectrales,
beaucoup plus élevé dans la seconde que dans la premiere.
Cependant, I’augmentation du nombre de bandes spectrales
se fait au prix d’une résolution spatiale réduite des images
HS, pourtant cruciale dans de nombreuses applications. Par
conséquent, le multi-sharpening (ou fusion ou super-résolution
d’images MS et/ou HS) est un domaine de recherche tres actif
pour lequel de nombreuses méthodes ont été proposées [5,9].
Dans cet article, nous cherchons a étudier la décomposition
tensorielle conjointe pour le multi-sharpening [8]]. Parmi les
méthodes proposées, les techniques proposées dans [3}6] ré-
solvent les équations de Sylvester pour mettre a jour les ma-
trices dérivées des données tensorielles. Cependant, elles ne
peuvent traiter que des images a résolution spatiale fixe.

Dans cet article, nous cherchons a les étendre pour traiter
plus de deux images ou deux images dont les résolutions spa-
tiales varient selon les longueurs d’onde. En effet, nous nous
intéressons a la fusion des données — fournies respectivement
par Sentinel-2 (S2) optical Multi-Spectral Instrument (MSI)
et Sentinel-3 (S3) Ocean and Land Color Instrument (OLCI) —
qui sont largement appliquées a la couleur de I’eau. Cependant,
I’étude des zones cotieres ou estuariennes nécessite a la fois
une échelle spatiale suffisamment fine et une résolution spec-
trale fine, ce qui n’est pas possible avec S2 ou S3 seuls. Une
spécificité de S2 réside dans le fait que sa résolution spatiale
n’est pas constante sur les bandes spectrales.

Bien que nous ayons étudié les performances de certaines
méthodes d’affinage de pointe pour des données S2 et S3 simu-

1ées et réelles dans [1]], nous n’avons inclus dans notre expé-
rience aucune méthode basée sur la décomposition tensorielle,
ce que nous souhaitons faire dans cet article. Nous étudions
notamment I’amélioration apportée par STEREO [3] et notre
extension généralisée proposée, nommée G-STEREO-1.

La suite de I’article est structurée comme suit. Nous intro-
duisons dans la section 2] le probleme de sharpening considéré.
Nous introduisons dans la section 3]1a méthode STEREO et
I’extension que nous proposons. Nous étudions leurs perfor-
mances dans la section[dlavant de conclure dans la section

2 Position du probléme

Dans cet article, nous considérons trois images multispectrales,
notées respectivement M, € R X/1xXKi Af, ¢ RI2xJ2x K2
et Mz € RI3*J3xKs qinsi qu'une image hyperspectrale H €
RInxJnxKn toutes acquises approximativement au méme mo-
ment et sur la méme zone géographique. Nous supposons
également que [y > Iy > Is > Ip,que J; > Jo > J3 > Jp,
et que max{K1, Ko, K3} < K}. En pratique, ce scénario
correspond aux données acquises par les satellites{]_-] Sentinel-2
(S2) et Sentinel-3 (S3) (voir Fig.[I)). En effet, S2 fournit des
images avec trois résolutions spatiales différentes, a savoir 10,
20 et 60 m, tandis que les images S3 ont une résolution spatiale
de 300 m. Cela implique que

I3 .[2 .[1 Jd J2 Jl
I = —= — = — = —= — = — l
"=y 1530 M5 1o

tandis que K1 = 4, Ky = 6, K3 = 3, et Kj, = 21.

11 est a noter que les données S2 et S3 sont multispectrales. Cependant,
en pratique, S3 fournit des données & plus haute résolution spectrale et plus
faible résolution spatiale que S2. Dans le reste de cet article, on utilisera de
maniere abusive le terme hyperspectral pour parler des données S3.
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FIGURE 1 — Cadre de la fusion d’images S2 et S3.

L’ objectif de cet article est d’intégrer ces données disparates
afin de générer une image super-résolue S € R *J1xKn
combinant a la fois une haute résolution spatiale et une haute ré-
solution spectrale. Contrairement aux méthodes traditionnelles
de super-résolution qui utilisent une seule image multispectrale
a une résolution fixe, cette approche exploite simultanément
toutes les résolutions disponibles, permettant ainsi une fusion
optimale des informations spatiales et spectrales.

S=[X,Y, Z], @)

ol X € ROXF Y € RNXF ot Z ¢ RE»XF gont des ma-
trices obtenues par une décomposition canonique polyadique
(CPD) de rang F' de S. Les tenseurs définis précédemment
s’expriment alors comme suit :

My = [X,Y, PV 2] 3)

M, =[PP X, PPy, PP 7] (4)

Ms =[PP x, PPy, PP 7] 5)
H=[P'X,P}Y, 7] (6)

ol Pl(k) et PQ(’C) sont des opérateurs de dégradation spatiale uti-

lisant un filtrage gaussien suivi d’un sous-échantillonnage, et

Pék) est un opérateur de dégradation spectrale par agrégation
des bandes [3]] Ces opérateurs sont supposés connus. Dans cet
article, le probléme d’optimisation s’exprime par :

win, L(X,Y,Z), (7)

ou la fonction colit est définie comme suit :

L= |[H-[PX, P}y, Z]|

3 2 (8)
3 - 1 Py
k=1

ou Pl(l) =1, Pz(l) = I représentent la matrice identité pour
M, et .|| F désigne la norme de Frobenius et A; (i = 1...3)
sont les poids de pondération.

3 Méthode proposée
3.1 Principes de I’approche STEREO

Le probleme traité par STEREO [3] consiste a minimiser
I’Eq. en fixant A = A3 = 0. Cette approche considere

conjointement deux tenseurs, c.-a-d. H et M;, comme des
versions dégradées de S. La fonction d’optimisation associée
est formulée comme suit

L(X,Y, Z) = ||H - [PIX, PLY, Z] ||

e
Y HM1 ~[X.Y, P, Z]]HF.

En pratique, cette fonction est minimisée en utilisant une
approche de moindres carrés alternés, ou chaque facteur est
mis a jour de maniere itérative, en gardant les autres fixés. Lors
de I’optimisation du facteur X, le gradient de la fonction cofit
s’exprime comme suit :

VxL=2PM"PIxU U, — 2P THOV U,

(10)

+on XU U, — 22, M T
onl, £ ZOPIY,U, £ Pél)ZQY, © désigne le produit de
Khatri-Rao et H(1) et M(1) sont respectivement les premiers
modes de H et M. L’éq. (I0) peut étre reformulée comme une
équation de Sylvester classique, c.-a-d.

A, X + XB, =C,, (1)

avece
A, & (PP, (12)
B, 2 U UL - (U UL, (13)

C, 2 (PHYTHOD, + WM U - (U UR) Y (14)

La solution exacte de cette équation est bien connue, ce qui
facilite la mise a jour efficace de X. Ce processus est ensuite
appliqué de maniere similaire pour estimer de maniere itérative
les facteurs Y et Z jusqu’a convergence.

3.2 Généralisation de STEREO a plus de deux
tenseurs

L approche proposée dans cet article s’appuie sur la stratégie
de la méthode STEREO [3] en optimisant I'Eq. . Cependant,
contrairement aux auteurs de [3]] qui considérent uniquement
deux tenseurs, notre approche traite conjointement quatre ten-
seurs, a savoir trois tenseurs multispectraux My, My, M3, et
un tenseur hyperspectral 7. La stratégie globale est la méme
que celle décrite dans [3[], ou nous visons a mettre a jour alter-
nativement X, Y et Z. Cependant, la méthode basée sur les
équations de Sylvester classiques n’est pas applicable ici.

Considérons la mise a jour de la matrice X. L’expression
du gradient de I’éq. (8] par rapport a X s’écrit

4
VxL = ZAi X B; - C, (15)
=1
ou
Ay 2 phlph By 2U Uy,  (16)
Ay &N\, B, 2UlUu, (17

.
Az 2 P2 PO, B 2U U, (18)

.
A2 2P PO, B, 2UjUs, (19



3
T
c=r HOU, + Y AP0 MOTU, o)

i=1
avec
U, 270 PY, U, 2PVzZ0Y, 1)
U, 2 PP70PPY, Us2PP70PPY. (22

Annuler I’éq. (I5) fournit une équation de Sylvester généra-
lisée
4
> A4, X B =C, (23)
i=1
significativement plus complexe que 1’éq. (II). Pour la ré-

soudre, nous utilisons une stratégie similaire a celle de [2]],
basée sur la vectorisation de chaque terme A; X B;, c.-a-d. [7] :

vec(A; X B;) = (B, @ A;) vec(X), (24)

ol ® désigne le produit du Kronecker . Il en résulte qu’une
fois vectorisée, I'Eq. peut étre réécrite comme un pro-
bleme classique des moindres carrés et résolue par une simple
inversion du terme matriciel, c.-a-d.

vec(X) = (Z(BZT ®Ai)> -vec(C). (25)

%

Cependant, au lieu d’une solution des moindres carrés, nous
utilisons une approche de descente de gradient. De maniere
similaire, nous pouvons mettre a jour Y et Z en déroulant les
tenseurs M (j = 1,...,3) et H selon les autres modes. En
pratique, chacun de ces facteurs matriciels est mis a jour de
maniere alternée. La structure globale de notre extension géné-
ralisée de STEREO utilisant des données unidimensionnelles
(G-STEREO-1) est présentée dans 1’ Algorithme [I]

Algorithme 1 G-STEREO-1

Entrées : Valeurs initialesde X, Y et Z
Poids \; i =1,...,3)

Sortie : Tenseur # = [X,Y, Z]

1: Répéter

2:  Mettre a jour X en résolvant 1’éq.
3:  Mettre a jour Y de maniere similaire

4:  Mettre a jour Z de maniére similaire
5: Jusqu’a Convergence

4 Validation expérimentale

Dans cette étude, nous utilisons d’abord des données simulées
dérivées de 1’image hyperspectrale de Pavieﬂ Nous extrayons
des bandes spectrales correspondant aux capteurs S2 et S3 en
identifiant les bandes correspondantes dans 1’image hyperspec-
trale. Pour simuler les observations des capteurs S2 et S3, nous
effectuons un rééchantillonnage spectral et spatial, générant
des images a résolution plus faible qui répliquent les caracté-
ristiques spectrales et spatiales de ces capteurs satellites, en
particulier les rapports des dimensions spatiales fournis dans

2L’image peut étre consultée sur |https://www.ehu.eus/
ccwintco/index.php/Hyperspectral_Remote_Sensing__
Scenes.

I’Eq. . Ce cadre expérimental nous permet d’évaluer I’effica-
cité des méthodes dans des conditions proches des applications
réelles.

Nous évaluons les performances de G-STEREO-1 en compa-
raison avec des méthodes de la littérature, c.-a-d., STEREO [3]],
SCOTT, B-SCOTT [6] et SCUBA [4]], pour différentes valeurs
du rang F'. Notons que B-SCOTT et SCUBA ne nécessitent
pas de fournir les opérateurs de dégradation spatiale et spec-
trale. Les méthodes SCOTT et B-SCOTT ont été testées sur
des zones identifiables ou elles sont connues pour fonction-
ner correctement, conformément aux recommandations de [6].
Les parametres \; dans les éq. (8) et (9) ont été fixés a 1.
Pour STEREO, nous avons effectué 10 itérations, tandis que
G-STEREO-1 a été évaluée avec 5 itérations externes. L'éva-
luation repose sur des métriques standard de qualité d’image
hyperspectrale [9]], a savoir le PSNR (le rapport entre la plus
grande valeur possible de puissance du signal et la puissance
du bruit), le SAM moyen (le SAM mesure I’angle entre le
spectre de référence et celui estimé, pour chaque pixel), I'ER-
GAS (une erreur moyenne normalisée pour chaque bande de
I’image traitée) et le Q2n (une généralisation de I’indice uni-
versel de qualité d’image UIQI).
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FIGURE 2 - Performances obtenues en fonction du rang.

La Figure 2] présente les performances obtenues par chaque
méthode pour les quatre métriques d’évaluation, en fonction
des différents rangs. Les résultats montrent que G-STEREO-1
surpasse I’ensemble des autres méthodes selon tous les criteres
de performance, suivi de pres par SCUBA. Il convient de
noter qu’en pratique, nous avons constaté que les méthodes
de la littérature offrent une bonne performance de fusion pour
certaines bandes spectrales et échouent pour d’autres.

Nous illustrons ce comportement dans deux cas distincts,
comme le montre la figure 3} en utilisant les meilleurs rangs
déterminés selon la figure[2] c.-a-d. F' = 110 pour G-STEREO-
1, SCUBA et B-SCOTT, F' = 90 pour STEREO et F' = 40
pour SCOTT. Le premier scénario, illustré sur les graphiques
a gauche de cette figure, concerne des longueurs d’onde ou
les données S2 sont proches de la longueur d’onde S3 consi-
dérée. Dans ce cas, toutes les méthodes de fusion testées par-
viennent a produire des résultats de haute qualité, sans distor-
sions notables. En revanche, le second scénario, montré sur les
graphiques a droite, concerne des longueurs d’onde plus éloi-
gnées, entrainant 1’apparition de distorsions dans les images
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FIGURE 3 — Images a 491 nm (a gauche) et 779 nm (a droite)
théoriques (GT) et obtenues apres fusion par les méthodes
testées.
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FIGURE 4 — Image a 761 nm obtenue apres fusion de données
réelles S2 et S3 par les diverses méthodes testées.

fusionnées. Dans ce contexte, G-STEREO-1 se distingue en
produisant une image de meilleure qualité par rapport aux
autres méthodes testées.

Ce méme comportement est observé avec les images réelles
de S2 et S3, comme montré dans la Fig. El Dans ce cas, toutes
les méthodes de la littérature testées — a I’exception de B-
SCOTT - fournissent une image visuellement trées dégradée.
En revanche, G-STEREO-1 maintient une qualité d’image bien
meilleure, ce qui montre la pertinence de la méthode proposée.

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons proposé une extension généra-
lisée de la méthode STEREOQO, basée sur un cadre tensoriel
conjoint. Notre approche exploite et résout des équations de
Sylvester généralisées pour aborder efficacement le probleme
de la super-résolution hyperspectrale, en particulier dans les
scénarios impliquant strictement plus de deux tenseurs de di-
mensions variables. L’ objectif est de générer une image super-
résolue riche a la fois spatialement et spectralement. Nous
souhaitons prochainement étendre d’autres méthodes telles
que celles proposées dans [[6], pour les adapter au probleme de
fusion S2 et S3. De plus, I’amélioration de I’efficacité compu-
tationnelle de la méthode est une direction clé pour les futurs
développements, notamment pour permettre son application
au traitement de séries temporelles. Cela ouvrirait la voie a
des applications plus complexes, telles que la télédétection

multi-temporelle, ou I’analyse dynamique des séquences de
données est essentielle. Enfin, nous souhaitons pouvoir compa-
rer les images super-resolues issues de la fusion des données
S2 et S3 avec des mesures in situ. La correction atmosphérique
alors nécessaire pour cette comparaison génere des données
manquantes dont il faudra tenir compte dans nos prochains
travaux.
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