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Résumé – Nous proposons un benchmark open source des principaux algorithmes d’optimisation et leurs implémentations pour
la résolution du Graphical Lasso, afin d’aider les praticiens à choisir la meilleure option en fonction de leur cas d’usage. Notre
benchmark est public, customisable et intégré à l’écosystème benchopt [Moreau et al., 2022] afin de favoriser la recherche ouverte
et reproductible. Nous publions également une implémentation efficace d’un solveur par descente de blocs de coordonnées, avec des
fonctionnalités avancées comme les pénalités pondérées, ainsi que diverses pénalités. Il permet ainsi d’utiliser la régularisation non-
convexe, dont nous démontrons empiriquement la supériorité. Afin d’assurer une large diffusion et un impact pratique significatif,
ce solveur est intégré à l’écosystème scikit-learn via le package skglm [Bertrand et al., 2022].

Abstract – We provide an open source and extensive benchmark of the major optimization algorithms and available implementa-
tions for solving the Graphical Lasso, to help practitioners choose the best one depending on their use case. Our benchmark is
public, customizable and integrated into the benchopt ecosystem [Moreau et al., 2022] to foster open-research. We also release
an efficient open source implementation of a block-coordinate descent solver, which we make available with all the desirable
features. In particular, it supports weights and diverse penalties, unlocking the power of nonconvex regularization, whose superiority
we demonstrate empirically. To ensure wide dissemination and a significant practical impact, this solver is integrated into the
scikit-learn ecosystem via the skglm package [Bertrand et al., 2022].

1 Introduction
Révéler les structures sous-jacentes dans les données com-

plexes, donc les relations cachées entre les variables d’un jeu
de données, revêt une importance cruciale pour de nombreuses
applications. Ces relations structurelles peuvent commodé-
ment être représentées par des graphes, qui offrent un moyen
naturel de modéliser la distribution jointe de données multivar-
iées, où les relations d’indépendance conditionnelle peuvent
être exprimées à travers la structure du graphe. Si l’ensemble
des sommets du graphe représente les variables du jeu de
données, l’indépendance conditionnelle de deux variables est
modélisée par l’absence d’arête entre les deux sommets cor-
respondants [Koller, 2009]. Pour les données gaussiennes, la
structure d’indépendance conditionnelle peut être caractérisée
par l’inverse de la matrice de covariance de la distribution sous-
jacente, appelée matrice de précision, qui peut être vue comme
la matrice d’adjacence du graphe relationnel. L’apprentissage
du graphe peut donc être reformulé comme l’estimation de la
matrice de précision sous contrainte de parcimonie. Le Graphi-
cal Lasso [Banerjee et al., 2008, Friedman et al., 2008] est sans
doute la méthode la plus populaire pour estimer les matrices de
précision parcimonieuses dans ce cadre. Il est obtenu comme
la solution d’un problème d’optimisation convexe non lisse,
pour lequel de nombreux algorithmes dédiés ont été conçus.
Pour atténuer le biais de la pénalité `1, des modifications
basées sur des pénalités non-convexes ont montré qu’elles
amélioraient considérablement la qualité de la matrice estimée.
L’intégration de la non-convexité au problème initial apporte
son lot de défis qui peuvent être abordés de diverses manières,
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souvent au prix de l’efficacité computationnelle. Bien que de
nombreux algorithmes aient été proposés dans la littérature,
les logiciels open-source actuellement disponibles manquent
d’une implémentation d’un solveur pour le Graphical Lasso
qui soit à la fois computationnellement efficace et capable de
gérer adéquatement la non-convexité.

Contributions (1) Nous fournissons une explication détail-
lée de différentes approches d’optimisation pour résoudre le
problème du Graphical Lasso et éclairons les points clés pour
des implémentations pratiques efficaces. (2) Nous réalisons
un benchmark des principaux algorithmes d’optimisation pour
résoudre le Graphical Lasso. Nous mettons en lumière qu’il
n’existe pas de solveur universel et que selon le contexte, l’un
peut être plus pertinent que l’autre. Ce benchmark est publié
sous le cadre benchopt, et peut être reproduit ou étendu
sans difficulté. (3) Nous publions une implémentation mod-
erne en Python d’un solveur compétitif, basé sur une descente
de blocs de coordonnées, primale ou duale. Notre implémenta-
tion est au moins aussi rapide que celle de scikit-learn
[Pedregosa et al., 2011] tout en offrant bien plus de fonction-
nalités. En particulier, elle gère les pénalités non-convexes,
soit par repondération itérative, soit par optimisation directe
lorsque cela est possible. Nous montrons numériquement que
de telles pénalités conduisent à des améliorations substantielles
sur la reconstruction, et l’identification du support.

Notation Nous utilisons la majuscule en gras Θ pour les
matrices, la minuscule en gras θ pour les vecteurs et la mi-
nuscule standard θ pour les scalaires. Pour Θ ∈ Rp×p,
‖Θ‖1,off =

∑
i 6=j |θij |.
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2 Le Graphical Lasso
Nous nous intéressons à l’estimation du graphe

d’indépendance conditionnelle des variables d’un jeu
de données gaussien i.i.d. La matrice d’adjacence du graphe
est alors donnée par la matrice de précision Θtrue � 0,
l’inverse de la matrice de covariance Σtrue de la distribution
gaussienne. Soit un jeu de données de n observations
i.i.d. gaussiennes xi ∼ N (0,Σtrue), xi ∈ Rp, ∀i ∈ [n].
L’objectif du Graphical Lasso est de fournir une estimation
parcimonieuse de Θtrue = Σ−1

true à partir de la matrice de
covariance empirique S = 1

n

∑n
i=1 xix

>
i :

Θ∗ = argmin
Θ�0

− log det(Θ) + 〈S,Θ〉︸ ︷︷ ︸
F(Θ)

+λ‖Θ‖1,off︸ ︷︷ ︸
Rλ(Θ)

, (1)

où l’attache aux données F(Θ) est la log-vraisemblance néga-
tive sous hypothèse de normalité des xi et Rλ(Θ) est une
pénalité `1 pour imposer de la parcimonie sur Θ∗, les co-
efficients diagonaux n’étant pas pénalisés. (1) est un prob-
lème d’optimisation convexe contraint au cône des matrices
symétriques définies positives, qui peut être résolu de dif-
férentes manières. De nombreuses approches mettent à jour
une paire ligne-colonne de manière itérative, et il sera pratique
d’adopter le partitionnement suivant de Θ :

Θ =

[
Θ11 θ12

θ>12 θ22

]
(2)

avec Θ11 ∈ R(p−1)×(p−1),θ12 ∈ Rp−1, θ22 ∈ R. Notez que
la paire ligne-colonne à mettre à jour n’a pas besoin d’être la
dernière ; nous illustrons Figure 1 comment les sous-vecteurs
θ12 et les matrices Θ11 évoluent selon la paire considérée.

Blocks

Figure 1 – Différentes instances du partitionnement par blocs
(2) en fonction de la paire ligne-colonne i considérée.

3 Solveurs pour le Graphical Lasso
Nous détaillons d’abord deux des algorithmes les plus pop-

ulaires pour résoudre (1), basés respectivement sur des ap-
proches par blocs de coordonnées duales et primal.

3.1 Ascension de blocs de coordonnées duale
Banerjee et al. [2008] proposent un algorithme efficace

d’optimisation par blocs pour résoudre le dual du Graphical
Lasso, qui est

max
W�0

log det(W ) s.t. ‖W − S‖∞ ≤ λ ,wii = sii ∀i ∈ [d] .

De manière séquentielle, une paire ligne-colonne i deW est
sélectionnée (notée w12 comme dans Figure 1), et mise à jour
selon :

argmin
w∈Rp−1

w>[W11]
−1w s.t. ‖w − s12‖∞ ≤ λ , (3)

tandis que w22 est fixé à s22 lors de l’initialisation, et n’est
jamais mis à jour. Bien que cela ne soit pas mentionné dans
Banerjee et al. [2008], pour une implémentation plus efficace,
Θ peut être initialisé commeW−1

init et mis à jour après chaque
mise à jour de w12 en utilisant la formule d’inversion de Ba-
nachiewicz. Lorsque Θ est disponible, [W11]

−1 peut être
obtenu en O(p2) à partir de Θ au lieu de O(p3) (voir par
exemple Pouliquen et al. [2025, Prop 3.2]).

Pour éviter les inversions de matrices et tirer parti des
solveurs Lasso rapides, au lieu de résoudre (3), Friedman
et al. [2008] propose de résoudre son dual

min
w̃∈Rp−1

w̃>W11w̃ + s>12w̃ + λ‖w̃‖1 , (4)

et calculer w12 comme W11w̃. Cet algorithme est couram-
ment appelé GLasso, et est celui implémenté dans le très pop-
ulaire GraphicalLasso de scikit-learn.

Cependant, l’algorithme de Friedman et al. [2008] présente
certaines limitations : la valeur de l’objectif n’est pas décrois-
sante et le caractère défini-positif de Θ etW n’est pas stricte-
ment garanti à chaque itération.

3.2 Descente de blocs de coordonnées primale
Plus tard, Mazumder and Hastie [2012] proposent une al-

ternative primale afin de corriger ces problèmes, appelée P-
GLasso. Dans l’esprit, l’algorithme P-GLasso offre les mêmes
garanties – à savoir, la décroissance de la valeur de l’objectif
et des garanties strictes de SPD – que l’approche de Baner-
jee et al. [2008], tout en étant compatible avec les solveurs
rapides de Lasso comme Friedman et al. [2008]. Parmi les
nombreuses façons de concevoir l’algorithme, la plus intu-
itive consiste à reformuler (1) comme une minimisation al-
ternée : à chaque itération, une ligne-colonne i est choisie,
et la fonction objectif est minimisée par rapport à θ22 et θ12

simultanément, tout en gardant Θ11 fixe. D’après la formule
de Schur, det(Θ) = det(Θ11)(θ22− θ>12Θ

−1
11 θ12), et donc la

dépendance de l’objectif par rapport à ces blocs est donnée par

− log det(Θ11)− log(θ22 − θ>12Θ
−1
11 θ12)

+ 〈Θ11,S11〉+ 2θ>12s12 + s22θ22

+ λ‖Θ11‖1,off + 2λ‖θ12‖1 (5)

, F (θ12, θ22) (6)

P-Glasso est obtenu en supprimant d’abord la variable θ22

du problème d’optimisation, en remarquant que pour un θ12

fixe, on a

θ∗22(θ12) , argmin
θ22

F (θ12, θ22) =
1
s22

+ θ>12[Θ11]
−1θ12 .

En remplaçant cette expression dans F , on obtient un problème
de minimisation sur θ12 uniquement :

θ∗12 = argmin
θ12

F (θ12, θ
∗
22(θ12)) (7)

=
1

s22
argmin
θ̃∈Rp−1

θ̃>[Θ11]
−1θ̃ + s>12θ̃ + λ‖θ̃‖1 (8)

qui, comme (4), est un problème d’optimisation quadratique +
`1 qui peut être résolu par des approches itératives standards
telles que la descente de coordonnées. De manière similaire
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à la formulation de Banerjee et al. [2008], l’inversion de Θ11

peut être évitée en maintenantW à jour après chaque mise à
jour ligne-colonne de Θ, et en utilisant la formule d’inversion
de Banachiewicz pour calculer [Θ11]

−1 =W11− 1
w22
w12w

>
12

à partir deW . Une fois que θ∗12 a été trouvé, θ12 est mis à jour
par θ∗12 et θ22 est mis à jour par θ∗22(θ

∗
12). Cette mise à jour

contraint naturellement Θ au cône SPD grâce à la condition de
Schur : Θ � 0 ⇐⇒ Θ11 � 0 et θ22 − θ>12[Θ11]

−1θ12 > 0.
Ceci a également été récemment exploité dans Pouliquen et al.
[2025] qui utilisent ce résultat pour garantir le caractère défini-
positif de Θ tout en mettant à jour les blocs θ12 par des réseaux
de neurones.

4 De meilleures matrices de précision
grâce à la non-convexité

Plusieurs améliorations peuvent être apportées à (1) pour
améliorer l’estimateur du Graphical Lasso. La première est
le Weighted Graphical Lasso, qui introduit différents niveaux
de pénalisation γij = γji ≥ 0 ∀i, j ∈ [p] dans la fonction de
pénalité. La pénalité

∑
i 6=j |θij | dans (1) est remplacée par∑

i 6=j γij |θij | ; tous les algorithmes pour résoudre le Graph-
ical Lasso peuvent être facilement adaptés pour résoudre sa
version pondérée — bien que, comme nous le verrons dans
Section 5, toutes les implémentations ne gèrent pas forcément
les poids. Les problèmes à résoudre dans (4) et (8) deviennent
des Lassos pondérés. Un choix adéquat des poids, par exem-
ple par optimisation bi-niveaux, peut conduire à de meilleures
estimations de la matrice de précision [Pouliquen et al., 2023].
La deuxième amélioration possible consiste à utiliser une régu-
larisation non-convexe [Sun et al., 2018], et à résoudre

min
Θ�0

− log det(Θ) + 〈S,Θ〉+
∑
i6=j

ρ(|θij |) (9)

avec ρ : R+ → R une pénalité non-convexe induisant la parci-
monie, par exemple MCP [Zhang, 2010], SCAD [Fan and Li,
2001], `qq avec 0 < q < 1 [Grasmair et al., 2008], log [Candes
et al., 2008], etc. Il y a deux principales manières de résoudre
(9) :
(i) si l’opérateur proximal de ρ est disponible (ce qui est le cas
pour MCP, SCAD, `0.5 parmi d’autres), l’approche primale
de Mazumder and Hastie [2012] peut être utilisée telle quelle,
en remplaçant la pénalité `1 dans (8) par ρ et en utilisant des
méthodes proximales pour résoudre le problème de minimisa-
tion correspondant.
(ii) si ρ : R+ → R est concave et différentiable (ce qui est le
cas pour tous les choix mentionnés précédemment), on peut
recourir à l’approche de majoration-minimisation de Candes
et al. [2008], et résoudre (9) via une séquence de Graphical
Lassos repondérés. En effet, si ρ est concave, pour tout choix
de Θ(0), ρ(|θij |) ≤ ρ(|θ(0)

ij |) + ρ′(|θ(0)
ij |)(|θij | − |θ

(0)
ij |) et

donc l’objectif dans (9) peut être majoré par − log det(Θ) +

〈S,Θ〉 +
∑
i 6=j ρ

′(|θ(0)
ij |)|θij | + cst. Cette borne supérieure

peut être minimisée avec un solveur de Graphical Lasso
pondéré avec γij = ρ′(|θ(0)

ij |), ce qui donne une nouvelle
itération Θ(1), pour laquelle une nouvelle borne supérieure
peut être construite et minimisée avec de nouveaux poids
γij = ρ′(|θ(1)

ij |), etc.

Solveur Package Python Poids Non-convexe

GLasso skglm (le nôtre) 3 3
P-GLasso skglm (le nôtre) 3 3
GLasso scikit-learn 7 7
G-ISTA 7 7 7
OBN 7 7 7
ADMM GGLasso[Schaipp et al., 2021] 7 7
QUIC skggm [Laska and Narayan, 2017] 3 7

Table 1 – Solveurs actuellement implémentés dans le Bench-
mark du Graphical Lasso.

Solveur implémenté : Nous listons dans Table 1 les dif-
férents solveurs et implémentations open-source existants.
Comme illustré, les fonctionnalités critiques mentionnées ci-
dessus (gestion des poids et non-convexité) sont actuellement
absentes de la plupart des implémentations open-source du
Graphical Lasso. Nous y remédions en fournissant une implé-
mentation efficace des approches de descente de blocs de coor-
données primale et duale (P-GLasso et GLasso), qui gèrent de
plus les poids et les pénalités non-convexes, soit via l’approche
directe (i) soit via l’approche itérative repondérée (ii). En util-
isant l’API modulaire de skglm , la pénalité peut être facile-
ment modifiée, et de nouvelles pénalités non-convexes peuvent
être gérées en moins de 30 lignes de code. Comme le montre
la section suivante, ce solveur moderne offre une vitesse com-
pétitive parmi les solutions existantes, tandis que sa gestion
de la non-convexité lui permet de mieux estimer la véritable
matrice de précision.

5 Expériences
Dans cette section : (1) Nous mettons en évidence que, pour

résoudre le mêm problème, notre solveur est au moins aussi
rapide que l’implémentation Python de scikit-learn [Pe-
dregosa et al., 2011] et est compétitif face aux autres implé-
mentations. (2) Nous montrons l’avantage clair de l’utilisation
de fonctions de régularisation non convexes à la fois en termes
de reconstruction de matrice que d’identification de support,
par rapport à la norme `1.

5.1 Un benchmark pour le Graphical Lasso
Pour évaluer les performances des principaux solveurs

du Graphical Lasso en termes de temps, nous utilisons
benchopt. Notre benchmark est disponible publique-
ment sur https://github.com/Perceptronium/
benchmark_graphical_lasso, et peut être réexécuté
en une ligne de code. Grâce à la structure modulaire de
benchopt, de nouveaux solveurs, données et paramètres
expérimentaux peuvent être ajoutés avec un effort min-
imal. Nous évaluons tous les solveurs sur la résolu-
tion de (1). Nous générons des données synthétiques
comme suit : nous créons Θtrue en utilisant la fonction
make_sparse_spd_matrix de sklearn, à laquelle
nous ajoutons 0.1 · Ip pour éviter un conditionnement trop
extrême. À partir de Θtrue, nous échantillonnons n = 1000
vecteurs aléatoires gaussiens centrés i.i.d. xj ∼ N (0,Θ−1

true)
qui sont utilisés pour calculer la matrice de covariance em-
pirique S. Nous lançons ensuite tous les solveurs étudiés

https://github.com/scikit-learn-contrib/skglm
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Figure 2 – Les performances de divers solveurs du Graphical
Lasso sous différentes configurations. La colonne de gauche
correspond à des matrices de précision plus parcimonieuses
que celle de droite.

pour résoudre (1) . Nous monitorons la sous-optimalité
F (Θ)−F (Θ∗), où F est la valeur objective de (1), en fonction
du temps brut CPU. Les résultats pour différentes dimensions
et degrés de parcimonie sont visible en Figure 2. Notre implé-
mentation se place constamment parmi les meilleures dans tous
les scénarios testés. Dans l’ensemble, nos résultats mettent en
évidence qu’il n’existe pas de solution universelle, et que les
praticiens doivent choisir une solution adéquate au problème
qu’ils souhaitent résoudre. Certaines implémentations ne parvi-
ennent pas à converger vers une solution dans un temps appro-
prié sous certains conditions (par exemple scikit-learn
dans la configuration moins parcimonieuse à p = 200).

5.2 Reconstruction & récupération du support
avec des pénalités non-convexes

Nous mettons ensuite en évidence les avantages clairs de
remplacer la pénalité `1 par des régularisations non-convexes.
Nous considérons trois pénalités différentes : la pénalité log
ρ(x) = log(x+ ε), la pénalité `0.5 ρ(x) =

√
x+ ε et le MCP

[Zhang, 2010]. Nous résolvons l = 20 itérations repondérées
`1 comme décrit dans Section 4, approche (ii), avec des poids
mis à jour respectivement par γ(k+1)

ij = 1/(|θ(k)
ij | + ε) pour

le log, γ(k+1)
ij = 1/(2

√
|θ(k)
ij |+ ε) pour `0.5 et la dérivée du

MCP prise en |θ(k)
ij | pour le MCP, à savoir max(0, λMCP −

|θ(k)
ij |/γMCP) où λMCP et γMCP sont les paramètres de régu-

larisation du MCP (nous prenons γMCP = 3). Nous éval-
uons les performances des pénalités en termes de récupéra-
tion du support (mesurée par le score F1 entre les matrices
bianires représentant les supports respectifs de Θtrue et le Θ

La non-monotonicité de certaines courbes est expliquée dans [Bertrand
et al., 2022, App. E6].
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Figure 3 – Chemin de régularisation pour le Graphical Lasso
repondéré avec différentes pénalités non convexes. λ est la
force de régularisation pour chaque pénalité, et λmax est le
plus petit λ pour lequel la solution du Graphical Lasso est
diagonale. Les croix indiquent le meilleur λ pour chaque
pénalité et métrique.

estimé), et le NMSE = ‖Θ∗ − Θtrue‖2/‖Θtrue‖2. Le cas
p = 100, n = 1000 est illustré dans Figure 3. L’avantage
de l’utilisation des variations de pénalités non-convexes en
termes de reconstruction et surtout d’identification de support
est clair : tandis que le score F1 du Graphical Lasso stan-
dard `1 atteint moins de 60%, nous parvenons à dépasser 80%
avec la pénalité log. De plus, l’hyperparamètre λ donnant le
meilleur score F1, et celui donnant le plus bas NMSE, sont
assez différentes pour la norme `1, et bien plus proches pour
les pénalités non-convexes, montrant qu’elles atténuent bien
le célèbre dilemme “estimation-prédiction” de la norme `1.
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