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Résumé - La surveillance d’une épidémie en temps réel est un enjeu majeur, notamment au long cours comme en témoigne la
pandémie de COVID-19 qui reste active plus de cinq ans apres son émergence. Un indicateur de I’intensité de la propagation est le
coefficient de reproduction, dont I’estimation achoppe sur plusieurs difficultés. Tout d’abord les données collectées en temps réel
sont parfois de qualité médiocre les comptes des jours chdmés étant souvent sous-estimés ou comptabilisé avec un délai variable.
En outre, une fois 1’épidémie installée, certaines agences de santé passent d’un report quotidien a un décompte hebdomadaire,
rendant caduques les méthodes d’estimation quotidienne du coefficient de reproduction. Pour palier ces écueils, un modele bayésien
hiérarchique adapté a une description a hebdomadaire de la dynamique épidémique est proposé. Un échantillonneur de Gibbs est
ensuite construit afin de calculer la moyenne a posteriori et les intervalles de crédibilité du coefficient de reproduction hebdomadaire.
La procédure complete est illustrée sur les comptes d’infection a la COVID-19 de plusieurs pays et phases de I’épidémie.

Abstract — Monitoring an epidemic in real time is a major challenge, especially over the long term, e.g., for the COVID-19
pandemic, which remains active more than five years after its emergence. One indicator of the propagation intensity is the
reproduction number, the estimation of which might suffer from several issues. First, data collected in real time are often of poor
quality, underestimating the counts on daysoff or reporting them with a delay. Furthermore, once an epidemic has taken hold,
some health agencies switch from a daily to a weekly basis reporting, impairing the use of standard methods estimating a daily
reproduction coefficient. To overcome these pitfalls, a hierarchical Bayesian model adapted to a weekly description of epidemic
dynamics is proposed. A Gibbs sampler is then built to compute the a posteriori mean and credibility intervals of the weekly
reproduction coefficient. The procedure is illustrated on COVID-19 infection counts from different countries and epidemic phases.

1 Introduction

Contexte. Lors d’une épidémie telle que la pandémie de
COVID-19 le suivi en temps réel de la propagation de I’agent
pathogeéne dans la population est un enjeu de santé public ma-
jeur [7,19]. Un indicateur épidémiologique largement utilisé
pour quantifier I'intensité d’une épidémie est le coefficient
de reproduction, défini au temps ¢ comme le nombre moyen
d’infections secondaires générées par un individu infecté ty-
pique durant sa période de contagiosité [[15} 15 [10]. Or les
méthodes d’estimation du coefficient de reproduction de 1’état-
de-I’art en épidémiologie [5 [11] se heurtent a deux obstacles
majeurs. D’une part, les données collectées par les agences
de santé souffrent d’erreurs de reports parfois importantes,
causées par exemple par un report retardé des cas détectés
les jours chomés [0, 4} [8]]. D’ autre part, dans le cas de la pan-
démie de COVID-19, apres deux ans de reports quotidiens,
certaines agences de santé ont opté pour un décompte hebdo-
madaire du nombre de nouveaux cas. C’est le cas par exemple
au Royaume-Uni, dont les reports quotidiens de septembre
2022 a mars 2023 publiés par 1’Université Johns Hopkin{]
sont tracés en gris sur la Figure[I] (haut). Les données hebdo-
madaires fluctuent assurément moins sous I’effet des jours cho-
més, néanmoins leur granularité plus grossiere doit conduire a
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une incertitude majorée sur le coefficient de reproduction.
Etat-de-Iart. Si les comptes d’infections a la COVID-19
souffrent d’un bruit administratif trés important, cette problé-
matique avait déja été observée lors d’épidémies passées [6].
Afin de palier cet écueil, des études ont alors proposé d’agré-
ger les données sur une échelle de temps suffisamment grande
pour lisser les fluctuations non pertinentes vis-a-vis de la dy-
namique épidémique [6l 4} [10], induisant typiquement un
passage a une granularité hebdomadaire. Une fois éliminé
le bruit administratif, une premiere catégories d’approches
consiste a définir des indicateurs a 1’échelle de temps plus
grossiere [0, 4]. Récemment, une interpolation guidée par le
modele épidémiologique [3]] a été élaborée afin de revenir, a
partir de données agrégées, tels que les comptes tracés en noir
a la Figure [I] (haut), a des données quotidiennes et pouvoir
ainsi appliquer les estimateurs de 1’état-de-1’art S} [11]]. Les
comptes quotidiens interpolés du Royaume-Uni sont tracés en
bleu sur la Figure( haut) ; EpiEstim [5] fournit alors I’estimée
du coefficient de reproduction tracée en vert en Figure|l|(bas)
ol les intervalles de crédibilité a 95% associés sont trop petits
pour étre visibles. L’ obstacle majeur a I’utilisation de ces outils
pour appuyer des décisions de santé publique a fort impact éco-
nomique et social est que ces approches ne rendent pas compte,
dans le calcul des intervalles de crédibilité du coefficient de
reproduction, de la nécessaire majoration de 1’incertitude lors
du passage a une échelle de temps plus grossiere.
Contributions. Un modele de propagation épidémique stricte-
ment hebdomadaire est proposé, rendant compte de la varia-
bilité intrinseque plus élevée des comptes hebdomadaires en
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FIGURE 1 : (Haut) Comptes d’infections par la COVID-19
par semaine (en noir) et comptes quotidiens interpolés (en
bleu) [10]. (Bas) Estimées du coefficient de reproduction via
EpiEstim [55] sur les données interpolées (en vert) vs. via I’es-
timateur Hebdo-Bayes proposé (en rouge) avec intervalles de
crédibilité a 95% associés sous forme de régions colorées.

comparaison des comptes quotidiens. Suivant un formalisme
bayésien ce modele est supplémenté d’une distribution a priori
sur le coefficient de reproduction ainsi que d’une distribution
a priori sur I’hyperparametre de ce prior. Le modele bayésien
hiérarchique résultant est décrit a la Section[2] Un estimateur
bayésien du coefficient de reproduction hebdomadaire, sous
forme d’une moyenne a posteriori et d’intervalles de crédibilité
calculés via un échantillonneur de Gibbs, est proposé en Sec-
tion 3] En Section ] cet estimateur est appliqué a des données
réelles de nouvelles infections a la COVID-19 et comparé a
un estimateur de 1’état-de-1"art qui s’appuie sur une interpola-
tion des données hebdomadaires en comptes quotidiens. Des
perspectives sont esquissées en Section 3]

Notations. L’ensemble des réels strictement positifs est dési-
gné par R+ et les vecteurs de taille W a composantes toutes
strictement positives par R‘;VO. La distribution d’une variable
aléatoire X est notée 7(X) et pour Y une seconde variable
aléatoire, 7(X,Y) (resp. w(X|Y)) désigne la loi jointe de X et
Y (resp. la loi conditionnelle de X sachant Y).

2 Modéele bayésien hiérarchique

Afin, d’une part, d’adapter le modele initial [5] a des don-
nées hebdomadaires, et d’autre part de rendre plus fidelement
compte de la variabilité intrinseque du nombre d’infections
au cours du temps, un modele étendu a été proposé [[13, Sec-
tion 5.1]. Conditionnellement aux comptes hebdomadaires
passés, Z1, ..., Zy_1, le nombre de nouvelles infections a la
semaine w, noté Z,,, suit une loi de Poisson remise a I’échelle :
PZR,,

Z’LU|ZI77Z’LU717RU)N7P ('}/) (1)

avec R,, le coefficient de reproduction hebdomadaire, <I>fu
I’infectiosité globale dans la population a la semaine w

Te
Z = " 6(v)Zu—s )

v=1

obtenue par une somme pondéré des comptes précédents, les
poids étant déterminés par la fonction d’intervalle de série ¢

discrétisée a I’échelle de la semaine et v > 0 le parametre
d’échelle de la loi de Poisson généralisée. Le coefficient de re-
production R,, quantifie ’intensité de I’épidémie a la semaine
w : lorsqu’il est plus grand que un, il signe une augmentation
exponentielle du nombre de cas, motivant la mise en place
précoce de mesures sanitaires de 1’épidémie. Le parametre
d’échelle v permet d’ajuster la variance de la distribution ; en
particulier, v > 1 implique une variance plus importante que
celle du modele épidémiologique de Poisson standard [3]].
Distributions a priori. Dans la continuité de [2, 8], le coef-
ficient de reproduction hebdomadaire est modélisé par une
variable aléatoire de Laplace autorégressive de second ordre

7(Ru|Ruw_1, Ru_2, Ar) & Ag e~ EIRu=2Ru-1+Rual  (3)

correspondant a une loi de Laplace de parametre Agr sur la
dérivée seconde de R,,. Puis, guidé par le choix d’un prior
conjugué a la loi de Laplace [1]], le parametre Ag est modélisé
par une variable aléatoire suivant une distribution Gamma :

T(AR) oc AgR ™t ArA® )

ol ar > 0 (resp. Bgr > 0) est le parametre de forme (resp.
d’intensité) de la distribution Gamma]

Loi a posteriori. En appliquant la régle de Bayes a la vrai-
semblance (I) du modele de Poisson remis a I’échelle et aux
distributions a priori (3) et (@) du coefficient de reproduction
R = (Ry, ..., Ry ) et de ’hyperparamétre Ag, le logarithme
de la distribution jointe s’écrit, a une constante pres :

w R Z
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7>\R(HDR+5H1 +BR)+(W+04R71)111)\R, 5)

ouZ = (Zy, ...,Zw) est le vecteur des comptes hebdoma-
daires, 46 = (R_; — 2Ry, Ry, 0, 0)" €RW, ||y
désigne la norme /; et D € RW>*W est 1a matrice de I’opéra-
teur de dérivée seconde discrete agissant sur R € RY par

Vwe {2,...,W}, (DR), = (Ryw —2Ry—1 + Ru—2) /4,

avec les conditions initiales (DR); = R;/4, (DR), = Ry/4—
Ry /2. Enfin, la distribution a posteriori marginale de R est
obtenue par intégration sur la variable A\g, 7(R|Z,R_1,Rp) =

/ 7T(R|Z,R,17R07>\R)7TQR’5R(>\R) d)\R (6)
Ry

Modélisation de la pandémie de COVID-19. L’intervalle de
série de la COVID-19, défini comme la durée entre une infec-
tion primaire et une infection secondaire, est modélisée par une
variable aléatoire suivant une loi Gamma de moyenne 6,6 jours
et d’écart type 3,5 jours [3,14]. Dans le modele hebdomadaire
étudié, la densité de cette loi Gamma est agrégée de facon
hebdomadaire par intégration sur des intervalles d’une se-
maine [6, 4} [13], fournissant les poids {¢(v),v =1, ..., 74}
utilisés a I'Equation (Z) pour le calcul de I’infectiosité hebdo-
madaire, avec une durée 74 = 4 semainesE] En s’inspirant de
I’heuristique proposée dans [[13], le parametre d’échelle est

2 Ayant pour espérance ur = ar/fr et pour variance o2 = ar/B3.
31 agrégation de la fonction d’intervalle de série s’appuie sur la méthode
des rectangles a gauche afin de préserver la causalité.



Algorithme 1 : Echantillonneur de Gibbs ciblant (5)

Entrées : Z, %2, R_1, Ry, ar, Br, €
, ~Hebdo-Bayes —~Hebdo-Bayes
Résultat : R IC

initialisation : R©® € R¥), A\ e R ;

2 pour k = 0...ky, . faire

3 | R < pgdual(RP AP 2, 82 R_;, Ry) ;
o | AGTY T + ag, IDRED £ 5]+ Br)

5 fin
~Hebdo-Bayes

6 R — Moyenne{R"™ k > kepausre } ;
—Hebdo-Bayes . (k)

7 1C < Quantiles,_ ;_ {R",k > Echaufte } ;

—

estimé a partir des données via v = 0,025 x std(Z). Les
coefficients de reproduction initiaux sont calculés a partir
des précédents comptes de nouvelles infections de sorte que
Ry =2Z_1/®%, et Ry = Zy/®%. Enfin, les paramétres ca-
ractérisant la loi a priori sur I’hyperparametre Ar sont fixés
aar/Pr = 3.5 x std(Z)/v et \/ar/Pr = 20 x ar/Pr cor-
respondant & un ratio écart-type sur espérance or/ur = 20
choisi pour que cet hyperprior soit quasi-non informatif.

3 Estimateur hebdomadaire bayésien

Dans un formalisme bayésien, plusieurs estimateurs du co-
efficient de reproduction R = (Ry, ...,Ry,) sur la période

considérée peuvent étre envisagés. L’estimateur défini comme
.. . .. , ~Hebdo-Bayes
la moyenne de la distribution a posteriori (6)), noté R

par la suite, est souvent plébiscité pour ses propriétés d’erreur
quadratique moyenne minimale. En outre, I’incertitude sur la
valeur exacte du coefficient de reproduction a la semaine w

peut étre quantifiée au moyen de I’intervalle de crédibilité a
, ~ Hebdo-Bayes L. X )
95%, noté I1C,,, . La distribution (6)) n’étant pas connue

de maniere explicite, sa moyenne et ses intervalles de crédi-
bilité doivent étre calculés a partir d’échantillons générés au
moyen d’un algorithme de Monte Carlo par chaine de Markov.
Echantillonneur de Gibbs. Parmi les al gorithmes de Monte
Carlo par chaine de Markov, les schémas de Gibbs, procédant
par échantillonnages conditionnels alternés des variables [§]]
sont particulierement adaptés aux distributions jointes de la
forme (). L’ échantillonnage de R conditionnellement & Ag
s’effectue grace au mécanisme de proposition PGdual intro-
duit dans [8], qui tire son efficacité d’une construction ingé-
nieuse inspirée des algorithmes proximaux utilisés pour cal-
culer le maximum a posteriori [12]]. Cet échantillonneur de
type gradient proximal étend la dynamique de Langevin a des
distributions de la méme forme que (3)), ¢’est-a-dire non dif-
férentiables, par exemple a cause de la présente d’une norme
II|l1, et impliquant un opérateur linéaire non injectif, tel que
I’opérateur de dérivée seconde D. L’hyperparametre Agr peut
quant a lui étre échantillonné conditionnellement a R de fagon
explicite grace au choix d’un a priori conjugué. Le schéma ré-
sultant est décrit en détail a I’ Algorithme [T Aprés une période
de chauffe de k.pausre itérations, les échantillons (R(k), )\ék))
suivent la distribution cible w(R, Ar|Z,R_1, Ro) [8]]. Les esti-
mées de la moyenne a posteriori et des intervalles de crédibilité
a 95% correspondent alors respectivement a la moyenne em-
pirique et aux quantiles d’ordre € = 2,5% et 1 — e = 97,5%
calculés sur les échantillons correspondant a k > kchaugte-
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FIGURE 2 : Convergence de 1’échantillonneur de 1’ Algo-
rithme ; 7®) = (R, /\Ef) |Z,R_1,Ro) est défini par (3)
et (-) désigne la moyenne sur les dix chaines indépendantes.

Convergence vers la distribution a posteriori. Afin d’illus-
trer la convergence de la chaine de Markov générée par 1’ Al-
gorithme [T] vers la loi cible (3) quel que soit le point initial,
dix chaines indépendantes de 5 - 107 itérations sont calculées
a partir des comptes d’infections hebdomadaires au Royaume-
Uni tracés en noir a la Figure (1| (haut) pour trois initialisations
différentes. Le coefficient de reproduction est initialisé soit
a Rg,? ) = Zy/ @i, maximisant la vraisemblance associée au
modele (T)), soit & la valeur non informative RE,? ) — 1 pour tout
w =1, ...,W;quant a I’hyperparamétre il est initialisé soit
a la valeur historique utilisée dans [[12 |2, 8] divisée par y afin
de s’adapter au modele hebdomadaire remis a 1’échelle (EI)
soit a un dixieme de cette valeur. Le logarithme de la distri-
bution a posteriori (3)) au cours des itérations, moyenné sur
les dix chaines et normalisé par sa valeur maximale, est tracé
en Figure [2| Pour les trois initialisations, le logarithme de
la distribution cible converge vers la méme valeur moyenne
et fluctue de la méme fagon autour de cette valeur. La zone
colorée en gris correspond aux derniéres 2 - 107 itérations :
aprés une phase de chauffe de kepaure = 3 - 107 itérations la
chaine de Markov s’est effectivement stabilisée en loi, fournis-
sant des échantillons a partir desquels estimer le coefficient de
reproduction et les intervalles de crédibilité.

4 Application au suivi de la COVID-19

Données. Dans un premier temps, des données quotidiennes,
reportées par I’Université Johns Hopkinsﬂtracées en gris Fi-
gure [3| (haut), sont agrégées en comptes d’infections hebdo-
madaires, tracés en noir, auxquels est appliqué I’estimateur
Hebdo-Bayes. Afin d’explorer des dynamiques épidémiques
et des niveaux de bruit administratif variés, plusieurs phases de
la pandémie et différentes régions du monde sont considérées :
les Etats-Unis, entre les semaines du 24 septembre 2020 et du
18 mars 2021 en Figure|3al la France du 4 novembre 2021 au
28 avril 2022 en Figure[3b] I’ Allemagne du 21 juillet 2022 au
12 janvier 2022 en Figure [3c| et Israél du 15 septembre 2022
au 9 mars 2023 en Figure [3d] Enfin, les comptes d’infections
reportés de fagon hebdomadaire au Royaume-Uni entre la se-
maine du 15 septembre 2022 et celle du 9 mars 2023, tracés
en Figure 1| (haut), permettent d’illustrer en conditions réelles
I’estimateur du coefficient de reproduction proposé.

Parameétres algorithmiques. Les chaines de Markov sont
toutes initialisées a R\ = Z,,/®Z pourw = 1, ..., W et
A0 = 3.5 xstd(Z) /7. Elles sont simulées par l’Algorithme
avec kmax = 5 - 107 itérations; les estimées sont calculées en
retirant une période de chauffe de kcpauere = 3 - 107 itérations.
Enfin, le calcul des intervalles de crédiblité est effectué a partir
des quantiles empiriques d’ordre ¢ = 2,5% et 1 — ¢ = 97,5%.
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FIGURE 3 : (Haut) Comptes d’infections par la COVID-19 quotidiens (en gris), agrégés a I’échelle de la semaine (en noir), puis
ré-interpolés en données quotidiennes (en bleu) [[10]]. (Bas) Estimées du coefficient de reproduction quotidien via EpiEstim [3] (en
vert) vs. hebdomadaire via I’estimateur Hebdo-Bayes proposé (en rouge) avec intervalles de crédibilité a 95% (régions colorées).

Comparaison des estimées et intervalles de crédibilité. Les
estimées du coefficient de reproduction et des intervalles de
crédibilité quotidiens, via la méthode EpiEstim [5) [10], et
hebdomadaires, via la stratégie Hebdo-Bayes proposée, sont
présentées en Figure [3|(bas). L’estimateur de moyenne a poste-
riori quotidien EpiEstim (en traits pleins verts) et I’estimateur
hebdomadaire Hebdo-Bayes (en traits pleins rouges) sont en

accord pour chacun des quatre exemples de la Figure [3] 11
. ., =~Hebdo-Bayes |
est intéressant de noter que les estimées R évoluent

régulierement au cours du temps, comportement attendu pour

un indicateur épidémiologique en population générale. Au
. ., =EpiBstim . .
contraire, les estimées R présentent des a-coups ne reflé-

tant pas la dynamique épidémique mais provenant directement
des artefacts visibles sur les comptes interpolés par la méthode
proposée dans [10] tracés en bleu en Figure 3] (haut). Ainsi, les
changements de dynamique épidémique, tels que les passages
du coefficient de reproduction au-dessus et en dessous de un

ainsi que les pics de w — Ry, sont plus nettement lisibles
~Hebdo-Bayes

sur 'estimée R , permettant un suivi de I’épidémie

L. . L. ... , —=EpiEstim
plus précis. En outre, les intervalles de crédibilité IC ,

en vert en Figure [3] (bas) sont si étroitement concentrés au-
tour de la moyenne a posteriori qu’ils ne sont pas visibles :
ils ne rendent pas compte de maniere réaliste de 1’incertitude

majorée engendrée par 1’utilisation de comptes interpolés. Par
i L ... ... , —=Hebdo-Bayes
contraste, les intervalles de crédibilité 1C , en rouge

en Figure |3| (bas), beaucoup plus larges, témoignent plus fi-
delement de I’incertitude sur 1’estimation du coefficient de
reproduction majorée par I’utilisation de comptes reportés a
une échelle de temps plus grossiere. La taille variable des inter-
valles de crédibilité Hebdo-Bayes pour les différents pays et
phases de la pandémie montre la capacité de 1’estimateur a cap-
ter précisément non seulement la dynamique épidémique mais
aussi le niveau d’incertitude. Ces conclusions s’appliquent
également a I’estimation du coefficient de reproduction sur
des données collectées directement a 1’échelle de la semaine,
comme I'illustre I’exemple du Royaume-Uni en Figure[T|(bas).

5 Conclusion et perspectives

Un modele bayésian hiérarchique pour la propagation d’une
épidémie virale a été proposé. Dans ce modele, les comptes
de nouvelles infections sont rapportés de fagon hebdomadaire
et le coefficient de reproduction estimé est donc lui-méme
hebdomadaire. Plusieurs parametres du modele sont fixés a
priori, c’est le cas de la moyenne et de I’écart-type de la fonc-

tion d’intervalle de série, ainsi que du parametre d’échelle de
la loi de Poisson. Une estimation pilotée par les données de
ces parametres, tirant parti des données COVID-19 mises a
disposition par I’Université Johns Hopkins couvrant trois ans
de pandémie dans plus de deux-cent pays, est a 1’étude.
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