MAP, déconvolution aveugle et a priori appris : un subtil mélange
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Résumé — Nous étudions les propriétés de 1’estimateur du Maximum A Posteriori (MAP) pour la déconvolution aveugle, lorsqu’on
utilise des a priori reposant sur les modeles de diffusion. Nous montrons empiriquement que pour ces a priori, les images floues sont
plus probables. En conséquence, 1’estimateur MAP produit des filtres proches de la masse de Dirac et des images floues. Nous
montrons toutefois que la loi a posteriori posseéde un minimum local favorable. Nous proposons aussi une stratégie d’optimisation
qui permet d’éviter le minimum global. Elle repose sur une initialisation adéquate avec une méthode d’optimisation alternée
spécifique.

Abstract — We study the properties of the Maximum A Posteriori (MAP) estimator for blind deconvolution when using priors
based on diffusion models. We empirically show that with these priors, blurry images are more likely. As a result, the MAP
estimator produces filters close to the Dirac mass and blurry images. However, we demonstrate that the posterior distribution has a
favorable local minimum. This leads us to propose an optimization strategy that avoids the global minimum. This strategy relies on
proper initialization with a specific alternating optimization method.

1 Introduction

La déconvolution aveugle consiste a retrouver une image = et
un noyau de convolution A 2 partir d’une observation floue et
bruitée y :

y=2axh+b, 60

ol x est I’opérateur de convolution et b est un bruit gaussien
additif d’écart-type o. D’un point de vue bayésien, nous suppo-
sons que et h sont des réalisations de deux vecteurs aléatoires
indépendants x et h avec des lois respectives p,, et pp. Pour
simplifier, on suppose aussi que la loi pp, est uniforme sur un
certain domaine H. La loi a posteriori satisfait donc :
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L’estimateur le plus utilisé dans la littérature est sans doute
le Maximum A Posteriori (MAP), qui cherche a maximiser la
loi a posteriori p(z, h|y) par rapport au couple (x, h), ou de
maniere équivalente :

N 1
(z,h) = arg-r}nin 5 [lh >z — y||§ + o%q(z), 3)

avec ¢(z) = —log p.(x), le potentiel de I'image. Plus cette
valeur est petite, plus ’image est probable. On note aussi
L, (z, h) la fonction & minimiser dans (3).

Le choix du potentiel a priori ¢(z) est crucial. Les approches
classiques reposent sur des notions de parcimonie, qui peut
étre exprimée dans le domaine spatial, des ondelettes ou du
gradient (variation totale). Cependant, ces a priori « artisanales
» souffrent d’un probleme majeur [3} 15} 14} [1]] : le minimiseur
global de (3)) correspond 2 la solution « triviale », ¢’est-a-dire
un noyau de Dirac pour h et une image floue proche de y
pour . Cette défaillance s’explique par le fait que les a priori
parcimonieux favorisent les images floues par rapport aux

images nettes. Autrement dit, le potentiel g(x) est plus faible
lorsque I’image z est floue. Cette propriété peut tre démontrée
formellement grice a des inégalités de type Holder. Certains
travaux [} 5] ont toutefois montré que I’image et le noyau
réels peuvent étre trouvés a un maximum local de la densité a
posteriori. Ainsi, ils cherchent des bons maxima locaux de la
loi a posteriori.

Les modeles génératifs, tels que les modeles de diffusion [6]
2[|], permettent d’apprendre un a priori plus expressif sur les
images naturelles. Cela souléve la question abordée ici : Les
modeéles de diffusion peuvent-ils résoudre les problemes du
MAP pour la déconvolution aveugle ?

Nous répondons a cette question par une analyse théorique
et empirique ; et mettons en évidence trois éléments clés : 1/
Méme avec des a priori avancés reposant sur des modeles de
diffusion, I’estimateur MAP favorise toujours la solution tri-
viale, révélant une limite fondamentale de cette approche. 2/
Les points critiques du second ordre du potentiel g, corres-
pondent a des minimiseurs stables de (3). 3/ Nous proposons
une stratégie d’initialisation simple pour éviter la convergence
vers la solution triviale.

2 Les images floues sont plus probables

Nous présentons brievement les modeles de diffusion et mon-
trons comment évaluer le potentiel a priori sous-jacent, g. Nous
montrons également que les modeles de diffusion pré-entrainés
favorisent les images floues.

2.1 Préliminaires sur les modeles de diffusion

Les modeles de diffusion reposent sur I’ Equation Différentielle
Stochastique (EDS) suivante [6] :

dxy = f(x4,t) dt + g(t) dwy, 4
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FIGURE 1 : Variation du potentiel ¢(hg * x) avec un flou gaussien. Une valeur plus faible indique une image plus probable.

ou f est une fonction de drift, ¢ est une fonction de diffusion,
et w; est un processus brownien. Dans ce modele, x suit la
loi p, et, pour un temps 7" assez grand et certaines f, g, la loi
de x7 est proche d’une loi gaussienne, avec des parametres
dépendant de f et g. Ce processus peut étre inversé en temps
avec ’EDS suivante, qui est ensuite discrétisée en pratique :

day = [f(z4,t) — g(t)*V1og pi ()] dt + g(t)dw,.  (5)

Cela permet de simuler des échantillons selon la loi py, ent =
0, a partir de réalisations gaussiennes pour 7. L’entrainement
d’un modele de diffusion revient a estimer la fonction de score
V log p;, par « score matching ». L’estimateur du score est
généralement donné par un réseau de neurones. Plus de détails
techniques peuvent étre retrouvés dans 1’article original [6]].

Calculer le potentiel d’une image 1l existe aussi un pro-
cessus déterministe (équation de Fokker-Planck) dont les tra-
jectoires partagent la méme distribution marginale, défini par
I’Equation Différentielle Ordinaire (EDO) :

dxy = v(xy, t)dt,

ol v(xy,t) e f(@e,t) + 1g(t)?Vlog py (). Cette EDO
nous permet aussi de calculer le potentiel d’ une image xg, a
I’aide de la formule suivante [6]] :

T
a(z0) = —log pa(0) = — log pr(zr) — / V- o(es,b) d.
0

Dans cette expression, pp est la densité d’une gaussienne
de moyenne nulle et de covariance connue, la trajectoire x;
est obtenue en partant de x( et en résolvant ’EDO par un
schéma numérique, ou le terme de divergence dans 1’intégrale
est estimé a 1’aide de I’estimateur de Hutchinson-Skilling et
la différentiation automatique. Ce processus est cofiteux en
calcul, nécessitant des centaines d’évaluations de V log p;.

Modele pré-entrainés Nous utilisons les modeles (UNet)
entrainés sur FFHQ-256 de [6l]; FFHQ-64, AFHQ-64 et
ImageNet-64 de [2].

2.2 Observation empirique

L’échec du MAP avec des a priori reposant sur la parcimonie
peut étre expliqué par le fait que les images floues sont plus
vraissemblables que les images nettes. Ce phénomene a été
démontré pour la variation totale et la parcimonie [3| 14, [1].
Nous examinons empiriquement si cette propriété s’ applique
également aux a priori issus des modeles de diffusion.

Expérience Nous utilisons un ensemble d’images nettes que
nous convoluons avec quatre types de flous (Figure [2). En

FIGURE 2 : Une paramétrisation univariée avec un parametre
0. 0On a hg = 4, et plus 6 est élevé, plus le flou est important.
De haut en bas : gaussien, mouvement, Airy, défocalisation.

partant d’une image x de la base de données, nous mesurons
le potentiel g(hg * ) pour différentes valeurs de 6.

Les résultats pour 100 images de la base d’entrainement du
modele, pour différents modgles, sont présentés en Figure 3]
On observe que le potentiel ¢(hg * ) diminue strictement avec
0, indiquant que les images floues sont plus vraissemblables.
Une illustration qualitative sur une image est présentée en
Figure[T] Cette observation montre que les potentiels des mo-
deles de diffusion, ont tendance a favoriser les images floues,
comme les a priori de parcimonie.
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FIGURE 3 : Evolution du potentiel g(hg * ) pour différents
modeles. En haut : FFHQ-256, ImageNet-64. En bas : FFHQ-
64 et AFHQ-64.

3 Propriétés de la loi a posteriori

3.1 La solution globale du MAP est triviale

Nous proposons ci-dessous une condition suffisante simple
sous laquelle le MAP possede un minimum global indésirable :

Enoncé 1. Soit H = {hg, 0 € RE} un ensemble des noyaux
de flou. Si § € H, o 0 est le dirac, et que, pour toute image x



et tout noyau hg € H,
q(he x ) < q(x), (©6)

alors I'ensemble des minimiseurs globaux dans (3), s’il n’est
pas vide, contient le noyau de Dirac et I'image débruitée
obtenue avec le MAP.

La condition (6] a été vérifiée empiriquement dans la partie
précédente, pour différents modeles de diffusion et différentes
familles de flou. L’énoncé|[T]fournit ainsi une explication (les
images floues sont favorisées par le potential a priori) a I’ob-
servation empirique selon laquelle le déconvolution aveugle
avec I’estimateur MAP aboutit a une solution triviale.

Ce résultat est similaire aux résultats de Levin et al. [3] a
propos de la variation totale. Cependant, leur preuve repose
sur une mise a 1I’échelle qui ne s’applique pas lorsque le noyau
est contraint dans un compact. Les arguments ont été affinés
dans [4] avec une contrainte de simplexe. Notre approche
fournit une condition générale qui englobe les précédentes.

3.2 Minima locaux du potentiel a posteriori

Le résultat le plus technique de ce papier stipule que, pour la
déconvolution aveugle, les points critiques du second ordre du
potentiel g (les points Z tels que Vq(z) = 0 et V2¢(Z) = 0)
sont des minima locaux stables de la loi a posteriori.

Théoreme 1. Soit T un point critique du second ordre de q et
Jz(0) = %(h() * T) la jacobienne de 0 v~ hg x T. Si :

ker V2¢q(Z) Nker hy = {0}, @)
ker Jz(A) = {0}, ®)
(hg * ker V2q(z)) N Im Jz(A) = {0}, ©)

alors pour tout o > 0, il existe r,e > 0 tels que pour tout bruit
b avec ||b|| < ¢, il existe un minimiseur local unique (z7, 07)
de (3) dans la boule de rayon r autour de (T, 0) avec :

log =zl =Opll) et |65 — 0[] = O(lIbll)-

Le théoreme T]est positif : sous certaines conditions géomé-
triques, la loi a posteriori posséde un minimum stable autour
du couple (h, ) qu’on souhaite retrouver. En particulier, il ca-
ractérise précisément les images & qui peuvent étre retrouvées
par la procédure MAP lorsqu’on utilise des a priori appris :
ce sont les points critique du second ordre du potentiel g. On
peut mettre ces résultats en perspective de 1’échantillonnage
compressif qui stipule que les points d’intéréts sont les points
parcimonieux. Ce résultat ne permet toutefois pas de caractéri-
ser la géométrie du bassin d’attraction que nous explorons de
maniere empirique dans la section suivante.

4 Stratégies d’optimisation

4.1 Présentation générale de la méthode

Nous proposons ci-dessous 1’algorithme [1| qui semble per-
mettre de converger vers des maxima locaux favorables de la
loi a posteriori. Il repose sur 3 idées :

« Initialisation : ¢ = y et un noyau h(6p) plus « grand »

que le vrai noyau h(6).

* Optimisation : minimisation exacte sur I’image x (/N
étapes de gradient) et minimisation partielle (1 étape de
gradient) sur le paramétre du noyau 6.

 Réinitialisation : on repart a intervalle régulier de
I’image y lors de la minimisation sur x pour éviter de
tomber dans de mauvais minima locaux de L, (-, h).

L’intuition derriere cet algorithme est la suivante : en partant
d’un noyau trop « gros » et en effectuant une minimisation
exacte sur la variable x, on va obtenir une image « trop nette
». Ainsi, I’étape de minimisation sur le noyau h favorise un
noyau « trop gros » et évite ainsi de tomber dans le bassin
d’attraction de la masse de Dirac, qui est le minimiseur global
du négatif log-posterieur (3).

Algorithme 1 : Algorithme évitant le pi¢ge du Dirac

Pour n = 0... Ny — 1 faire
) {y si mod(n, 100) = 0
Tn4+1,0 = .
ZTn N—1 sinon
Pour: =0...N;, — 1 faire
‘ 'i‘n+1,i+1 = i‘n-&-l,i - 'wi;cLy(i'n—&-l,ia h(en))
fin

énJrl — én+1 - ’yhvﬁLy(i'?H*lﬂ h(én))

fin

4.2 Résultats numériques

Nous considérons les noyaux de convolution h(6) = P(6)
avec § € REXE K = 21 et P est la projection orthogonale
sur le simplexe. On considere 2 initialisations différentes :

* Noyau étalé (grand) : h(éo) = %leK (image
constante).

e Petit noyau : h(6y) = gaussienne d’écart-type 1.5.

Les résultats obtenus avec I’algorithme|[I] sont présentés sur
la Figure [ et la Figure [5} On utilise 4 noyaux de convolu-
tion différents et le potentiel de [6]], entrainé sur FFHQ-256.
On remarque qu’on retrouve une bonne estimation du couple
(z, h(0)) avec une initialisation étalée h(f). L’initialisation
avec un petit noyau mene a la solution triviale.

5 Conclusion

Le MAP pour la déconvolution aveugle possede une limitation
fondamentale : il coincide avec la sulution triviale, méme avec
des a priori de diffusion. Nous avons cependant démontré
que si I'image a retrouver est proche d’un minimum local de
la loi a priori, la loi a posteriori posséde un minimum local
favorable. Celui-ci peut-&tre obtenu numériquement, grace a
un algorithme de minimisation alternée spécifique couplé avec
une initialisation « étalée » ou « grande » du noyau.
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FIGURE 4 : Illustration du résultat des itérations de l’Algorithmeet de I’influence de I’initialisation sur le noyau h(éo). Une
initialisation « petite » de noyau donne une convergence vers la solution triviale. On utilise le modele FFHQ-256 de [6].

FIGURE 5 : Résultats numériques sur différentes couples

(Z, h). L’algorithme 1| est initialisé avec h(fy) = rlixk.

Le niveau de bruit est de o = 0.01.
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