Modélisation sur groupes de Lie d’une distribution de Von Mises :
application a la phase du signal GNSS
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Résumé — Les observations de phase de la porteuse dans les récepteurs GNSS permettent un positionnement au centimetre pres
mais sont affectées par un bruit de phase supposé qui suit une distribution de von Mises, dégradant la performance des estimateurs.
Nous proposons une approche novatrice contraignant les parametres de von Mises—localisation angulaire et dispersion—dans
I’espace du groupe de Lie SO(2) x RT. Un estimateur du maximum de vraisemblance sur groupes de Lie, résolu via un algorithme
de Newton, améliore la rigueur mathématique et la précision, notamment avec peu d’observations, par rapport aux méthodes
euclidiennes.

Abstract — Phase observations of the carrier signal in GNSS receivers enable centimeter-level positioning but are affected by
phase noise, which is assumed to follow a von Mises distribution, thereby degrading the performance of estimators. We propose an
innovative approach that constrains the von Mises parameters—angular location and dispersion—within the space of the Lie group
S0O(2) x R*. A maximum likelihood estimator on Lie groups, solved via a Newton algorithm, enhances mathematical rigor and

accuracy, particularly in scenarios with few observations, compared to Euclidean methods.

1 Introduction

Les systemes de transport intelligents et les applications cri-
tiques pour la sécurité nécessitent un positionnement précis et
fiable, notamment en environnements complexes tels que les
zones urbaines ou différentes interférences peuvent se trouver
dans la ligne de mire du signal. Le GNSS (Géolocalisation et
Navigation par un Systeme de Satellites) est la référence en
matiere de navigation, exploitant les mesures de phase de la
porteuse du signal pour obtenir des précisions de positionne-
ment centimétriques [[1]. Cependant, la résolution des ambigui-
tés de phase est sensible a un faible rapport Signal/Bruit (SNR),
ce qui affecte la précision du positionnement [2]. Bien que
contraignante, cette étape est essentielle pour les techniques de
Cinématique Temps Réel (RTK) et de Positionnement Ponctuel
Précis (PPP), cette derniere étant particulierement avantageuse,
car elle ne dépend pas d’un réseau de stations de référence [3].

Dans cette étude, nous analysons la modélisation de la phase
porteuse dans une boucle de poursuite d’un récepteur GNSS.
Les boucles de poursuite conventionnelles utilisent une boucle
a verrouillage de phase (PLL) pour estimer la phase et la fré-
quence Doppler. Ce processus peut étre modélisée comme un
probleme d’estimation récursive, reformulé a 1’aide d’un filtre
de Kalman [4]]. Cependant, les hypotheses gaussiennes clas-
siques ne prennent pas en compte la périodicité des données
circulaires, introduisant un biais dans 1’estimation, [5]]. Il a été
démontré que le bruit de phase suit une distribution de von
Mises (VMD) [3|], caractérisée par deux parametres inconnus :
la phase ¢ et le parametre de concentration k, lié au bruit de
phase et a la qualité du signal [6], [7].

Pour surmonter ces limitations, nous proposons de modé-
liser la VMD avec ses parametres contraints a évoluer dans

leur espace naturel | — 7, 7| et R™, exploitant la structure des
groupes de Lie, ol ¢ est associé a une matrice de rotation dans
SO(2) et k appartient 2 R*. Nous développons un estimateur
du maximum de vraisemblance (ML) sur SO(2) x R*, résolu
par un algorithme de Newton sur groupes de Lie. Il est montré
par simulation que cette approche garantit une estimation pré-
cise et stable de ¢ et x, et ce pour un faible nombre de mesures,
ce qui est typiquement rencontré en GNSS.

Cet article est structuré comme suit : la section [2] décrit
I’approche conventionnelle d’estimation des parametres de la
VMD. La section 3| notre modélisation de la VMD sur groupe
de Lie. Enfin, les résultats des simulations sont exposés en
section ] suivis de la conclusion en section [5}

2 Approche euclidienne classique

Dans cette section, nous fournissons les fondements néces-
saires pour caractériser la VMD. Tout d’abord, nous intro-
duisons sa définition et expliquons sa relation avec 1’appli-
cation GNSS. Ensuite, nous détaillons 1’approche conven-
tionnelle permettant d’estimer le parametre de localisation,
¢ € [—m, 4], et le paramétre de concentration, k € R™.
Dans le contexte GNSS, le signal recu a I’instant ¢ est
modélisé par z; = ae’® + n;, ol « est I'amplitude,
n; ~ CN(0,02) un bruit gaussien complexe blanc, et ¢;
la phase réelle. La mesure de phase est alors définie par
1; = arctan(Im{z; }, Re{z;}) €] — 7, n]. Il en résulte que 1;
suit une distribution de von Mises de parametre de localisation
¢ et de concentration k = 2/ 0721 [7]. La VMD est classique-
ment rencontrée en traitement du signal pour caractériser les
mesures d’angle ou de phase, et elle présente I’avantage d’étre
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définie sur | — m, 7] [5]]. Ainsi, en considérant la mesure de
phase comme une variable aléatoire suivant une VMD tel que
Y ~ VM (¢, k), sa densité de probabilité est donnée par :

F16.) = gz exp reos( =)} (D)

ol Ip(.) est la fonction de Bessel modifiée d’ordre 0.

2.1 Estimation conventionnelle des parametres
de la VMD

Une approche conventionnelle de ce probleme consiste a iden-
tifier la paire de paramétres, tels que x = [¢, k] |, qui maxi-
misent la vraisemblance, définissant ainsi le probleme d’esti-
mation comme un probléme d’optimisation de la fonction de
colt suivante :
N
h(o, k) = Z [log(27Iy(k)) — kcos(v; — @)].  (2)

i=1

L’absence de solution analytique, due aux minima locaux
cycliques, impose une approche numérique. L’algorithme de
Newton, réputé pour sa rapidité de convergence [{8]], est classi-
quement employé :

X1 =X — HglU(xl)VEUh(xl). 3)

od Hpy (¢, k) € R?*2 et Vgph(¢, k) € R? sont respective-
ment la matrice Hessienne et le gradient de (2)) dans 1’espace
euclidienne défini par :

N
— ; ksin(y; — @)

Vieuh(o, k) = . N ;@
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N N
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2.2 Limitations de I’approche conventionnelle
et stratégie proposée sur les groupes de Lie

L’ équation (2) montre que 1’algorithme de Newton peut esti-
mer des valeurs sortant de leurs ensembles naturels de défini-
tion. Pour s’affranchir de cette limitation, contraindre x & Rt
via une valeur absolue et ¢ & | — 7, 7] via une opération de
modulo est une solution empirique, mais non rigoureusement
mathématique car ne correspondant pas a la solution du maxi-
mum de vraisemblance. Afin d’obtenir un formalisme plus
rigoureux, nous exploitons la structure des groupes de Lie. En
représentant ¢ par une matrice de rotation sur SO(2), nous
supprimons la contrainte de modulo. De plus, la modélisation
de x sur le groupe de Lie R™ permet de reformuler le probléme
d’estimation résolu via un algorithme de Newton sur 1’espace
SO(2) x RT.

3 Stratégie d’estimation sur groupe de
Lie
3.1 Groupe de Lie : Définition

Un groupe de Lie matriciel (G C R™*™ ®) est un espace
matriciel n X n formant une variété différentiable et un groupe
muni de la loi ®. Son algebre de Lie g, espace tangent en
I’identité, fournit une approximation locale de G, reliée via
les applications exponentielle et logarithme Exp,, : g — G et
Log : G — g. Une bijection [.]" : R™ — g et sa réciproque
[.]Y : g = R™ permettent de travailler avec des vecteurs plutdt
que des matrices, optimisant ainsi les calculs numériques [9]],
(81, [10].

3.1.1 Casde SO(n)

Le groupe SO(n) est défini comme 1’ensemble des matrices
orthogonales de déterminant 1. Pour n = 2, toute matrice de
cos¢p —sing
sing  cos¢
une algebre de Lie associée aux matrices anti-symétriques
0 —9¢

T =5 )

Lapplication exponentielle de SO(2) est donnée par
Exp§0(2)(¢) = exp(T), tandis que I’application logarith-
mique est définie par

rotation s’écrit sous la forme R(¢) = { } , avec

Loglo s (R) = [1,0] log(R) [(ﬂ . ©)

3.12 CasdeRt

L’espace RT forme un groupe de Lie commutatif sous 1’ opéra-
tion de multiplication classique, 1’élément neutre étant 1. Les
applications logarithmique et exponentielle pour ce groupe
sont données par le logarithme naturel log(.) et la fonction
exponentielle exp(.), respectivement, toutes deux définies sur
RT et R.

3.2 Probléme d’estimation VMD sur groupe de
Lie

Dans cette sous-section, nous proposons une nouvelle mo-
délisation de la VMD. Comme évoqué précédemment, un
angle ¢ peut étre paramétré par une matrice de rotation sur
SO(2). Ainsi, le parametre angulaire ¢ de la VMD défini par
I’équation (I) peut étre écrit comme ¢ = Logéoa) (R) avec
R € SO(2), et nous obtenons :

Fi|R, k) = exp { cos[th; — Logéo o (R)]} -

(N
De plus, il convient de noter que, « étant positif, il ap-
partient au groupe de Lie (GdL) des nombres positifs. Par
conséquent, ’ensemble des parametres inconnus appartient au
produit de groupes de Lie SO(2) x R™ et est écrit ci-dessous
dans I’équation (). Pour les estimer, nous proposons de dé-
terminer 1’estimateur au sens du maximum de vraisemblance
(ML) sur GdL :

1
27lg(k)

®)

X:[R Ole}’

012 R



2o (k) 7 {rcos(t; — Loggom)(R)) } -
©

En prenant le logarithme opposé du critere a maximiser dans
(), nous obtenons :

X = argmin h(R, k), (10)
R,k

N
Z [log (271g(K)) — Kk cos(th; — Loggo(Q)(R))} .

i=1

(In

3.3 Résolution du probleme d’estimation

De maniere similaire au cas euclidien, le probleme d’estima-
tion dans 1’équation (TT)) n’est pas résoluble analytiquement,
mais plutdt par une approche numérique basée sur un algo-
rithme de Newton souvent utilisé€ dans lg littérature 8], [10],
sur le groupe de Lie. Plus précisément, X peut étre approché
en générant un ensemble de {X'}% | convergeant vers X :

XM = X'Exp§ogaxe+ [0, V1€ [L: L],

Expao(o (6k) 0 (12)
e Expfos a0 = [PPSR T

et 8" = [0k,0L]T (avec 0k et 0L € R) est:

!
Bﬂ =-HpcR' )'Vich(R K, (13)
ot H (R, k) € R**? et Vch(R, k) € R? sont respective-
ment la matrice Hessienne et le gradient de h(R, ). Puisque
ces deux opérations sont définies dans I’espace SO(2) x R™,
la matrice Hessienne et le gradient sur le groupe de Lie sont
définis comme suit [[11]] :

Bh(RExpgo(z)(eR),n)
Vich(R, k) = ah(R’QEC?(p(EK)) ) (14)
Oey, en=0
Oh(REXP50(a) (R )EXD50(2) (€R ) K)
Hrcany = 3 ;
erOeR
EHZO
5h(REXP§0(2) (er), kexp(ex))
Hrgaz) = ;
OerOe,
erg=0
Oh(REXp5o (o) (€r), K exp(ex))
Hrgeny = ;
Oe, Oer,
GH:O
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LG(22) = Del D’ )
€H=0
oll €1 = [€x, €h, € €R, €Ry €] €L ER = [R, €x]
En utilisant (TT), et sachant que
0. v A
&LOgSO(Q)(REXpSO(Q)(E)) =1,
e=0
et
a—eﬁmexp(e,q) B =k,

on peut démontrer que

N
- Z Ksin(i; — Loggo@)(R))
VLgh(R, I{) B
N ( EE:;) Z s cos(1; L°g§0(2)(R))
(15)
N
Hroy = ) reos(vi — Loggo ) (R)), (16)
i=1
Hpgny = — ) ssin(th; — Loggos) (R)), (17)
=1
Hica2 = Hraen (18)

Hoy = — Z K cos(; — LOngo(2) (R))

_2h(w)? (k)
L2 To(m) )

19)

ou Ip(k), I1 (k) et Iy(k) sont les fonctions de Bessel modifiées
d’ordre zéro, un et deux, respectivement, calculées en x.

4 Simulations numériques

4.1 Protocole de simulation

Dans cette section, nous évaluons numériquement la modé-
lisation proposée en implémentant 1’algorithme de Newton
sur groupe de Lie afin d’estimer R et . Il est comparé a
un algorithme de Newton conventionnel estimant de manicre
euclidienne, comme décrit dans I’équation (2). Des mesures
synthethues de phase {1}V, ont été générés selon 1’équa-

tion (I)) avec comme parametres £ = 1 et ¢ = 10° rad

180°
pour différentes valeurs de V. Il est important de noter qu’il

existe un intérét pour les valeurs « faibles (autour de k = 1)
car celles-ci représentent des scénarios ou la qualité du signal
est faible. Pour obtenir les résultats, NV, = 1000 itérations
de Monte Carlo ont été effectuées. La performance des esti-
mateurs est ensuite évaluée a I’aide de 1’erreur quadratique
intrinséque sur SO(2) et de ’erreur quadratique standard pour
k. Elle est respectivement données pour N,. réalisations des
estimateurs %, et R,. par

N,.
L A
MSE(¢) ZVZ”LOggom) (R'R,) 2 0
MSE(k Z (k —Rr)2 1)

=1
Pour une meilleure interprétation physique, la MSE intrinséque
de la phase ¢ dans la matrice R est convertie en RMSE (Erreur
Quadratique Moyenne) en metres, comme en GNSS, selon
RMSE = 2¢,/MSE,, avec A\ = 19,03 cm pour le signal
GPS L1 [12].

4.2 Discussion

Sur la Figure [T} nous tragons la RMSE relative a I’estimation
de R.. Pour un faible nombre de mesures (N < 20), I’esti-



mation obtenue avec la méthode basée sur GdL (groupe de
Lie) semble 1égerement moins précise, mais peu significative
rapport a la méthode euclidienne. Cependant, pour N > 20,
la précision de la méthode GdL est meilleure et garantit un
estimateur plus stable que la méthode euclidienne. Cette dif-
férence de comportement peut s’expliquer a travers le calcul
de la Hessienne dans les deux algorithmes de Newton. En
effet, nous constatons 2 travers les équations (3)) et (T6) que les
termes de corrélation de la Hessienne calculés sur le groupe
de Lie dépendent explicitement des deux parametres ~ et R.
Concernant ceux de la méthode euclidienne, la dépendance
est uniquement en ¢. Cette différence permet non seulement
d’obtenir une meilleur précision sur ¢ pour un grand nombre
de mesures mais aussi une meilleur précision sur 1’estimation
de x, comme observé sur la figure [2]lorsque le nombre de me-
sures est faible. Cette observation est intéréssante car elle rend
I’estimateur GdL particulierement adapté dans un contexte
d’estimation GNSS ol peu de mesures satellites sont traitées a
chaque acquisition.

RMSE Intrinséque (Z) avec k = 1
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FIGURE 1 : MSE intrinséque de R pour ¢ = 10° etk = 1.
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FIGURE 2 : MSE Euclidienne de % pour ¢ = 10° et x = 1.

5 Conclusions

Dans cette communication, nous introduisons une nouvelle
approche pour I’estimation du parametre de localisation ¢
et du parametre de concentration « de la distribution de von
Mises. Cette méthode reformule le probleme d’estimation en
utilisant le formalisme des groupe de Lie, offrant ainsi une

alternative mathématiquement rigoureuse aux techniques eucli-
diennes. Les performances de 1’algorithme proposée sur GdL
ont été comparées a celles de la méthode euclidienne, et il a
été constaté ainsi une amélioration la précision et de la conver-
gence des estimateurs. Les travaux futurs se concentreront sur
I’analyse du cas dynamiques lorsque les mesures de phase va-
rieront au cours du temps. Cela impliquera le développement
d’un nouveau filtre bayésien sur GdL.
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