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Résumé — Dans cet article, nous présentons une analogie entre algorithmes multiniveaux et algorithmes de descente par blocs pour
un probléme de restauration d’images. Les algorithmes multiniveaux utilisent une hiérarchie d’approximations du probléme de
minimisation a résoudre pour en accélérer la solution. Nous montrons que dans certains cas cette hiérarchie est telle que 1’algorithme
multiniveau est équivalent a un algorithme de descente par blocs. Cette équivalence ouvre de nouvelles possibilités théoriques pour
les algorithmes multiniveaux et pratiques pour les algorithmes de descente par blocs.

Abstract — In this article, we present an analogy between multilevel algorithms and block descent algorithms for an image
restoration problem. Multilevel algorithms use a hierarchy of approximations to the minimization problem to be solved, in order to
speed up the solution. In some cases, we show that this hierarchy can be constructed in such a way that the multilevel algorithm
is equivalent to a block descent algorithm. This equivalence opens up new theoretical perspectives for multilevel algorithms and

practical perspectives for block-coordinate descent algorithms.

1 Introduction

En restauration d’images dans un contexte de bruit Gaussien, le
probléme de restauration peut s’écrire comme la minimisation
de la somme d’une fonction d’attache aux données quadratique
et d’une fonction de régularisation g o D :

1
X € Argmin F'(x) = §||Ax —z|5+ Mg (Dx), (1)
x€ERN

ol z := AX + € est I"image dégradée, A représente 1’ opérateur
linéaire de dégradation, € le bruit de mesure Gaussien, D un
opérateur linéaire, et \ le parametre de régularisation. L’aug-
mentation de la dimension de ces problémes de restauration
appelle a la définition d’algorithmes d’optimisation de plus en
plus efficaces. Parmi les méthodes possibles, les algorithmes
proximaux par blocs se distinguent par le faible cofit en calcul
et en mémoire par itération [[14} (1320} [12]].

Méthodes d’accélération. Les méthodes par blocs ont dé-
montré leur efficacité sur de nombreux probleme d’optimisa-
tion en apprentissage [[14, 13} 20, [12]]. En imagerie, leur effi-
cacité est moins claire et est limitée a certains contextes. Les
images astronomiques qui contiennent peu de points sources
sur un fond uniforme sont bien adaptées a ce type de méthode
[19]. Dans un cadre plus général, on peut jouer sur les proprié-
tés de la régularisation [16, 2] afin de définir des blocs. D’autre
part, les méthodes multiniveaux, qui utilisent une hiérarchie
d’approximations de la fonction objective pour en accélérer
sa résolution, sont 2 méme de traiter des images de grande
taille [[15 19118} 6]. Les algorithmes multiniveaux montrent des
similarités avec les approches par blocs en alternant entre ité-
rations a plus faible complexité qui agissent sur des versions a
basse résolution de I’image (niveaux grossieres) et itérations
sur toute I’image (niveau fin) pour résoudre le probléme dans

sa dimension originale. Elles présentent également des diffé-
rences structurelles apparentes comme la présence d’un terme
de cohérence du premier ordre qui n’est pas nécessaire dans
I’approche par bloc. Dés lors, il devient intéressant de se poser
la question des équivalences entre les deux approches, ce qui
permettrait d’ouvrir de nouvelles perspectives dans les deux
directions.

Contributions et plan. Dans cet article, nous établissons
une équivalence entre algorithmes proximaux multiniveaux
et algorithmes de descente par blocs sur un probléme de res-
tauration pénalisé sur une base d’ondelettes (D encode donc
une transformée en ondelettes). Dans la section 2] nous faisons
d’abord quelques rappels sur I’analyse multirésolution, mais
également sur la formulation a la synthese du probleme de
restauration ainsi que sa résolution par un algorithme proximal
par bloc ou un algorithme multiniveau. En explicitant les opéra-
tions de chacun de ces deux algorithmes, nous montrons qu’ils
effectuent les mémes itérations. Cette équivalence est présen-
tée section 4] Dans la section [5] nous comparons diverses
mises a jour des blocs et montrons le gain significatif dans
sa formulation multiniveau. Enfin nous présentons quelques
conséquences de cette équivalence qui ouvre de nouvelles
perspectives théoriques et pratiques pour les deux approches,
multiniveaux et descente par blocs.

2 Contexte

L’analyse multirésolution en quelques mots. Soit x, une
image de taille 27 x 27/ définie sur un domaine 2 de R? et
telle que x € V; C Lo(Q2). Lespace V; se décompose en
une somme de deux espaces orthogonaux V;_; et Wjy_; cor-
respondant respectivement aux espaces d’approximation et
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de détail a la résolution inférieure J — 1. En décomposant
récursivement 1’espace d’approximation V;_; selon le méme
schéma, alors, pour tout 0 < Jy < J, on peut écrire [11] :

J—1
V=V, @ W;.
j=Jo
Par suite, en définissant Ily, et Iy, (resp. HV et I3,
leurs adjoints) les opérateurs de projection orthogonale de x

sur les sous-espaces respectifs V; et W; et en notant a; et d;
les coefficients d’approximation et de détail correspondants, il

vient :
J—1
*
+ Z HWjd7
Jj=Jo

_ *
X = HVJO aj,

De plus, dans ce schéma d’analyse multirésolution, les opé-
rateurs de projection vérifient la propriét€ Iy, 115, = Idy,

(resp. I, HW = Idw;) ou Idy, (resp. Idw, ) est l’1dent1te
dans V; (resp W) Notons enﬁn que si V; est de dimen-
sion 2j x 27, W; est lui constitué de 3 sous-espaces de taille
2/ x 27, correspondant chacun a 1’une des 3 orientations dans
I'image {horiz., vert., diag.}. Le vecteur d; est alors de
taille 3 x 227,

Restauration par ondelettes. Dans la suite, pour simplifier
la présentation, nous nous concentrons sur la décomposition
sur deux niveaux, on omet alors 1’indice de résolution pour
écrire x = 11}, a+IIj;, d. Notons que le bloc d contient les trois
groupes de coefficients de détails. Ainsi D = [II{,, II;]

Sous I’hypothese que g est séparable, on peut réécrire le
probleéme (I)) sous sa forme a la synthése en utilisant la décom-
position en ondelettes de x comme :

5 1
<a7d) € Argmin ¥(a,d) := §||A(
acV.dew

va + Iy d) —z|*

+ Xaga(@) + Aaga(d). 2

On obtient la solution du Probleme () a partir de la solution
du Probleme (2)) avec la relation :

3 Algorithmes pour la restauration

Afin d’établir les liens entre approches multiniveaux et ap-
proches par blocs nous commencons par présenter les itéra-
tions associées a ces deux algorithmes, pour la résolution du
Probleme (2).

Restauration par ondelettes : la descente par blocs. Pour
minimiser ¥, notre premiere stratégie est d’utiliser un algo-
rithme de descente par blocs, en agissant sur les coefficients
d’approximation et de détail selon une stratégie déterministe

ou aléatoire. Partant du point (a[o],d[o]), avec 7 > 0 et
€ansEdn € {0,1}, on définit les itérations suivantes :

pourn =0,1,...
Wl — A* (A (H*Vam 4 Ty dl)
a[n+1] _ a[n] +eam (prox-r)\aga (a[n] _ THVU["+1]) _ a[n]
drt =dm ey, (prox (d["] — THWu["H]) —dM
3)

TXdgd

En choisissant (4.,,€4,n) = (1,1) pour tout n, on ré-
cupere ’algorithme forward-backward (FB). En imposant
que seul un des blocs soit mis a jour a chaque itération,
on peut obtenir un algorithme cyclique. Les valeurs de
(€a,n,€d,n) peuvent aussi étre choisies aléatoirement, tant que
P(ea,ns€an) = (0,0)] =0 [18].

Restauration par ondelettes : algorithme multiniveau.
Nous présentons maintenant la construction d’un algorithme
proximal multiniveaux pour minimiser ¥ que nous présentons
a deux niveaux par simplicité. L’indice h sera utilise pour faire
référence au niveau fin et I’indice H au niveau grossier.

Conformément a [9], I’opérateur de transfert d’informations
I (qui envoie I'information du niveau fin au niveau grossier)
est la projection Iy sur V, et I’opérateur de prolongation
(qui envoie I'information du niveau grossier au niveau fin)
I Z est directement II§,. On note ¥, la fonction objectif
associée au niveau grossier, une approximation de ¥ qui prend
en compte que les coefficients d’approximations et que I’on
définit comme suit :

Wiy(a) = ST @~ T Ty a3+ Aaga(a) + (o a) (4)
ol vy impose la cohérence du premier ordre entre deux ver-
sions lissées ¥, and W ,, [9, Définition 2.1] de W et Wz, [9,
Définition 2.4] :

UH—HVV\I/ ( [n]) V\IJH ( [n])’ (5)

avec Uy (1) = 1/2||AIL}, - I3 Iy z||3 + NaGa,p + (Vm, ),
ol gq. i, (4 > 0 est la version lissée de g, (suivant le cadre de
(L.

La méthode multiniveau alterne des itérations fines et des
itérations grossieres. Dans la suite, nous supposons pour sim-
plifier que nous ne calculons qu’une seule itération grossicre
avant de revenir au niveau fin, une extension a plusieurs itéra-
tions est directe [7,16]. Cette itération produit I’itéré intermé-
diaire al"*1/2! a partir de a!™. Le niveau grossier n’étant pas
nécessairement lisse, on utilise une étape de gradient proximal
pour optimiser ¥ .

L’algorithme de gradient-proximal a deux niveaux s’écrit
donc comme :

pourn =0,1,...

al*t1/2 — ProxX, 4. (a[”] —T7AY AHa["] — H*{/Hvz) - T’UH)
aln ) = A (A (Ht,a["“m] T Hévdl"]) - z)

al"™ =prox_, (a["“/Q] — Iyt

" = prox (d[n] _ Tku[n+1])

Q)

4 Equivalence bloc-multiniveau

Dans cette section, nous démontrons 1’équivalence annoncée
entre les algorithmes (3) et (6).

Hypothese 1. On suppose que

1. Dopérateur de transfert d’information I ,fl est la projec-
tion Iy sur'V,

2. dans la définition de vy dans (), les modeles fins et
grossiers sont lissés selon la méme méthode, avec un
parametre p, > 0 []],



3. Vet Uy sont cohérentes au premier ordre.

Le lemme suivant montre que la cohérence du premier ordre
transfere au niveau grossier la contribution des coefficients de
détail au gradient de 1’attache aux données.

Lemme 1. Supposons que I’hypothése|l|soit vérifiée. Le terme
de cohérence du premier ordre vy dans I’équation () au
point (™, d!™) est donné par :

vy = Ty A* (AH;Vd["l _ ;VHWZ) . %)

Démonstration. Par définition de la cohérence du premier
ordre entre fonctions lissées [9, Définition 2.1], vy est donné
par I’équation (3)) Le second terme est directement obtenu en
explicitant le gradient au niveau grossier :

n 1 n * n
V(@) = ¥ (lAna - T Tvalf + g (@)
::Ag(AHaWN—H;HV@<+xJquAaW)
:HVAf(AHDaML7H§HV@—%AﬂhgwAaW)

Quant au premier terme dans 1’équation (3), on a :
1
VU, (a", d") = v (2|A (5 al + 1y a™) - z||§>

4V ()\aga,u(a[”]) + )\dgd,ﬂ(d[n]))
—A* (A( *al") JrH;Vd["]) _ z)

|:/\avaga,u (a[n] ):|
)\dvdgd,u(d[n]) .

Et ainsi :
vy = Iy A” (A < val™ 4 H;Vd["}) — z)

)\avaga,;t (a[n/] ):|
/\dvdgd,u(d[n])

A (AH*Va[”] - H*anz) — XaVagu(a™).

+Hv[

Comme V et W sont orthogonaux, ITy ()\dVg#(d[”])) =0.
Dés lors :

vy = HvA* (AH?;Vd[n] — ;VHWZ) s
ou nous avons utilisé le fait que

z — 113 11y z = I 2.

On peut désormais écrire completement 1’étape de gradient-
proximal au niveau grossier a I’itération n :

glnt+1/2

= prox (a[”] —TAY (AHa[”] — H})HVZ) — T’UH)

TXa9a

= prox,, ,. (a["] — 7y A" (AH‘*/a["] —z+ AH’&Vd["]))
= prox,,_,. (a[n] — Iy A" (A (H’{/a["] + H’(/Vd["]> - z))

Par conséquent, le pas de gradient proximal au niveau grossier
est exactement égal & un pas de gradient proximal au niveau
fin, pour les coefficients d’approximation. Les algorithmes
multiniveaux peuvent ainsi s’inscrire dans le formalisme par
blocs en alternant entre la mise a jour de a seul, puis de a et d
ensemble. Ainsi, nous avons le lemme suivant :

Lemme 2. L’algorithme a deux niveaux défini dans I’équation
(€) est équivalent a I’algorithme a deux blocs défini dans
Iéquation (@) en choisissant €42, = 1 et €42, = 0, puis
€a,2n+1 = Ll et €4.2n41 = 1 pour tout n.

Quelques conséquences. Etudier la convergence des algo-
rithmes par blocs nous donnent donc la convergence de leur
équivalent multiniveau [7] pour des choix spécifiques de .
Par exemple, les résultats de convergence des algorithmes par
blocs obtenus dans [7]] dans un cadre non lisse et non convexe,
sont transposables a leur équivalent multiniveau.

Il a aussi été démontré que les algorithmes multiniveaux
peuvent accélérer la résolution des problemes de restauration
d’images [543 17,19, 10118 4} [15]]. I1 est donc aussi intéressant
pour un algorithme par blocs de suivre des regles de mise a
jour inspirées de ces algorithmes multiniveaux.

Dans tous les cas, la convergence vers un minimiseur de
I’algorithme résultant, est garantie sous 1’hypothese que U est
convexe et que 7 est choisi par rapport a la constante de Lip-
schitz associée au gradient partiel des blocs mis a jours [6 [7].
Ce résultat de convergence ne s’applique pas directement a
la suite (al™, d” Jnen : cette convergence n’est possible que
Sl €q,n = €4, = 1 pour tout n. Par exemple pour I’algo-
rithme "multiniveau” ci-dessus la sous-séquence convergente
est (al27), dP™), oy

5 Expériences numériques

Dans cette section, nous étudions les performances de 1’algo-
rithme multiniveau (par blocs) obtenues en le comparant aux
algorithmes par blocs de la littérature.

Contexte expérimental. Dans cette section, nous considé-
rons la restauration du Cameraman, de taille 1024 x 1024.
L’ observation est dégradée par un flou gaussien et un bruit
gaussien additif (voir Figure[T). La régularisation sera effec-
tuée dans une base d’ondelettes de Haar.

Algorithmes de références. Nous comparons notre algo-
rithme multiniveau a 1’algorithme forward-backward et deux
versions de 1’algorithme FB par blocs : une version cyclique
ol un bloc sera mis a jour a chaque itération dans un ordre pré-
défini, et une version aléatoire ou le bloc a mettre a jour est tiré
au sort a chaque itération. Nous comparons ces algorithmes a
notre algorithme multiniveau. L’algorithme a 2 niveaux pro-
posé va mettre a jour 8 fois les coefficients d’approximations,
avant de faire 2 mises a jour completes. Se contenter d’une
seule mise a jour sur les coefficients d’approximation (comme
dans I’équivalence présentée), conduit a des résultats tout juste
meilleurs que ceux du FB.

Résultats. Les résultats des expériences numériques sont
présentés en Figure[T] Le parametre de régularisation est choisi
pour maximiser le rapport signal a bruit (RSB) a convergence.
L’algorithme multiniveau est plus rapide que toute les autres
méthodes. Les deux autres algorithmes par blocs ont des com-
portements a peu pres équivalents, inférieur a FB. Le multini-
veau peut exploiter la connaissance a priori de ses itérations
pour éviter des projections/prolongations superflues.
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FIGURE 1 : Comparaison de la convergence de 1’algorithme
multiniveau par rapport a FB et des algorithmes de descente
par blocs pour le probleme de défloutage régularisé par une
ondelette de Haar sur deux niveaux. Image du cameraman
de taille 1024 x 1024. Dégradation : op,yit = 0.001. Noyau
de flou gaussien de taille 20 x 20 et d’écart type 3.6. A\, =
1x10710, g =1x 1074

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons montré une équivalence entre
algorithmes multiniveaux et algorithmes de descente par blocs.
De cette équivalence, on peut tirer des enseignements pour les
approches multiniveaux et les approches par blocs.
Construction des modéles grossiers — Pour obtenir 1’équiva-
lence, le modele grossier choisi contient une forme de cohé-
rence du second ordre avec le niveau fin. Ainsi la Hessienne
de I’attache aux données du niveau grossier est une approxima-
tion de Galerkin de la Hessienne de 1’attache aux données du
niveau fin (IIyy A* AII}, par exemple). Ainsi, le niveau grossier
incorpore I'information de la courbure du niveau fin.

Régles de mise a jour des blocs — Il est souvent proposé dans
les approches par blocs d’exploiter les différences entre les
constantes de Lipschitz pour accélérer la résolution. Dans notre
cas les constantes de Lipschitz sont égales, ainsi 1’algorithme
multiniveau exploite plutdt la différence d’importance, vis-a-
vis de la solution, des blocs.

Généralisation a plusieurs échelles — L’ équivalence présentée
ici est généralisable si 1’on décompose sur plus de niveaux de
résolutions (cf [6, Chapitre 7]). Il reste cependant a étudier
plus en profondeur la convergence en pratique d’une mise a
jour des blocs par cette regle multiniveau.

Perspectives — L’ équivalence démontrée ici est limitée a un
contexte assez précis. Pour la généraliser il faudrait pouvoir
définir une notion générale de hiérarchie qui permet de faire
apparaitre, comme pour les ondelettes, une importance de
certains blocs plutdt que d’autres.
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