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Résumé — Les limites théoriques de I’estimation bayésienne d’une matrice de petit rang Y, sont évaluées dans le régime des
grandes dimensions dans le cas ol les espaces engendrés par les lignes et les colonnes de Y. sont tirés uniformément. Pour cela, un
probleme variationnel est résolu explicitement, et une expression de 1’erreur quadratique moyenne de 1’estimateur bayésien optimal
de Y. en est déduite. Il est également établi qu’un estimateur basé sur une analyse en composantes principales de I’observation est
asymptotiquement optimal.

Abstract — The theoretical limits of the Bayesian estimation of a low rank matrix Y, are evaluated in the high-dimensional regime
when the column and row spaces of Y, are uniformly distributed. For this, a variational problem is solved in closed form, from
which the expression of the mean-square error of the optimal Bayesian estimator is deduced. It is also proved that an estimate based

on a principal component analysis of the observation is asymptotically optimal.

1 Introduction

Les problemes d’inférence statistique visant a extraire de 1’in-
formation sur une matrice Y, de petit rang r lorsqu’elle est ob-
servée bruitée par une perturbation additive sont évidemment
de premiere importance, et se retrouvent dans de nombreux
contextes applicatifs. Ils ont donc fait I’objet d’un nombre
colossal de travaux dans des communautés diverses. Lorsque
les dimensions 11 et ny de la matrice observée Y sont grandes
et du méme ordre de grandeur, le modele observé est qualifié
de modele Spike additif. Lorsque la matrice de petit rang Y,
est déterministe et que le bruit additif est une matrice aléa-
toire a éléments indépendants identiquement distribués, il a été
possible de caractériser le comportement des r plus grandes
valeurs singulieres et vecteurs singuliers associés de Y dans le
régime asymptotique des grandes dimensions dans lequel 71
et ny tendent vers +oo de telle sorte que Z—; converge Vvers une
constante non nulle (voir par exemple [3[[,[[11]). Ces travaux
ont en particulier montré que seules les valeurs singulieres
de Y, qui dépassent un certain seuil génerent dans Y des
valeurs singulieres qui se détachent de celles dues au bruit, et
que les vecteurs singuliers qui leur sont associés présentent
des alignements positifs avec ceux de Y,.. Toujours dans le
contexte des grandes dimensions, une toute autre probléma-
tique a émergé depuis un peu plus d’une dizaine d’années. La
matrice Y, = Y,.(X) est supposée étre une fonction d’un
parametre multivariable X sur lequel on affecte une loi a priori
connue, et I’on cherche a étudier le comportement de 1’infor-
mation mutuelle I(X,Y) entre X et Y, les performances de
I’estimateur bayésien optimal E(X|Y') via, notamment, son
erreur quadratique moyenne qui est liée a I(X,Y) par la re-
lation I-MMSE ([10]]), mais aussi de mettre en évidence des
algorithmes de type "Approximate Message Passing" permet-
tant d’approcher E(X|Y) (voir par exemple [6] qui présente
un ensemble de problémes tels que 1’analyse en composantes

parcimonieuses, la détection de communautés ou le clustering
dans le cas gaussien qui rentrent dans cette problématique). Le
point de départ des nombreux travaux qui ont été publiés dans
cette direction a été de remarquer que la distribution condition-
nelle dP(x|Y) de X sachant Y a la forme d’une distribution
de Gibbs, et qu’un certain nombre d’outils empiriques dévelop-
pés dans le contexte de la physique statistique pouvaient étre
utilisés avec profit (voir par exemple [8]]). Ainsi, I’'information
mutuelle 7(X,Y) est directement reliée a ce que 1’on appelle
I’énergie libre associée & dP(x|Y) qui est un objet tres étudié
par les physiciens grice a la méthode non rigoureuse des ré-
pliques dans le contexte d’autres modeles. Grace aux travaux
de Talagrand et Panchenko (voir [9] et les références qui y sont
citées), les prédictions fournies par la méthode des répliques
dans le cadre du modele dit de Sherrington-Kirkpatrick ont été
établies mathématiquement dans les années 2000. [5] a adapté
les approches de Talagrand et Panchenko pour établir rigou-
reusement la forme de 1’énergie libre dans le cas du modele

symétrique
A
Y =4/ -XXT +W (1.1)
n

o W est une matrice n X n a éléments i.i.d. gaussiens
standards, et o X est une matrice n X r a éléments i.i.d.
de loi presque quelconque. L’énergie libre converge alors
vers la solution d’un probleme variationnel dans I’ensemble
des matrices positives r x r, et [S] en déduit la forme de
la limite de +7(X,Y) et de I’erreur quadratique moyenne
bien normalisée de I’estimateur E(XX7”|Y). Parallelement,
Barbier et Macris ont proposé une autre approche, appelée
interpolation adaptative, pour établir rigoureusement la forme
de I’énergie libre dans un bon nombre de modeles (modele
symétrique de rang 1 et extension dans le cas des tenseurs de
rang 1 dans [[1], modele non symétrique de rang 1 avec a priori
sphérique dans [[7], etc...) tandis que [12] a adapté 1’approche
de Barbier-Macris pour traiter des modeles de matrices
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symétriques plus généraux dans le cas ou r est autorisé a
converger vers +0o. Nous pouvons également mentionner
I’approche de [4] basée sur une équation d’Hamilton Jacobi,
et qui permet de considérer le cas ou les matrices sont
remplacées par des tenseurs de rang fini.

Dans ces travaux, la forme limite de 1’énergie libre (et donc
celle de I’information mutuelle) est la solution d’un probleme
de minimax dont la solution est rarement caractérisée finement
sauf dans le cas de matrices Y,.(X) de rang 1. Nous pouvons
néanmoins mentionner le récent article [2]] qui montre que le
probléme variationnel dans 1’ensemble des matrices positives
r X r mis en évidence dans [S]] a pour solution une matrice
qui est un multiple scalaire de I’identité, et qu’il en résulte que
I’erreur quadratique moyenne peut étre vue comme la somme
VAXGXT + Wob
X, représente la colonne % de la matrice X apparaissant dans
(TI). Ceci suggere que lorsque n — 400, les colonnes de X
tendent a devenir conditionnellement indépendantes sachant
I’observation Y. Le but de cet article est de considérer un
modele non symétrique doté de lois a priori naturelles, et de
résoudre de fagon explicite le probléme variationnel permettant
d’évaluer le comportement asymptotique de son énergie libre.
Il en résulte une expression explicite de I’information mutuelle
et de I’erreur quadratique moyenne asymptotiques. Nous en
déduisons également qu’un estimateur de la matrice de petit
rang basée sur une analyse en composantes principales de
YY7 etde YTY est asymptotiquement optimal comme dans
le cadre du modele symétrique (I.T)) de [5] dans le cas ot la
matrice X est gaussienne i.i.d.

sur k des erreurs associées aux modeles

2 Position du probléeme

Nous considérons le modele non symétrique défini par la ma-
trice Y, de taille ny X no, donnée par

B U, AUY
= 7\/5

ou A est une matrice déterministe r < r, ou U7 et Ug sont deux
matrices aléatoires nq X 7 et no X r indépendantes entre elles
vérifiant UiTUi = n;1,. i = 1,2, et suivant la loi uniforme
sur les variétés considérées, c’est-a-dire que U; peut-étre ob-

Y + W 2.1

x7x,\ V2 |
tenue comme U; = X; fT’) ot les (X;);=1,2 sont

des matrices n; X r a éléments i.i.d. N'(0, 1) qui sont de sur-
croit indépendantes entre elles. La matrice nq x ny W est
elle gaussienne a éléments i.i.d. A/(0, 1). généralise au
cas r > 1 le modele d’a priori sphérique étudié dans [7]]. La
loi a priori de (2.1)) parait tout  fait naturelle. En effet, si on
considere une matrice déterministe Y, de rang r et la matrice
bruitée Y = Y, + W, alors, si ©; et ®, sont deux matrices
orthogonales ny X ny et ny X ng tirées indépendamment se-
lon la loi uniforme sur le groupe des matrices orthogonales,
alors ©,Y® a une forme similaire 2 : W est trans-
formée en une matrice possédant la méme distribution, tan-
dis qu’en écrivant la décomposition en valeurs singulieres de
Y, = %, on aboutit a une représentation du terme de
rang r possédant la méme structure que dans (2.)), si ce n’est
que la matrice A sera réduite a la matrice diagonale A2 des
valeurs singulieres de Y,.. En d’autres termes, le modele Y

peut étre trés simplement ramené au modele bayésien (2.1)),
et nos résultats permettent donc d’éclairer d’un ceil neuf ceux
de [3] et [11]. I1 convient enfin de noter que nous pourrions
d’emblée demander a la matrice A de d’étre diagonale
a éléments positifs du fait de I’invariance par multiplication
a droite par des matrices orthogonales de U; et U,. Nous
préférons toutefois différer cette simplification pour le der-

nier paragraphe de cet article consacré a 1’analyse de 1’erreur

uadratique moyenne de 1’estimateur E M|Y
q q Y NG .

Il est facile de vérifier que la loi conditionnelle
dP(uy,us]Y) de (Uy, Usy) sachant Y se met sous la forme
dP(u;, w|Y) = zigye w2 Y)d Py, (u1)dPy, (uz) ou
dPy, (u;) représente la loi de probabilité de U; pour i = 1,2,
ol H(uy,us,Y) est le terme, qualifié de Hamiltonien, défini
par H(uy,up,Y) = “422Tr AAT — ﬁTr w Aul YT et
ot Z(Y) est le terme de normalisation, appelé fonction de
partition, donné par

Z(Y) = / e w2 Y) gpy (uy)dPy, (ug) .

L’information mutuelle (U, Uy, Y), définie par

dP(u17u2‘Y) >
dPy, (u1)dPy,(uz2) )y, v,

I(U;,U,,Y) = Elog(

se met sous la forme

I(U1,U,,Y) = —E (H(U, Uy, Y)) — E (log Z(Y))
= ”522 Tr AAT — E (log Z(Y)) .

La quantité E (log Z(Y)) est appelée énergie libre, et sa
caractérisation est équivalente a celle de I(Uy,U,,Y).
Dans la suite, nous nous intéressons au comportement de
%I(Ul’UQ,Y) lorsque n1,n9,n convergent vers 400 au
méme rythme, i.e. lorsque % — «; avec «; > 0. Par souci
de simplification, nous supposons que la matrice A de taille
r X r ne dépend pas de n, mais cette hypothese n’est nullement
nécessaire. 1l est clair que le comportement asymptotique de
%I (U1, U,,Y) est équivalent a celui de 1’énergie libre nor-
malisée f, = 1E (log Z(Y)) puisque

[e5Ke%)
2

1

—I(Uy, Uy, Y) = TTAAT —f,. (22
n

L’étude de f;, lorsque n — —+oo peut étre déduite des résultats
de [12] (il suffit d’adapter I’exemple 5 de [12]]), ce qui permet
d’aboutir au fait que

_ : (1) T
fn o, ogrlxr/}lzr%[,‘(alf” (e AMLAY )+ (2.3)
anf@ (o ATM; A) — L2271 M AMLAT) - 0

2

ol pour chaque i = 1,2, fff)(R) représente 1’énergie libre
normalisée par ni du modele de matrice aléatoire n; x r Y (®)
défini par

YW =U,RY2 + WO

ol R est une matrice 7 x 7 déterministe positive et ott W (?)
est une matrice aléatoire n; x r a éléments i.i.d. N'(0,1). En
généralisant la technique utilisée dans [7]], on peut montrer
que I’énergie libre normalisée associée au modele Y se



comporte lorsque n; — 400 comme celle d’'un modele du
méme type, mais dans lequel la matrice orthogonale U, de
taille n; X r est remplacée par une matrice n; x r a éléments
i.i.d. gaussiens standards. Des lors, on obtient que

lim f@(R)=®(R) L (TrR — logdet (I 4 R))

n—-+oo T 5

et que
lim f, = max min (al‘b(agAMgAT) +
n—-too 0<M; <I, 0<M,<I,
2.4)
as®(a1 ATM, A) — a12a2 TrM; AM,AT) .

Ceci montre en particulier que la forme asymptotique de I’éner-
gie libre serait la méme si les matrices orthogonales U; et Us
étaient remplacées par deux matrices gaussiennes indépen-
dantes entre elles a éléments i.i.d. A(0, 1). Il est important de
mentionner que I’on peut se contenter dans la formule de
prendre le maximum sur I’ensemble des matrices M ; vérifiant
0<M; < Ml(A) < I, ol

M;(A) =1, — (IT + agAAT>_1 . 2.5)

Pour justifier ce comportement, 1’utilisation des résultats de
[12] ne suffit pas, et il est nécessaire de rentrer finement dans
la mécanique de la preuve de [7]] consacré au cas ou r = 1, et
de I’adapter au cas ou r > 1.

On déduit alors de que si ¥ (M, My) est la fonction
définie par

[65e%]

W(M,;, M,) = Tr(I—M;)AT - M,y)AT +

% log det (I + asAM,AT) + % log det (I + a; ATM;A)

alors %I(Ul, Us,Y) — i, ol i, est donnée par

Ty = min max

w(M;,M,). (2.6)
0<M; <M, (A) 0<Mo<I,.

Dans la suite de ’article, nous évaluons explicitement i, en
résolvant explicitement le probleme de minimax défini par le
membre de droite de (2.6)), déduisons de cela et de la relation
I-MMSE ([l10])) I’expression asymptotique de I’erreur quadra-
tique moyenne bien normalisée de I’estimateur bayésien du
terme de rang r de (2.I), et montrons qu’un estimateur de

U, AUY basé 1 ncipales d
T dSe Sur une analyse en composantes principales de

YY7 et YTY est asymptotiquement optimal.

3 Solution du probleme variationnel et
expression de 7,

Dans la suite, nous désignons par A = VAY2VT 1a dé-
composition en valeurs singulieres de A, ou les éléments
(Ai)i=1,...r de A sont rangés dans I’ordre décroissant. Alors,
I’expression de 7, est donnée par le Théoreme suivant.

Théoréme 3.1 Notons A\, := 1/ Vaqay et définissons r. €
{1,---,r} comme le plus grand entier tel que \., > ..
La fonction ¥(M;, M) atteint son minimax en le couple
(M; «, My ) défini par :

M, :=VZ, V' e My, =V, V',

o X1 , et Xy, sont deux matrices diagonales dont les élé-

ments diagonaux o1 ,(\;) et 02 (N\;) pouri=1,--- 1 sont
définis par
OéQ(AQ — AQ)J'_ (651 (AQ — )\2)_;,_
A) = ———— A) = ———5
o1.4(A) NI+ o)) et 02,(N) N1+
(3.1)

ont x4 représente max(zx,0). De plus, iy, i.e. la valeur de ¥
au minimax, est égale a :

. ao Q10

i = (M, M) = =02 TrA+ =0 ;g()\i) g(re),
(3.2)

ou g est la fonction définie par : g(\) = aliz)\ - A+

a1tas 10g(>\) + Qo —a] log (1+a1)\).

[ 2R D) [ 2R D) 1+as A

On constate ainsi que i, = i,(A) ne dépend que des valeurs
propres de AAT . Faute de place, nous n’allons donner que
quelques éléments de preuve.

Maximisation par rapport a M. Fixons dans un premier
temps une matrice M vérifiant 0 < M; < M;(A). Il est
alors facile de vérifier que la fonction My — W(M;, Ms)
est strictement concave, et que sa différentielle s’annule en
I’unique point 1\7[2(M1) solution de I’équation I, — M; =
(L + a3 AMy(M;)AT) =1, On vérifie immédiatement que la
condition 0 < M; < M;(A) implique que 0 < Mg(Ml) <
I.. Des lors, Mg(Ml) est ’'unique maximiseur de My —
W (M;, M) satisfaisant la contrainte 0 < 1\7[2(M1) < I,.
Notons que si M n’est pas inférieure 2 M;(A), la maxi-
misation par rapport a M5 apparait beaucoup plus compli-
quée. Ceci justifie I'importance de se restreindre aux matrices
M; < M;(A). En utilisant I’équation vérifiée par My (M),
la quantité \I’(Ml) 1= MMaXo<M,<I, \I’(Ml, Mg) s’ écrit

Q10

T(M,) = TrAAT + % log det (I, + a1 ATM,; A)

- % log det (I, — M) — %Ter(L +aAAT).

Minimisation par rapport a M;. Le point crucial consiste a
remarquer que pour minimiser ¥ (M ), on peut se restreindre
aux matrices M qui se diagonalisent dans la base des vecteurs
singuliers a gauche de A, i.e. aux matrices M1 =V, VT ou
les valeurs propres (01;)i=1,....» sont ordonnées dans 1’ordre

décroissant, et vérifient 0 < o7, < 15:’3‘2A du fait de la

contrainte 0 < 1\711 < M;(A). Le point de départ de cette
simplification provient du fait que si M; = V; ElVlT est une
matrice possédant les mémes valeurs propres que My, alors
log det (I,—M;) = log det (I, 71\711), et qu’en conséquence,
T(M;) — (M) est égal 2 2O(a; M) — 2O (a1 M)
ot ®(M) := logdet (I, + AA'M) — Tr(AATM). On
applique alors I’inégalité suivante a A = AA"T et B =
a1 M; : Soient A et B deux matrices r X r positives et soient
(@i)i=1,....r €t (b;)i=1,..., les valeurs propres de A et B ran-
gées dans 1’ordre décroissant. Alors,

logdet (I, + AB) — Tr(AB) > > log(1 + a;b;) — a;b; .

i=1

La preuve de ce résultat est omise faute de place. On en déduit
que G)(alMl) > Zzzl (log(l + a1)\i01,i) — al)\iol,i) =



©(a;M,). 1l suffit alors d’optimiser ¥(VX, V") par rap-
port & 3. Dans ce cas, on a (VX V') = 492TpA +
S hlori Ai) ot h(o,A) = Elog(l + aiho) —
G-log(1 — o) — %+ (1 4 aaA)o. On peut donc optimiser cette
fonction séparable par rapport a chacune des variables o ;, et
se référer aux résultats de [[7] obtenus dans le cas » = 1 pour
achever la démonstration du Théoréme 3.11

4 Evaluation du MMSE de I’estimateur
bayésien

Dans ce paragraphe, nous évaluons le comportement de
Ierreur quadratique moyenne normalisée mmse(Y,) :=
LE (Y, — E(Y,|Y)||?) ot I’on désigne par Y, la matrice
U, AUY

derangr, Y, = NG

Théoréme 4.1 Le comportement asymptotique de mmse(Y,.)
est donné par

lim mmse(Y,) = ajas Z Xi (1 =01, Xi)o2 (M)

n——+oo
=1

ot 0; +(N), i = 1,2, est défini par .

(4.1) implique que mmse(Y,.) peut étre vu comme la somme
sur ¢ des erreurs quadratiques moyennes sur les matrices
de rang 1 nil/z)\i/zUlyiU{i lorsqu’elles sont observées
bruitées séparément. En un sens, ceci suggere que les vecteurs
(U1,4,Usz,)i=1,..» tendent a devenir conditionnellement
indépendants sachant Y lorsque n — +o0. On retrouve donc

le comportement mentionné dans [2]] dans le contexte du

modele (T.I).

Nous donnons uniquement quelques éléments de preuve
du Theoreme Nous posons U1 =U;Vet U2 = UgV

U Auy”
et remarquons que Y, = —=———2- ol U] et U, suivent

la méme loi que U; et Us. Déns ces conditions, il est
clair que I(U1,Uy;Y) = I(U;,U,;Y). Nous tirons
parti de la relation I-MMSE ([10]) appliquée au canal

vectoriel vec(Y) = H(A)Z2ZY 4 vec(W) issu de la

“.1)

L
vectorisation de (2.1) ol H( )= (N A2, )\1/2) Q@ Lyin,-
La différentielle (5H( ) de I(U] U2, Y) par rapport
a H est donnée par dp(I ) — TréHEH' ol E re-

présente la matrice rning X rnine dont chaque bloc
ning X ning BE;;, 1 < 4,5 < r, est défini comme Ia
matrice de covariance entre les erreurs d’estimation sur

’ ’ ’ ’
U,,0U;;, . U, QU .
les vecteurs —*»——=* et —*»_—=1. On vérifie alors que
1 1A 0‘9}\1 = %mmse(YT), et, en intervertissant limite

sur n et denvatlon par rapport aux ()\j) j=1,...,r» NOUS obtenons

(@.1) a partir de I’équation (3.2).

Nous terminons en tirant parti de I’expression (.I)) pour
établir que I’erreur quadratique moyenne de I’estimateur Y ,.
de la matrice Y, défini par

Y, ZAO—H

o2 (A U”\/g? 4.2)

converge quand n — +oo  vers mmse(Y,).
(U] j,UIQ ;)j=1,...,r sont les vecteurs singuliers & gauche
et a droite de Y normalisés pour que ||U, ;| = n1/2 En

d’autres termes, Y, est un estimateur asymptotiquement
optimal. Cette propriété provient immédiatement, apres un
simple calcul, de la remarque que pour ¢ = 1,2, pour tous
J,k=1,...,r, conditionnellement a la donnée de U/1 et U, s
alors -1 U TUZ s = 05k(0i4(X;))"/? presque strement [!
resultat ‘bien connu relatif aux modeles Spike ([3], [LL]).

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons évalué explicitement les limites
théoriques de I’estimation bayésienne d’une matrice de petit
rang Y, dans le cas ou les espaces engendrés par les vecteurs
singuliers a gauche et a droite de Y, sont tirés uniformément.
Si les résultats obtenus ne sont pas surprenants, ils constituent
un premier pas qui devrait permettre leur généralisation, d’une
part a des a priori plus généraux, et d’autre part au cas tensoriel.
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ceci nécessite que U jet U , a priori définis a un signe pres, soient

choisis de telle sorte que Ui—;Ui j 2 0
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