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Résumé – Un réseau IP peut être représenté sous la forme d’un graphe où les nœuds sont des routeurs et les arêtes des liens de
communication IP. Ce graphe aide à analyser les interactions et les flux d’information au sein du réseau. Chaque routeur, agissant
comme une file d’attente, gère le trafic avec une capacité de mémoire tampon et un débit de sortie. Lorsque le trafic entrant dépasse
cette capacité, une congestion se produit, dégradant le service. Identifier ces goulots d’étranglement est crucial pour évaluer la
performance du réseau. Cet article explore une méthode de partitionnement de graphe permettant de regrouper les flux partageant
un goulot commun à l’aide d’un modèle probabiliste plus général que ceux de la littérature.

Abstract – An IP network can be modeled as a graph whose nodes represent routers and edges represent IP communication links.
This model helps the interactions and information flows within the network to be analyzed. Each router, acting as a queue, manages
the traffic with a buffer and an output rate. When incoming traffic exceeds this capacity, congestion occurs at a so-called bottleneck,
degrading the service. Identifying these bottlenecks is crucial for evaluating the network performance. This article explores a graph
partitioning method to group flows sharing a common bottleneck, using a probabilistic model more general than the existing models.

1 Introduction
Les communications sur internet prennent la forme de flux de
paquets acheminés à travers des réseaux de routeurs. Chaque
routeur est représenté comme une file d’attente composée
d’une mémoire tampon et d’un service correspondant à son
débit de sortie. La capacité de cette file et le volume de trafic
qui la traverse influencent directement l’écoulement du trafic.
Lorsque le trafic entrant dépasse la vitesse de service de la
file, il y a congestion et les paquets excédentaires sont mémo-
risés. Le goulot d’étranglement est la file limitante du chemin
emprunté par les paquets d’un même flux. Elle bride et dé-
grade la communication ; son service marque particulièrement
le flux et son impact est mesuré à l’aide d’une métrique. Un
test de présence de goulot est déduit de cette métrique afin de
classer les flux observés dans un même routeur en fonction
de leur goulot commun. Dans [1], les classes sont initialisées
avec des flux "référents", éloignés au-delà d’un seuil prédéfini,
puis les autres flux sont agrégés un à un. Dans [2], les auteurs
classent progressivement les flux en minimisant l’entropie
globale. Chaque nouveau flux classé contribue à améliorer
la fiabilité du test mais alourdit les calculs. La première mé-
thode présente l’inconvénient d’un seuil à définir tandis que la
seconde est sensible à l’initialisation.

Une méthode alternative est de modéliser le problème par
un graphe dont les nœuds sont les flux et les arêtes des tests
de goulot commun, puis de classer les flux par goulot avec
un algorithme de partitionnement bien optimisé issu de la
littérature. La première partie de l’article résume les princi-
paux algorithmes et sélectionne celui qui offre le meilleur
compromis vitesse et précision. La seconde partie introduit
un nouveau modèle probabiliste de graphe. Ce modèle est en-
suite utilisé pour simuler des scénarios permettant d’évaluer la

performance des algorithmes. Les paramètres du modèle sont
finalement adaptés à des données émulées afin de compléter
l’étude sur un cas réaliste. Nous concluons sur l’utilité d’un
tel modèle pour l’étude de performance de partitionnement.

2 Partitionnement de graphes
Le partitionnement d’un graphe est un problème complexe (NP
difficile) qui consiste à retrouver l’association des N nœuds
d’un graphe en K classes C1, ..., CK . Nous considérons des
graphes non orientés et non pondérés associés à une matrice
d’adjacence symétrique V = (vij), avec (i, j) ∈ {1, ..., N}2,
où aij ∈ {0, 1} indique si les nœuds i et j appartiennent à
la même classe, i.e., vij = 1 si ces nœuds appartiennent à la
même classe et vij = 0 sinon. Seule une observation bruitée
de cette matrice nous parvient, obtenue par exemple obtenue
par des tests statistiques réalisés sur chaque paire de flux de
paquets. De nombreuses méthodes ont été proposées dans la
littérature pour répartir les nœuds d’un graphe en différentes
classes et déterminer le nombre K de ces classes. La résolution
du problème met en œuvre un algorithme de parcours des
partitions possibles du graphe et une fonction objectif qui
évalue ces propositions.

2.1 Recherche d’une solution
Une évaluation exhaustive de toutes les partitions des nœuds
d’un graphe est combinatoire, donc l’exploration de ces parti-
tions est en général limitée à un sous-ensemble de partitions
d’intérêt. Les algorithmes de partitionnement recherchent donc
une solution mais sans preuve d’optimalité. On peut distinguer
plusieurs familles d’algorithmes résumées dans cette partie.
Les méthodes de partitionnement hiérarchique recherchent la
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meilleure partition dans un dendrogramme issu de fusions ou
divisions de clusters. L’approche est soit ascendante (algo-
rithmes par agglomération, e.g. [3]), soit descendante (algo-
rithmes par bissections, e.g. [4]). Une fonction objectif permet
d’évaluer la meilleure partition, qui est la meilleure coupe du
dendrogramme. Les méthodes itératives telles que le recuit
simulé ou l’échantillonneur de Gibbs affinent progressivement
une partition en déplaçant les nœuds entre les classes [5]. No-
tons V la vérité terrain, A une estimation de cette matrice
obtenue à partir d’observations du réseau et V̂ l’estimation de
V à partir de A. La solution peut s’écrire sous la forme d’une
matrice indicatrice Ẑ = (ẑkn) de taille K ×N qui associe à
chaque nœud n une unique classe k, avec ẑkn = 1 si n ∈ Ck

et ẑkn = 0 sinon. La qualité d’une matrice Ẑ est évaluée au
moyen d’une fonction objectif souvent définie à l’aide d’une
métrique entre la matrice d’adjacence A du graphe observé
et la matrice V̂ = Ẑ

T
Ẑ, où V̂ = (v̂ij) ∈ {0, 1}N×N est

la matrice d’adjacence du graphe partitionné qui indique si
deux nœuds (i, j) sont supposés connectés (v̂ij = 1) ou non
(v̂ij = 0), i.e., s’ils appartiennent à la même classe ou pas.

2.2 Fonctions objectifs
Les premiers algorithmes de partitionnement de graphes utili-
saient une fonction objectif définie à l’aide d’une métrique de
coupe minimale (théorème max-flow min-cut) [6]. D’autres
métriques ont été proposées, notamment la modularité Q qui
compare la proportion d’arêtes à l’intérieur d’une classe avec
la proportion d’arêtes attendue dans le cas d’une répartition
aléatoire [4]. La définition de la modularité fait intervenir
les termes suivants : 1) m =

∑
i,j aij qui est la somme

des degrés des nœuds, 2) mk =
∑

i,j aij1(i ∈ Ck) qui
est la somme des degrés des nœuds de la classe k et 3)
ek =

∑
i,j aij1((i, j) ∈ C2

k) qui est le nombre d’arêtes in-
ternes à la classe k, où 1(i ∈ Ck) est la fonction indicatrice de
la classe Ck. La modularité est alors définie par :

Q =

K∑
k=1

[
ek
m

−
(mk

m

)2
]
. (1)

Lorsque la matrice d’adjacence suit un modèle probabiliste
défini, une fonction objectif de référence est obtenue par maxi-
mum de vraisemblance. Malheureusement, ces modèles font
intervenir des paramètres qui ne sont pas toujours connus a
priori et qu’il est souvent difficile d’estimer conjointement
avec le partitionnement. Notons que la modularité peut être
obtenue à partir de la vraisemblance d’un modèle probabiliste
appelé “Planted Partition Model” [7].

2.3 Partitionnement spectral
Les méthodes de partitionnement spectral (spectral clustering)
simplifient le problème en projetant les nœuds d’un graphe
dans un espace de dimension inférieure au nombre de nœuds
N et le résolvent de façon géométrique. Les coordonnées pro-
jetées des nœuds sont obtenues en déterminant les vecteurs
propres de la matrice d’adjacence, ou d’une forme dérivée
de cette matrice, par exemple le Laplacien. Un algorithme de
partitionnement spectral suppose de connaître la dimension
de l’espace de projection, qui est reliée au nombre recherché
de classes. Ce nombre peut être estimé a priori (e.g., avec

les valeurs propres de la matrice d’adjacence) ou a posteriori
avec la fonction objectif. L’article [8] donne plus de détails
sur la manière d’estimer K ainsi que l’importance de calcu-
ler les vecteurs propres du Laplacien au lieu de la matrice
d’adjacence. Le partitionnement est ensuite effectué à l’aide
de l’algorithme k-means. L’algorithme 1 illustre les étapes
d’une méthode de partitionnement spectral. Dans [5], l’au-
teur propose l’algorithme 2 dans lequel une fonction objectif
fo (à définir) sélectionne la meilleure partition obtenue avec
l’algorithme spectral pour différents nombres de classes.

Algorithme 1 : Partitionnement spectral [9]
Data : matrice d’adjacence du graphe A, nombre de

clusters K
Calculer le Laplacien normalisé L = I −D−1A où
D est la matrice diagonale des degrés des nœuds et I
la matrice identité

Calculer U la matrice des K premiers vecteurs propres
u1, . . . ,uK associés aux plus petites valeurs propres
du Laplacien

Chaque ligne i de U correspond aux coordonnées
projetées du nœud i dans un espace de dimension K.

Partitionner les nœuds en K clusters avec l’algorithme
k-means.

Algorithme 2 : Algorithme mixte
Data : matrice d’adjacence du graphe A, Nombre

maximal de clusters Nmax, vecteur paramètre θ
For k = 1, ..., Nmax

Initialiser P par le résultat du partitionnement spectral
de A avec k classes

Évaluer S = fo(P;A,θ) le score de la partition P .
Améliorer le score de la partition par échantillonnage

de Gibbs
Renvoyer la partition la plus vraisemblable.

3 Modèles probabilistes pour graphes

3.1 Planted Partition Model
Le "Planted Partition Model" est une version simplifiée du
“Stochastic Block Model”. Contrairement à ce dernier, son
partitionnement optimal est toujours strict et sa vraisemblance
peut être utilisée comme fonction objectif sans hypothèse sur
le nombre de clusters. Elle s’écrit de la façon suivante en
définissant les paramètres du modèle p = P (aij = 1|vij = 1)
et q = P (aij = 1|vij = 0) :

L(V̂ ; p, q,A) =
∏
i,j

paij v̂ij (1− p)(1−aij)v̂ij

×
∏
i,j

qaij(1−v̂ij)(1− q)(1−aij)(1−v̂ij). (2)

L’estimateur de V s’obtient en trouvant V̂ qui maximise la
vraisemblance 2 sous contrainte que V̂ est de la forme Ẑ

T
Ẑ.

Pour cela il faut connaître les probabilités p et q, comme dans
[10]. Dans [11] des valeurs de p et q sont fixée et un terme
pénalisant le nombre de classes ajouté à la vraisemblance.
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3.2 Nouveau modèle de partitionnement
Le "Planted Partition Model" a l’avantage de modéliser systé-
matiquement un partitionnement strict mais ne convient pas
aux données réseaux. En effet, les probabilités de détection de
goulots et de fausse alarme dépendent de paramètres propres
aux nœuds (débit, variabilité des temps d’inter-arrivée des flux
de paquets,...). Aussi, nous proposons un modèle probabiliste
plus général, appelé “Modèle par Nœuds” dans lequel chaque
nœud n du graphe est associé à des attributs pn, qn telles que
1 ≥ pn > qn ≥ 0,∀n. On définit la probabilité de présence
d’une arête entre deux nœuds (i, j) par une moyenne de leurs
attributs :

P (aij = 1|vij = 1) =
pi+pj

2 ≜ pij ,
P (aij = 1|vij = 0) =

qi+qj
2 ≜ qij .

Ce modèle permet de générer des partitionnements plus
proches de données émulées (voir fig 4). La vraisemblance
associée à ce modèle a la forme suivante :

L(V̂ ;A,p, q) =
∏
i,j

p
aij v̂ij
ij (1− pij)

(1−aij)v̂ij

×
∏
i,j

q
aij(1−v̂ij)
ij (1− qij)

(1−aij)(1−v̂ij),
(3)

avec p = (p1, ..., pN )T et q = (q1, ..., qN )T . Un autre modèle
plus fin qualifié d’« extended Planted Partition Model » a été
étudié dans [12]. Ce modèle ajoute un unique paramètre à
chaque nœud, ce qui implique de conserver un même rapport
pn

qn
pour tous les nœuds. L’hypothèse ne semble pas réaliste.

4 Performance de la modularité
Cette section étudie la performance de l’algorithme 2 maxi-
misant la modularité. Nous comparons ses résultats avec ceux
obtenus par l’algorithme 1 de partitionnement spectral (sa-
chant le nombre de classes) et la vraisemblance lorsque les
paramètres associés au partitionnement sont connus 1. L’in-
dice de performance utilisé pour l’analyse des algorithmes de
partitionnement est l’Adjusted Rand Index (ARI) [13] compris
entre −1 (partition complètement différente) et 1 (partition
conforme à la vérité terrain), sachant que ARI = 0 indique un
partitionnement aléatoire. La matrice d’adjacence de référence
associée au graphe idéal est présentée dans la figure 1a. Cette
matrice est utilisée dans toutes les expériences de cet article.
Les matrices d’adjacence estimées seront toujours présentées
avec le même ordre des nœuds pour mettre en évidence les
classes correspondant à des blocs sur la diagonale.

4.1 Données synthétiques
Les algorithmes sont d’abord testés avec le Planted Partition
Model. Des résultats similaires étant obtenus pour différentes
valeurs de q, cet article se limite à q = 0.3 avec p variable. Pour
chaque valeur de p, 60 matrices différentes ont été simulées
sur la base de la matrice théorique 1a. La figure 1b montre que
les solutions obtenues par partitionnement spectral, maximum
de vraisemblance (calculé par échantillonneur de Gibbs) et
modularité s’améliorent lorsque p augmente. Le maximum de

1Les détails d’implémentation sont disponibles ici lien code. On notera
que le nombre maximal de classes a été fixé à 10, en cohérence avec le nombre
de goulots à identifier dans les réseaux internet que nous étudions.

vraisemblance et la modularité améliorent effectivement les
partitions proposées par l’algorithme spectral. Ces résultats
confirment que la modularité est une bonne approximation de
la vraisemblance du Planted Model.
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(a) Vraie matrice d’adjacence.
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FIGURE 1 : Matrice d’adjacence et ARI pour le Planted Model.

Les expériences suivantes s’intéressent au Modèle par
Nœuds. Les paramètres du Modèle par Nœuds sont trop nom-
breux pour effectuer une analyse de performance exhaustive
à l’aide de tous les vecteurs p et q du modèle. Nous propo-
sons d’évaluer les différentes méthodes de partitionnement en
générant des vecteurs p et q dans leur domaine de définition
et en faisant varier un paramètre e = supn{pn − qn}, qui est
le maximum des écarts entre les vecteurs p et q et contrôle
la difficulté du partitionnement. Pour chaque valeur de e, 60
matrices d’adjacence sont simulées 1. Les résultats obtenus
avec le Modèle par Nœuds sont représentés dans la figure 2b.
La performance du partitionnement s’améliore lorsque e aug-
mente (comme dans la figure 1b), bien qu’ici certains nœuds
dont l’écart pn − qn est trop faible soient mal classés. La vrai-
semblance permet d’atteindre les meilleurs résultats, mais la
modularité reste une bonne alternative. La figure 2a montre
une matrice d’adjacence obtenue avec le Modèle par Nœuds
avec e = 0.4. Les résultats de partitionnement sont présentés
dans la figure 3. Les résultats de l’algorithme spectral et de
la modularité sont identiques et un peu moins bons que ceux
obtenus avec la vraisemblance.
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(a) Matrice d’adjacence simulée,
e = 0.4.
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FIGURE 2 : Matrice et ARI pour le Modèle par Nœuds.

4.2 Données émulées
Cette partie considère des données issues d’une expérience
effectuée dans un réseau émulé. Nous devons trouver 3 goulots,
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(a) Modularité - Spectral.
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(b) Maximum de vraisemblance.

FIGURE 3 : Matrices solutions pour la matrice simulée 2a.

i.e., 3 classes. Des files d’attente en amont régulent le trafic et
conduisent à former des sous-classes diagonales moins connec-
tées. La figure 4a illustre la matrice des tests de présence de
goulots communs pour les données émulées. En comparaison,
la figure 4b montre une matrice simulée à partir du Modèle par
Nœuds avec des paramètres p et q optimisés. Les sous-classes
ont été éliminées, mais les matrices des deux figures 4a et 4b
sont très similaires, confirmant l’intérêt du Modèle par Nœuds.
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(a) Données émulées.
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(b) Modèle par Nœuds.

FIGURE 4 : Matrices d’adjacences.

Les résultats obtenus avec la modularité et spectral cluste-
ring sont très bons et identiques : 2 nœuds seulement sont mal
classés dans les données émulées et 3 sur les données simulées.
Les matrices d’adjacence obtenues sont montrées sur les fi-
gures 5a et 5b. En comparaison, le maximum de vraisemblance
commet une erreur de classification sur la matrice simulée.
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FIGURE 5 : Partitionnements des matrices d’adjacence.

5 Conclusion
Après avoir sélectionné un algorithme de partitionnement de
la littérature, nous avons proposé un nouveau modèle proba-
biliste de graphe partitionné appelé “Modèle par Nœuds” qui
est une extension du “Planted Model”. L’algorithme permet de
résoudre des problèmes simulés par les modèles puis émulés
dans un réseau, validant ainsi l’approche par graphe pour la
recherche de goulots communs. La métrique de modularité
donne des résultats similaires à l’estimateur du maximum de
vraisemblance pour le modèle générateur des données. L’inté-
rêt du “Modèle par Nœuds” est de diviser le problème initial
de détection de goulot en deux parties : partitionnement et test
de présence de goulot. D’un côté le modèle garantit l’existence
d’une partition optimale du graphe, de l’autre il s’adapte bien
aux données émulées grâce à ses nombreux paramètres. Des
axes de progression existent encore pour ces deux parties. Le
premier est l’amélioration des performances de l’algorithme
de clustering en exploitant les relations entre les conditions du
réseau internet et les paramètres du modèle. Ces paramètres
semblent dépendre avant tout des débits des flux, mais nos
efforts n’ont pas abouti plus loin à présent. Enfin le modèle
pourrait être amélioré pour le rendre robuste à la présence
d’éléments aberrants (outliers).
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