Décomposition de signaux bivariés
en somme d’ellipses amorties
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Résumé — Cet article présente SONATA : une méthode de décomposition de signaux bivariés en somme d’ellipses amorties. Les
ellipses considérées possedent des caractéristiques géométriques constantes au cours du temps et une dynamique temporelle sur leur
amplitude et leur phase. L approche proposée utilise (i) I’approximation de rang faible structurée pour la dynamique des ellipses; et
(ii) le plongement quaternionique pour encoder la géométrie des ellipses. Nous illustrons SONATA par un exemple d’approximation
de la partie ringdown d’un signal correspondant a I’onde gravitationnelle émise lors de la fusion d’étoiles massives.

Abstract — This paper presents SONATA: a method that decomposes bivariate signals as a sum of damped ellipses. These ellipses
are defined both with geometrical characteristics, fixed in time ; and with dynamics on their amplitude and phase. The proposed
approach uses (i) structured low-rank approximation for ellipses dynamics estimation ; and (ii) quaternion-embedding to encode
ellipses geometry. SONATA is illustrated on the approximation of the ringdown part of a gravitiational wave emmited during a

compact binary merger.

1 Introduction

Les signaux bivariés sont présents dans une grande variété
d’applications comme la sismologie [1]], I’optique [2] ou en-
core I’astronomie gravitationnelle [3]]. En particulier, ces si-
gnaux permettent de modéliser des phénomenes ondulatoires
polarisés. L’information de polarisation traduit géométrique-
ment les corrélations entre les composantes d’un signal bivarié.
Dans les applications mentionnées, la polarisation contient
des informations uniques sur la source des ondes et/ou sur le
milieu traversé par celles-ci. Tenir compte de la polarisation
dans I’analyse enrichit donc le contenu informationnel traité et
autorise a prendre en compte une propriété pouvant étre discri-
minante (nature de la source, effet du milieu de propagation,
démélange, etc).

Classiquement, un signal bivarié peut étre considéré comme
un signal a valeurs complexes. Cette représentation permet
d’encoder algébriquement la géométrie du signal bivarié. Dans
le cas des signaux non-stationnaires, 1’équivalent du signal
analytique pour les signaux univariés est le plongement qua-
ternionique des signaux bivariés [4]]. L’ utilisation de ce plon-
gement permet d’accéder aux observables physiques d’intérét
— c’est a dire la polarisation — d’un signal bivarié via une para-
métrisation algébrique [4].

Parmi les outils classiques du traitement du signal, un cer-
tain nombre ont été étendus aux cas polarisé ou bivarié (via
des modeles quaternioniques) comme par exemple MUSIC
[S], ESPRIT [6] ; voir aussi [[7]] pour d’autres exemples. Cepen-
dant, concernant les approches de rang faible structurées, leur
application aux signaux bivariés se limite a une Singular Spec-
trum Analysis complexe ou SSA-complexe [8]. Cette méthode
utilise un modele de mélange d’ellipses amorties comme une
somme de deux composantes complexes (aussi appelées rotary
components en océanographie [9]). La SSA-complexe néces-
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site par contre une étape délicate d’appareillement de compo-
santes afin d’obtenir la décomposition d’un signal bivarié en
atomes polarisés. Nous proposons une approche alternative ici
ne nécessitant pas ce type de post-traitement.

Dans cet article, nous introduisons SONATA (damped el-
lipSe decOmpositioN for bivAriaTe signAls), qui décompose
un signal bivarié polarisé (vu comme une série temporelle
quaternionique) en une somme d’atomes, en 1’occurrence des
ellipses amorties. La représentation quaternionique de SO-
NATA permet de décomposer directement un signal bivarié
en une somme de modes polarisés. La Section [2] présente les
signaux bivariés et leur plongement quaternionique, ainsi que
le modele de mélange d’ellipses amorties. L’algorithme SO-
NATA est introduit en Section[3] Les performances de notre
approche sont étudiées sur des données synthétiques en Sec-
tion[d] Un exemple d’application aux ondes gravitationnelles
émises lors la fusion de compacts binaires, générant des si-
gnaux pouvant étre modélisés comme une somme de modes
polarisés, conclut la partie simulation.

Notations On note par R et C les nombres réels et com-
plexes. On définit par H le corps des quaternions tels que H =
{a+bi+cj+dk|a,b,c,d e R} oui,j,k sont des nombres
imaginaires purs (iZ = j2 = k? = —1 et tels que ijk = —1).
Pour i € {i, j, k}, on définit C,, = {a+bp | a,b € R} C H.

2 Modeéele de signaux bivariés

Un signal bivarié discret est défini par deux séries tempo-
relles {u[n],v[n]}Y= a valeurs dans R. Ce signal peut étre
mis sous la forme complexe z[n] = u[n] + iv[n] € C; pour
n = 0,1,... N — 1. L’analyse des propriétés instantanées
(amplitude, phase, polarisation) de ce signal bivarié repose
sur la notion de plongement quaternionique : une extension
hypercomplexe du signal analytique au cas bivarié proposée

dans [4]. Le plongement quaternionique du signal z[n] € C;
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FIGURE 1 : Représentation d’un signal bivarié z[n| élémentaire
et de sa géométrie obtenue par la forme polaire de son plongement
quaternionique y[n].

est donné par y[n] = A(u[n]) + iA(v[n]) € H avec A(-)
le signal analytique usuel, calculé dans C;. Le signal y[n]
peut étre décomposé de maniere unique sous la forme polaire
quaternionique y[n] = |y[n]|e?!Me~kxI"ei%] ] faisant ap-
paraitre une amplitude et trois angles, pouvant s’interpréter
comme suit. Pour un signal bivarié élémentaire, les parametres
|y[n]| et ¢[n] encodent respectivement 1’amplitude et la phase
instantanée du signal z[n], tandis que les angles 0[n] et x|[n]
décrivent I’ellipse de polarisation instantanée. La Figure [I]
illustre cette interprétation : en particulier 6[n| € [—7/2, /2]
donne I’ orientation instantanée de 1’axe principal de I’ellipse,
tandis que x[n] € [—7/4, 7 /4] correspond a son ouverture.

2.1 Modele de mélange d’ellipses

Dans la suite, on considére un modele de signaux bivariés
pouvant étre décrits par une somme d’ellipses amorties, c’est
a dire une somme de signaux bivariés élémentaires d’ellipse
de polarisation constante au cours du temps (i.e., a 8[n], x[n]
constants). Pour ce type de signaux, le plongement quaternio-
nique peut s’écrire
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ot {pr, 0, Xr, ©r} sont les paramétres géométriques décrivant
la forme de la r-iéme ellipse : p, est le module, 6,. I’ orienta-
tion de 1’axe principal, x, I’ouverture et ¢, la phase initiale.
Les parametres restants concernent la dynamique des ellipses :
d, > 0 1’amortissement et w, la pulsation. Un exemple d’el-
lipse amortie est présentée en Figure [2| La séparation en deux
catégories de parametres (géométriques et dynamiques) per-
met d’écrire les composantes (I)) sous la forme de produits de
termes quaternioniques et a valeurs complexes C; de la fagon

suivante :
R
ylnl = qen,
r=1
ol g, = prelfre®xred¥r ¢ H contient les paramétres
géométriques et p, = e refor € C; contient les pa-

rametres dynamiques. Si on définit le vecteur ligne y =
[y[0] y[N —1]] € H*Y (de méme avec q € H'*
ety € (CJ.MR), I’équation (I) devient :

y =aqV(u), 2

ol V(u) est une matrice de Vandermonde de taille R x N
contenant les puissances { " ,]j;ll pourr =1,... R.
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FIGURE 2 : Deux ellipses amorties (non bruitées) partageant les
mémes parametres géométriques (pr, Or, Xr, @r) : Orange avec amor-
tissement (d,- > 0) et bleue sans amortissement (d,, = 0).

Le modele ) est donc une somme de R composantes har-
moniques complexes, chacune multipliée par une constante
a valeur dans H (i.e. une partie géométrique qui contient une
information s’apparentant a de la polarisation). Ici, nous propo-
sons ’identification des composantes d’un tel mélange grace a
une approximation de rang faible de type SLRA (Structured
Low-Rank Approximation) [[10] spécialement construite pour
identifier les ellipses amorties du modele (T).

3 L’algorithme SONATA

L’approche proposée consiste a estimer les parametres géo-
métriques g et dynamiques p du modele (2) a partir d’ob-
servations bruitées d’un plongement quaternionique y. Sous
hypothese de bruit additif gaussien non-polarisé, I’estimation
de ces parametres peut étre formulée comme le probleme d’op-
timisation suivant :
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Nous proposons de résoudre (3) avec une approche itérative
alternée. Premierement, la (k + 1)-éme mise a jour de g, notée
q**+1), est obtenue. Ensuite, la mise & jour de p notée pu(*+1)
est calculée. Nous décrivons dans les sections suivantes les
différentes étapes de SONATA, résumées dans l’AlgorithmeE}

3.1

Mettre a jour q revient a résoudre le sous-probléme d’optimi-
sation suivant :

Mise a jour des parametres géométriques

“

q(kH) = argmin
qEHl X R

2

qui est en fait un probleme des moindres carrées a valeurs dans
H dont la solution explicite est connue [7, Table II] :

q* Y = yV(u®)t

oti la notation VT dénote une pseudo-inverse de V € (CjRXN .

3.2 Mise a jour des parametres dynamiques

Pour estimer les parametres dynamiques, nous proposons d’es-
timer alternativement chacune des entrées u,- de p. En effet,
les R composantes dynamiques ne peuvent pas étre obtenues

-
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-

o



directement du fait de la présence des coefficients g, qui ne
sont pas les mémes pour chaque composante. En considérant
chaque ., séparément, il est possible de se ramener a un sous-
probléme d’optimisation dans C;. Pour ce faire, soit 3, le
signal résiduel défini comme :

Grln] = yln] = Y g IudH"T =3 7" (5)
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Le signal résiduel suit alors un modele d’ellipse amortie brui-
tée. En effet, si on admet que tous les parametres de (1)) sont
connus sauf g, (c’est-a-dire q et {15 }s£r), les équations (T))
et (3) donnent :

Vr =G [1 [ 2 Nivjl] ’ (6)
c’est-a-dire que y, correspond a une seule ellipse amortie
lorsque tous les autres parametres sont connus.

Cette observation suggere la stratégie de reconstruction sui-
vante. Soit Y, € HX*X la matrice Hankel du signal résiduel
telle que pour L > 0 et K = N — L 4 1 ses anti-diagonales
soient constantes

o] ] Gl — 1] K — 1)
v, = | ol '
GlL— 1] GK — 1] BN — 1]

Dans un cas idéal, I’équation (6) garantit que la matrice g, ly,
soit Cj-complexe et de rang 1 puisqu’elle représente une re-
lation linéaire de récurrence d’ordre 1 [[11]]. Nous proposons
alors de mettre a jour p, par la résolution d’un probleme de
SLRA de rang 1 complexe :

- 2
min HH ~ P, {qﬁ’““)Yr} H %)

tel que H est une matrice Hankel de rang 1.

Dans (7), Pc,;{-} projette chaque entrée d’une matrice sur Cj,
soit Pe;{a + bi + ¢j + dk} = a + cj. Cette projection permet
de restreindre la mise a jour de p, (un C;-complexe) a un
probléme dans C;. Pour terminer, le probleme (@) est résolu
en appliquant les itérations de Cadzow [11], qui consistent a
alterner entre une SVD tronquée et une projection sur I’espace
des matrices de Hankel (par moyennage des anti-diagonales).

L’ Algorithme [T] présente un résumé des étapes de SONATA.

Algorithme 1 : SONATA
Entrée:y, R, L
Initialisation : p € (CJ.lXR aléatoire
Tant que la convergence n’est pas atteinte
q < yV(p)f
Pour r € [1,R]:
- R n
Yr [TL] = y[n] - Zs;ﬁr qsts
< Ttérations de Cadzow (7)
Résultat : q, p

— Moindres carrés quaternioniques (@)

— Signal résiduel

4 Expériences numériques

4.1 Données synthétiques

Pour illustrer le comportement de SONATA, 200 mélanges
d’ellipses (2)) sont générés pour des rangs R € {1,2,3,5,10}
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FIGURE 3 : Erreur de reconstruction £ (9) de SONATA avec initiali-
sation aléatoire (RNG) et H-SVD en fonction du RSB pour différentes
valeurs de R.

et différentes valeurs de Rapport Signal a Bruit RSBgg €
{—20,-10,0,10}, défini ici par RSB = [[qV()|2 /|b]12,
avec b un bruit additif gaussien non-polarisé. Les séries tem-
porelles considérées sont de taille N = 512, et les parametres
géométriques et dynamiques (voir le modele (I)) des signaux
sont tirés aléatoirement et uniformément sur les intervalles
suivants : p, € [0.2,2], 0, € [-7/2,7/2], x» € [-7/4,7/4],
¢r € 10,27[, d, € [1,10] et w € [8, 64] (on considere ici des
pulsations réduites).

Pour les parametres de SONATA, les matrices Hankel sont
construites avec L = 128 lignes ; un maximum de 5 itérations
de Cadzow est fixé€ ainsi qu’un critere d’arrét i, = 10~ sur
les mises a jours de p,,. SONATA s’arréte soit lorsque p et q
ont convergé pour €o, = 107° soit aprés 50 itérations. Dans
cette expérience, R est considéré connu. Le probleme du choix
de R est laissé pour de futurs travaux. Enfin, nous proposons
d’étudier deux initialisations pour 1(°) dans SONATA : une
premiere aléatoire et une seconde utilisant la H-SVD [12].
Apres avoir calculé la H-SVD de la matrice Hankel Y €
HL*K du signal y, R composantes {y,}1 | sont obtenues
comme les vecteurs singuliers gauches de Y € HY*K | Leur
expression, comme vecteurs a valeurs dans H est donnée par :

Yr [n] = a, [n}eieT[n]e_kXT["] e.j‘PT[”] . (8)

I est ensuite possible d’obtenir une estimation initiale g+(%)
grice aux parametres de I’expression (8) comme :

© = @M bem-eon . _y R,
R ]

L utilisation de cette valeur pour initialiser SONATA est com-
parée a une initialisation aléatoire sur la Figure 3| L’erreur de
reconstruction utilisée est la suivante :

£=llav(p) —av@)|. ©)

Les courbes d’erreur de reconstruction de la Figure [3] sont
données en fonction du RSB. On y constate 1’apport de I’initia-
lisation par H-SVD, et ce particulierement a haut RSB, ainsi
qu’une meilleure reconstruction dans le cas des mélanges avec
rangs R faibles. Ces caractéristiques démontrent I’intérét de
SONATA pour les mélanges d’ellipses amorties.
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FIGURE 4 : Les différentes phases d’une fusion de deux trous noirs
et I'onde gravitationnelle associée. Premiérement, les trous noirs
orbitent I’un sur I’autre pendant 1’inspiral. Apres la fusion, le trou
noir résultant résonne et émet pendant le ringdown.

4.2 Application aux ondes gravitationnelles

La relativité générale prédit que les ondes gravitationnelles
sont polarisées avec deux modes dénotés h et h,, formant le
signal a valeurs complexes z[n] = h4.[n] — ihy[n]. La Figure
M montre un exemple d’un de ces modes (seulement A, ici)
émis lors de la fusion de deux trous noirs. Les trois phases du
processus sont : inspiral, merger et ringdown.

Ici, nous nous intéressons a la derniere phase ot le trou noir
rémanent "résonne" jusqu’a équilibre en émettant une onde
gravitationnelle. Les signaux de ringdown peuvent &tre mo-
délisés par des combinaisons linéaires d’ellipses amorties [3,
Eq. (7)], d’'une maniere similaire au modele (]I[) L’estimation
et I'identification de tels modes sont centrales dans certains
tests de validité de la métrique de 1’espace-temps qui décrit la
géométrie des trous noirs [3].

Nous proposons d’analyser ce type de signaux avec SO-
NATA avec pour objectif a long terme de permettre une iden-
tification des modes sur des données réelles. Les résultats
présentés dans la suite sont obtenus sur données simulées. A
I’aide d’un modele numérique de la relativité, nous avons gé-
néré un signal de ringdown et sa reconstruction obtenue avec
SONATA est donnée en Figure [5] Pour appliquer SONATA
au cas réel, (hy,hy) doivent étre préalablement estimés a
partir des données des interférometres LIGO/Virgo. Méme si
les bruits de ces détecteurs ne sont pas gaussiens, nous consi-
dérons ici le cas ou SONATA est appliqué apres 1’étape de
reconstruction de (h., hy ). De ce fait, I’hypothése de bruit
gaussien non polarisé est valable et un tel bruit est ajouté avec
RSB4g = 15dB. Ce bruit modélise alors le bruit lié a I’estima-
tion des modes de polarisation. Comme le montre la Figure 5]
la reconstruction est plus fidele avec R = 3 ellipses comparé
a R = 1 ellipse : respectivement 0.5% contre 3.8% d’erreur
relative de reconstruction (|[qV () — @V (@) |1?/[laV(w)||?).

Ces résultats sont encourageants méme si, dans une pers-
pective d’interprétabilité astrophysique, il est nécessaire de
pouvoir lier les composantes du modele gravitationnel avec
les parametres obtenus par SONATA. Ce travail de mise en
correspondance des modes obtenus par notre algorithme avec
ceux des simulations de gravité numérique fait partie des pers-
pectives de ces travaux.
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FIGURE 5 : Signal synthétique de ringdown reconstruit par SONATA
pour RSBgs. En haut : représentation du ringdown (h4, hx) dans
le plan complexe pour des valeurs de rangde R = 1 et R = 3. En
bas : séries temporelles (A4, hx ).
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