
Reconstruction d’images en tomographie photoacoustique avec
régularisation combinée variation totale - Cauchy

Trung-Thai DO1 Caroline CHAUX2 Paul ESCANDE1 Jérôme GÂTEAU3

1Institut de Mathématiques de Toulouse , UMR5219, UPS, F-31062 Toulouse Cedex 9, France
2CNRS, IPAL, Singapour

3Sorbonne Université, CNRS, Inserm, Laboratoire d’Imagerie Biomédicale, 75006 Paris, France.

Résumé – La tomographie photoacoustique (PAT) est une technique d’imagerie biomédicale pour laquelle la reconstruction des
images est exigeante numériquement. Nous proposons une méthode de reconstruction reposant sur la minimisation d’une fonction
coût utilisant une régularisation de type Cauchy appliquée sur la norme du gradient comme alternative à la variation totale. Elle est
minimisée à l’aide d’un algorithme de BFGS modifié tenant compte de sa non-convexité et offrant une convergence rapide. Sur une
expérience numérique simple, dans un contexte PAT, nous montrons que cette nouvelle régularisation mène à une reconstruction de
meilleure qualité que celle obtenue par variation totale et ce, en un temps de calcul d’un ordre de grandeur plus rapide.

Abstract – Photoacoustic tomography (PAT) is a biomedical imaging technique for which image reconstruction is numerically
demanding. We propose a reconstruction method based on the minimization of a cost function involving a Cauchy-type regularization
applied to the norm of the gradient, offering an alternative to the total variation. It is minimized using a modified BFGS algorithm
that takes into account its non-convexity and offers fast convergence. On a simple numerical experiment, in a PAT context, we show
that this regularization offers a better reconstruction than the original total variation in an order of magnitude faster calculation time.

1 Introduction
Contexte La tomographie photoacoustique (PAT) est une
modalité d’imagerie biomédicale, apparue dans les années
2000 [17], qui présente un grand potentiel pour la recherche
pré-clinique et clinique car elle permet de cartographier l’ab-
sorption optique à des profondeurs de plusieurs centimètres et
à des résolutions submillimétriques. Ainsi, des informations
moléculaires et fonctionnelles peuvent être obtenues avec des
absorbeurs optiques comme l’hémoglobine ou des agents de
contraste. Son principe (voir Figure 1) repose sur l’effet pho-
toacoustique : lorsqu’un tissu biologique est soumis à une
excitation laser impulsionnelle, ses chromophores absorbent
la lumière, transforment l’énergie absorbée en chaleur ce qui
induit une élévation transitoire et localisée de la pression. Cette
variation génère une onde ultrasonore qui se propage et est me-
surée au cours du temps sous forme d’un signal électrique par
plusieurs détecteurs répartis autour du tissu. La reconstruction
du champ de surpression initial p0 est ensuite réalisée par la
résolution d’un problème inverse à partir des signaux mesurés.

FIGURE 1 : Principe général de la tomographie
photoacoustique PAT [11].

Modèle physique Du point de vue physique, la PAT peut
être modélisée en deux étapes [13] :

1) Propagation des ondes La propagation de l’onde acous-
tique à partir du champ de pression initial p0 peut se
modéliser à l’aide de l’équation des ondes dans un mi-
lieu homogène (vitesse du son constante) :{

∂2
t p(x, t)− c2∆p(x, t) = 0, x ∈ R3, t > 0

p(x, 0) = p0(x), ∂tp(x, 0) = 0

où c > 0 est la vitesse du son dans le milieu et ∆ est
l’opérateur Laplacien.

2) Mesures Le champ de pression p est alors mesuré à T
instants (tk)

T
k=1 par L détecteurs. Chaque détecteur l

est modélisé par une surface Sl (d’élément surfacique
dSl) sur laquelle le signal mesuré est approché par une
intégration du champ de pression. Le vecteur de mesure
résultant s ∈ RLT est ainsi défini par

s[l, k] =

∫
Sl

p(x, tk)dSl(x), ∀1 ≤ k ≤ T, 1 ≤ l ≤ L.

Le champ de pression initial p0 étant discrétisé sur une
grille de N pixels, le modèle direct reliant le champ p0 aux
observations s peut ainsi se formuler comme

s = Ap0 + b (1)

où A ∈ RLT×N et b ∈ RLT est un bruit blanc gaussien de va-
riance σ2. Il permet de modéliser, en première approximation,
les incertitudes des mesures et des modélisations. Une étude
approfondie sera nécessaire pour proposer une statistique de
bruit réaliste [2]. Plus de détails sur la discrétisation de A et
l’implémentation des produits matrice-vecteur peuvent être
consultés dans [14].
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Défis Reconstruire une image issue de la PAT consiste à ré-
soudre le problème inverse mal-posé consistant à retrouver
une estimation de p0 à partir des observations s données par
(1). Ce problème est numériquement colossal. Par exemple, le
système 3D développé au Laboratoire d’Imagerie Biomédicale
(LIB) [10] comporte L = 104 capteurs qui enregistrent les
signaux sur T = 1500 pas de temps et nécessite des grilles
de N = 2003 voxels. La matrice A contient environ 30% de
coefficients non-nuls. Stockée en format sparse, elle contient
environ 1014 coefficients non-nuls et coûterait ainsi 260 To de
stockage ! Pour ces raisons, la majorité des méthodes de recons-
truction actuelles [14] font appel à des approximations gros-
sières de la géométrie des détecteurs. Ces méthodes rendent
la matrice A significativement plus creuse mais entraînent
une dégradation du contraste et de la résolution des images
reconstruites.

Un autre défi à considérer est que le système du LIB dispose
d’une unique sonde qui scanne l’échantillon en opérant un
mouvement en rotation/translation rendant le temps d’acquisi-
tion proportionnel au nombre de capteurs L. Utiliser un L le
plus petit possible a un intérêt pratique non-négligeable pour
l’utilisation du scanner en in vivo et accélérer les méthodes de
reconstruction. Néanmoins, réduire le nombre de capteurs L
limite l’observation de certaines directions de structure de p0
et dégrade ainsi la qualité de la reconstruction.

Pour faire face à ces défis, il est important de mener conjoin-
tement plusieurs stratégies telles que : (i) considérer des mé-
thodes de calcul efficaces hautement parallèles pour effectuer
des produits matrice-vecteur rapides et avec une empreinte
mémoire raisonnable (e.g [7]), (ii) exploiter les propriétés des
images à reconstruire dans le but de concevoir des algorithmes
de reconstruction réduisant le nombre de capteurs L néces-
saires et le nombre d’appels au produit matrice-vecteur avec
la matrice A ou son adjoint. Les images typiquement imagées
en PAT étant des vaisseaux sanguins, elles peuvent être modé-
lisées comme des structures constantes par morceaux, ayant
ainsi une variation totale faible [2].

Contribution et plan Dans ce travail, nous proposons de
considérer un a priori de type Cauchy appliqué à la norme du
gradient. Cette nouvelle régularisation, décrite en Section 2, al-
ternative à la variation totale (TV), permet de réduire les biais
de reconstruction introduits par TV tout en permettant d’uti-
liser des algorithmes de deuxième ordre. Les performances
de cette méthode sont étudiées sur une expérience numérique
simple, permettant le calcul des produits matrice-vecteur sans
approximation, en Section 3. Les conclusions de ce travail sont
finalement énoncées dans la Section 4.

2 Méthode proposée
Notations Soit p ∈ RN une image 2D définie sur une grille
discrète de taille N = N1 ×N2. Les pixels des images sont
identifiés par un multi-indice i = (i1, i2). Le gradient discret
de p, noté ∇p, est défini comme ∇p = (∂1p, ∂2p) ∈ R2N , où
chaque ∂lp représente la dérivée discrète de p dans la direction
l. Les dérivées discrètes sont définies par différences finies

∂1p[i1, i2] =

{
p[i1 + 1, i2]− p[i1, i2] si 1 ≤ i1 < N1,

0 si i1 = N1

ou toute autre condition de bord. La définition de ∂2p est
similaire à ∂1p. La norme du gradient, notée |∇p|, est alors
définie par |∇p| =

√
(∂1p)2 + (∂2p)2 ∈ RN .

Problème d’optimisation Le problème inverse lié aux ob-
servations (1) peut être résolu en résolvant le problème d’opti-
misation

min
p∈RN

f(p) =
1

2
∥Ap− s∥22 + λR(p) (2)

où R : RN → R est une fonction de régularisation permettant
d’imposer un a priori sur la solution et λ > 0 est le paramètre
de régularisation permettant de pondérer l’importance de R
par rapport au terme d’attache aux données.

Limites de la variation totale Historiquement, une des ré-
gularisations les plus utilisées en reconstruction d’image est la
variation totale R(p) = ∥|∇p|∥1 [15]. Elle permet de promou-
voir des images parcimonieuses dans le domaine du gradient,
donnant lieu à des algorithmes de reconstruction préservant
les discontinuités franches contenues dans les images. Cet a
priori est également populaire en PAT car il est, dans une cer-
taine mesure, adapté aux structures vasculaires typiquement
imagées par cette modalité [2]. Néanmoins, la variation to-
tale induit un biais de reconstruction qui se manifeste par une
perte de contraste dans les images reconstruites [3]. Ce phé-
nomène est dû à la norme ℓ1, qui en tant qu’approximation
convexe de la pseudo-norme ℓ0, pénalise les grandes valeurs de
|∇p|. Mis en évidence en PAT, des solutions, reposant sur des
itérations de Bregman, ont été développées pour compenser
cette perte systématique de contraste [2]. Cette difficulté peut
également être contournée en considérant des approximations
non-convexes de ℓ0 telles que les normes ℓq (pour q < 1),
les valeurs absolues tronquées (SCAD), les pénalités minimax
concaves (MCP) et les relaxations exactes continues [12, 16].
Cependant, ces régularisations sont non-différentiables et leur
minimisation requiert l’utilisation d’algorithmes proximaux
dont la convergence est sous-linéaire [5].

Régularisation de Cauchy Inspirés par [8, 1], nous propo-
sons d’utiliser un a priori de type Cauchy sur |∇p| (et non pas
directement sur p) menant à une régularisation de la forme

R(p) =

N∑
i=1

ϕβ(|∇p|[i]), ϕβ(t) = log

(
β2 + t2

β

)
(3)

où β > 0 est un paramètre contrôlant l’acuité de la régularisa-
tion autour de 0, comme illustré Figure 2 pour deux exemples
de β et une comparaison de ϕβ à | · | et une MCP.

En fonction du paramètre β, la fonction ϕβ est plus ou
moins piquée en 0, une propriété essentielle pour promouvoir
la parcimonie des solutions. De plus, elle croît lentement à
l’infini (logarithmiquement). Ceci permet de ne pas pénaliser,
autant que la norme ℓ1, les grandes valeurs des gradients et
préserve ainsi les contrastes des solutions. Cette croissance
entraîne également la coercivité de ϕβ . Ainsi dès lors que
ker(A) ∩ ker(∇) = ∅, la fonction f de (2) est continue et
coercive, assurant ainsi l’existence d’un minimiseur.

De plus, la fonction f est C2 et admet pour gradient

∇f(p) = AT (Ap− s) + λ∇T

(
2∇p

β2 + |∇p|2

)
(4)
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FIGURE 2 : Graphes de plusieurs fonctions approchant la
pseudo-norme ℓ0.

Ce gradient est Lipschitz de constante inférieure à ∥ATA∥2 +
16
β2 . Finalement, la fonction ϕβ est non-convexe, mais elle est
néanmoins convexe dans [−β, β] rendant la fonction f convexe
dans un certain domaine mais globalement non-convexe.

Optimisation L-BFGS modifié Comme la fonction f est
C2 à gradient Lipschitz, elle peut être minimisée efficacement
à l’aide d’un algorithme de deuxième ordre. L’intérêt étant que
la convergence peut devenir super-linéaire dans les domaines
convexes de f réduisant ainsi le nombre d’itérations de la
méthode et potentiellement le nombre d’appels aux produits
matrice-vecteur avec A.

Nous utilisons ici une méthode de BFGS modifiée afin de
garantir sa convergence pour la fonction f . Rappelons que le
prototype d’une méthode de quasi-Newton est d’itérer{

gk = −Hk∇f(pk)

pk+1 = pk + τkgk

où τk > 0 est le pas de descente à la k-ème itération et Hk est
une approximation symétrique définie positive de l’inverse de
la Hessienne de f en pk. L’élégance de la méthode BFGS est,
partant d’une matrice H0 = γIdN avec γ > 0, de proposer
des mises à jour de rang 1 de Hk

Hk+1 =
(
I − ρkδkr

T
k

)
Hk

(
I − ρkrkδ

T
k

)
+ ρkδkδ

T
k , (5)

avec δk = gk+1 − gk, rk = ∇f(pk+1) − ∇f(pk) et
ρk = ⟨rk, δk⟩−1. Préservant une approximation définie po-
sitive H−1

k de la Hessienne, la règle (5) permet également de
calculer le produit avec Hk récursivement et rapidement.

Néanmoins, lorsque la fonction f est non-convexe, cette
règle de mise à jour ne permet pas de préserver le caractère
défini positif de Hk et la convergence de la méthode n’est plus
garantie. Afin d’assurer la convergence, [9] a proposé la mise
à jour suivante

Hk+1 =

{
(5) si rTk δk

∥δk∥2 ≥ ϵ ∥∇f(pk)∥α

Hk sinon.
(6)

Ce travail a également montré que le BFGS modifié avec (6)
garantit une convergence globale, super-linéaire vers un point
critique des fonctions à gradient Lipschitz, lorsque qu’une
recherche linéaire Armijo/Wolfe est utilisée. Dans [9], les
auteurs proposent un choix de paramètres α, ϵ > 0 que nous

utilisons. L’algorithme utilisé dans ce travail implémente une
recherche linéaire de Wolfe forte qui, de par sa condition de
courbure, assure que Hk reste définie positive. De plus, nous
utilisons la version limited-memory du BFGS qui permet de
ne stocker que quelques vecteurs δk, rk et valeurs ρk afin de
réduire l’empreinte mémoire de la méthode. Cette méthode est
appelée ici LMBFGS pour Limited-Memory Modified BFGS.

3 Expériences numériques
Simulation Dans cette expérience, nous simulons un scé-
nario de PAT 2D simple. Un fantôme d’imagerie de taille
N = 318× 318 contenant des structures vasculaires est utilisé
sur une grille [−15, 15]2 mm, voir Figure 3. Pour la détec-
tion, nous utilisons 51 transducteurs ponctuels disposés sur
un arc de cercle de rayon 25 mm uniformément répartis sur
l’intervalle [0, π] (voir Figure 3). La vitesse du son est fixée à

FIGURE 3 : Géométrie du fantôme d’imagerie numérique et
position des capteurs (en bleu).

c = 1500 m/s et la fréquence d’échantillonnage des capteurs
est de 50 MHz. Dans ce contexte simple, la matrice A peut
être formée selon [6]. Elle est utilisée pour simuler les signaux
s associés à la Figure 3 ainsi que pour la reconstruction. Afin
d’éviter dans une certaine mesure le crime inverse, la variance
du bruit est fixée à σ = 1% de la valeur maximale du signal.

Algorithmes de reconstruction Les performances de trois
algorithmes de reconstruction vont être examinées :

MC Une méthode de moindres carrés (c’est à dire (2) avec
R ≡ 0) avec 25 itérations maximisant le SNR recons-
truit. Cette solution sera utilisée comme initialisation de
toutes les autres méthodes.

TV - CP Un algorithme primal-dual [4] sur (2) avec R(p) =
∥|∇p|∥1. Le paramètre de régularisation est λ =
10−3∥A∥.

CTV - LMBFGS L’algorithme de LMBFGS décrit en sec-
tion 2 sur (2) avec R défini par (3). Les paramètres pour
cette méthode sont β = 0.05 et λ = 10−4∥A∥.

Les paramètres ont été choisis de sorte à maximiser les SNR
des reconstructions. Afin de comparer qualitativement et nu-
mériquement (vitesse) les méthodes TV-CP et CTV-LMBFGS,
les SNR entre les itérés et l’image exacte sont stockés ainsi
que les temps nécessaires pour effectuer chaque itération.
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(a) MC
SNR = 8.8 dB

(b) TV - CP
SNR = 23.7 dB

(c) CTV-LMBFGS
SNR = 24.8 dB
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FIGURE 4 : Comparaison des reconstructions obtenues avec les différentes méthodes ainsi que leurs SNR.

Résultats Les reconstructions obtenues sont illustrées dans
la Figure 4 : l’image de référence correspond au fantôme
(Figure 3). La reconstruction par méthode MC contient des
artefacts. La reconstruction par TV-CP améliore nettement la
qualité de l’image avec un SNR de 23.7 dB et une meilleure
préservation des contours. La méthode CTV-LMBFGS obtient
un SNR de 24.8 dB, avec des contours nettement plus précis
et une réduction significative des artefacts, en particulier sur
les petites structures.

Les performances en termes de temps de calcul ont été ana-
lysées en traçant les courbes du SNR en fonction du temps de
calcul, comme illustré dans la Figure 4d. La méthode TV-CP
nécessite 1000 itérations effectuées en 218 secondes pour at-
teindre un plateau de convergence, alors que CTV-LMBFGS
parvient à converger en seulement 150 itérations effectuées
en 27.3 secondes, ce qui correspond à un facteur d’accé-
lération de 8. Par ailleurs, pour atteindre un SNR compa-
rable à la solution de TV-CP, CTV-LMBFGS nécessite 97
itérations effectuées en 15.5 secondes, ce qui correspond à
un facteur d’accélération de 14. Les codes pour reproduire
ces expériences sont accessibles https://github.com/
dotrungthai2001/GRETSI25.git.

4 Conclusion
Dans ce travail, nous avons proposé d’utiliser une régularisa-
tion de Cauchy sur la norme du gradient permettant d’éviter les
phénomènes de biais des reconstructions de la variation totale.
De plus, cette régularisation, à gradient Lipschitz, permet d’uti-
liser la panoplie d’algorithmes de second ordre adaptés aux
régimes non-convexes, offrant des vitesses de convergence ra-
pides. Sur une expérience numérique simple, dans un contexte
PAT, nous avons montré que cette régularisation Cauchy-TV
conduit à une meilleure reconstruction que la variation totale
en un temps de calcul d’un ordre de grandeur plus rapide.
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