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initialisation efficace pour I’inférence
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Résumé — La détection de communautés est un outil essentiel en analyse de données. Une approche couramment utilisée repose
sur le clustering basé sur un modele de graphe (block modeling), qui permet d’identifier des structures sous-jacentes variées.
Le degree-corrected block model (DCBM) est un modele établi qui prend en compte 1I’hétérogénéité des degrés des nceuds. De
nombreuses méthodes d’inférence existent pour estimer les parametres du DCBM a partir du graphe, mais elles sont toutes basées
sur des heuristiques. En raison de cette nature heuristique, la qualité des résultats dépend fortement de I’initialisation, qui est
effectuée de maniere aléatoire. Dans cet article, nous proposons une nouvelle approche fondée sur la factorisation matricielle pour
I’estimation des parametres du DCBM, ainsi qu’une méthode efficace pour leur initialisation pour I’inférence. Nous montrons que
notre modele donne d’excellents résultats sur des réseaux de référence, et que notre stratégie d’initialisation permet d’obtenir de
meilleures solutions tout en accélérant la convergence des méthodes d’inférence existantes.

Abstract — Community detection is an essential tool in data analysis. A commonly used approach relies on clustering based on a
graph model (block modeling), which allows the identification of various underlying structures. The degree-corrected block model
(DCBM) is an established model that accounts for the heterogeneity of node degrees. Many inference methods exist to estimate
the parameters of the DCBM from the graph, but they are all based on heuristics. Due to this heuristic nature, the quality of the
results strongly depends on the initialization, which is done randomly. In this article, we propose a new approach based on matrix
factorization for estimating the parameters of the DCBM, as well as a theoretically well-grounded method for their initialization for
the inference. We show that our model yields excellent results on benchmark networks and that our initialization strategy leads to
significantly better solutions while reducing the number of iterations needed by existing inference methods.

1 Introduction SBM peuvent identifier une grande variété de structures (voir

Figure[I)) et de combinaisons de celles-ci. Les SBM ont été
Le stochastic block model (SBM), introduit par [[7]], modé-

lise le réseau avec des blocs de nceuds, oil chaque interaction
entre deux nceuds suit une distribution de probabilité basée sur
les blocs auxquels les nceuds appartiennent. Un modele SBM
avec n nceuds répartis en r blocs ou communautés peut étre
entierement caractérisé par deux matrices de parametres. La
premiere est une matrice n X 7, notée Z, qui encode la com-
munauté a laquelle appartient chaque noeud : Z (i, k) = 1 si
le neeud ¢ appartient a la communauté k, et Z (i, k) = 0 sinon.
La seconde est une matrice r X r, notée 6, de probabilités, ou
0(k, 1) représente la probabilité qu’une aréte existe entre deux
nceuds appartenant respectivement aux communautés k et [.

(b) Dissociative

(a) Associative (c) En chaine

Un graphe non-orienté avec une matrice d’adjacence A suit un
modele SBM si A(i,5) = A(j,4) ~ Bernoulli((Z0Z "), ;),
chaque aréte étant distribuée selon une loi de Bernoulli étant
donné les communautés des nceuds. Etant donnés Z et 0, la
vraisemblance d’observer la matrice d’adjacence A est

=[Jzoz")% 1

J<i

P(A|Z,0) — (2027, ;) A,

Une tache cruciale, appelée I’inférence, consiste a estimer
les parametres les plus probables Z et 6 a partir de la ma-
trice d’adjacence pour maximiser cette vraisemblance. Les
SBM doivent leur succes a leur simplicité et & la diversité
des structures de réseau qu’ils peuvent modéliser. En effet,
contrairement a la plupart des méthodes qui ne permettent
d’identifier que des structures associatives (c’est-a-dire davan-
tage de connexions entre les nceuds d’'un méme groupe), les

FIGURE 1 : Exemples de structures détectables par un SBM
avec 3 blocs, illustrées a I’aide de la matrice 0, ou les entrées
présentant des valeurs élevées sont représentées en noir.

largement étudiés [1]]. Cependant, ce modele présente une limi-
tation majeure : il suppose qu’au sein d’une communauté, tous
les nceuds ont la méme importance et ont les mémes probabili-
tés de connexion, ce qui conduit a une distribution des degrés
identique pour tous les nceuds d’une méme communauté. Or,
dans les réseaux réels, les degrés des nceuds sont générale-
ment hétérogenes. Le SBM classique peine alors a détecter les
communautés et tend a regrouper les nceuds principalement en
fonction de leur nombre de connexions [8]].

Pour prendre en compte I’hétérogénéité des degrés, une
maniere de procéder [8]] est d’autoriser la matrice Z a avoir des
poids non-binaires. Dans ce cas, la probabilité d’avoir une aréte


mailto:alexandra.dache@umons.ac.be
mailto:nicolas.gillis@umons.ac.be
mailto:arnaud.vandaele@umons.ac.be

entre les nceuds 7 et j est donnée par Z (i, k; )0, &, Z(J, k;) ol
Z (i, k;) peut étre interprété comme le niveau de "sociabilité"
du nceud 4. Plus Z(i, k;) est grand, plus 7 a de chances d’étre
connecté a d’autres nceuds. Ce modele général est appelé le
degree-corrected block model (DCBM) [8] [S]. Pour faciliter
les calculs, le DCBM de Karrer et Newman [8] approxime la
loi de Bernoulli par une loi de Poisson :
A;; = A;,; ~ Poisson ((Z@ZT)M) ,

qui integre la possibilité de multi-arétes. Pour des réseaux
sparses, la distribution de Poisson differe de maniere négli-
geable de la distribution de Bernoulli comme le nombre at-
tendu d’arétes devient tres proche de la probabilité d’une aréte.
L’avantage de cette modélisation avec une loi de Poisson, com-
parée a Bernoulli, est que les valeurs optimales des parametres
Z et 0 sont directement calculables pour une affectation fixée
des nceuds aux communautés. La vraisemblance est ainsi di-
rectement calculable pour des communautés fixées, ainsi que
sa variation lorsqu’un nceud est déplacé d’une communauté
a une autre. Pour estimer une bonne partition des nceuds en r
communautés a partir du graphe sans limitation stricte quant
au type de structure du graphe[]_l il existe de nombreuses heuris-
tiques qui, a partir d’une partition initiale des nceuds, effectuent
des déplacements de nceuds pour maximiser la vraisemblance.
L affectation initiale des nceuds est générée de maniere aléa-
toire et peut parfois étre mauvaise, ce qui peut conduire a une
convergence de 1’algorithme vers de mauvais minima locaux.
Ce probleéme devient particulierement génant pour les graphes
de grande taille, ol le nombre d’essais doit étre augmenté et
ou le temps de convergence devient long.

Dans cet article, nous proposons une nouvelle approche ba-
sée sur la factorisation matricielle pour I’estimation des para-
metres du DCBM. Ce développement nous a conduit a trouver
une méthode efficace pour I'initialisation des parametres Z et
0, une étape cruciale pour I’inférence.

2 Nouvelle approche basée sur la facto-
risation matricielle

Le DCBM peut étre reformulé comme un probleme de facto-
risation matricielle. Etant donné la matrice d’adjacence d’un
graphe, A € {0,1}"*™, et un nombre de communautés, r,
nous cherchons a résoudre le probléme suivant :

min d(A,Z0Z7) 2z =1,
ZeRLXT,0eRT T

tel que

ol d(A, B) mesure 'erreur entre les matrices A et B. La
contrainte d’orthogonalité sur Z, en plus de la positivité, ga-
rantit que ses colonnes ont des supports disjoints et impose
leur normalisation avec une norme ¢5. Cette normalisation peut
étre effectuée sans perte de généralité, comme les colonnes de
Z ne sont définies qu’a un facteur multiplicatif pres, lequel
peut étre absorbé dans les lignes et colonnes correspondantes
de 6. En effet, on peut multiplier Z par une matrice diagonale
D tout en préservant a la fois le support de Z et le produit
Z0Z " (avec une transformation appropriée de ) :

Z0Z" = (ZD)(D~'D~')(ZD)".

Les méthodes spectrales ou basées sur la modularité ne sont pas abordées
dans le cadre de cet article, car elles sont limitées a des structures associatives
ou nécessitent de connaitre le type de structure a I’avance.

Dans le cas du DCBM de Karrer et Newman [8]] qui repose sur
une distribution de Poisson, maximiser la vraisemblance est
équivalent & minimiser la Kullback-Leibler (KL) divergence
entre Aet Z0Z .

A la place de la KL divergence, nous proposons d’utiliser la
norme de Frobenius pour mesurer I’erreur entre A et Z0Z " :

d(A,2027) = |A— 2027 |}, =3 (A—2027); .

3

Ce modele est référé comme la trifactorisation matricielle
symétrique non-négative orthogonale (OtrisymNMF).

Etudiée dans un précédent article [2], nous avions pro-
posé une méthode d’initialisation pour OtrisymNMF. Nous
proposons également de 1’utiliser comme initialisation pour
les méthodes d’inférence du DCBM. Cette initialisation se
base sur la propriété que dans le cas sans bruit, nous avons
A=WZT avec W = Z6, ou Z est séparable, c’est-a-dire
qu’il existe un ensemble d’indices K de cardinalité r tel que
Z(K,:) = diag(z), avec un vecteur positif z € R” , et diag(+)
représentant une matrice diagonale avec z sur sa diagonale.
Plus simplement, Z est séparable car elle contient, a permuta-
tion et mise a I’échelle pres, la matrice identité comme sous-
matrice. Cela découle du fait que Z est orthogonale. On a :

AGLK)=WZ(K,:)"T =W diag(z).

Cela signifie que A(:, K) est égal a W a des facteurs pres.
Trouver cet ensemble K de colonnes de A est résoluble en
temps polynomial a 1’aide d’algorithmes robustes au bruit [0,
Chapter 7]. Dans notre cas, supposer que Z est séparable
revient a supposer qu’il existe au moins un nceud par commu-
nauté. En pratique, on observe généralement plusieurs nceuds
appartenant a chaque communauté. C’est une situation plus
favorable, car il existe plusieurs colonnes de A proches de
chaque colonne de W. Pour estimer W sous cette hypothese
plus forte, nous utilisons la méthode SVCA (smoothed vertex
component analysis) proposée par Nadisic et al. [10]. SVCA
améliore la robustesse en sélectionnant p colonnes de A (au
lieu d’une seule qui peut €tre trés bruitée) pour estimer chaque
colonne de W . Dans notre situation, on cherche idéalement a
estimer chaque colonne de W en utilisant p colonnes de A, ou
p est le nombre de nceuds dans la communauté correspondante.
Comme les tailles des communautés sont généralement incon-
nues, nous choisissons p = max (2, LO,I . %J) , €n supposant
qu’il existe au moins max (2, [0,1 . %J) nceuds par commu-
nauté. Nous choisissons SVCA plutdt que SSPA [10], car elle
est moins sensible au bruit non-gaussien. Notons que SVCA
est une méthode aléatoire. Une fois VW déterminée via SVCA,
nous retrouvons Z en résolvant le probléme suivant :

: B 2 T, _
rznérolﬂA WZ| telque Z'Z =1,

qui est lié a la factorisation orthogonale non-négative
(ONMPF) [12], et out Z peut étre calculée exactement, comme
proposé dans [12]]. Cela revient a assigner chaque colonne de
A au centroide le plus proche parmi les colonnes de W, la
proximité étant mesurée en termes d’angles.

Pour OtrisymNME, cette méthode permet d’initialiser Z et
6 = ZT AZ. Quant a Iinitialisation du DCBM de Karrer et
Newman via SVCA, il suffit d’utiliser la partition des nceuds
fournie par la matrice Z ainsi obtenue.



3 Expériences numériques

Nous avons comparé le modele OtrisymNMF et le modele
DCBM de Karrer et Newman, ainsi que leurs algorithmes res-
pectifs, sur des réseaux synthétiques et réels couramment utili-
sés pour évaluer les performances des méthodes de détection
de communautés. De plus, nous avons comparé 1’initialisation
aléatoire avec notre approche d’initialisation SVCA. Pour com-
parer 1’affectation des nceuds trouvée par les méthodes avec
I’affectation connue, nous utilisons 1’information mutuelle
normalisée (NMI) définie comme dans [3]. Elle mesure la si-
milarité entre la partition réelle et la partition obtenue. Le NMI
prend une valeur 1 si les partitions sont identiques et O si elles
sont non-corrélées. Le code source est disponible sur https:
//github.com/Alex1al305/DCBM_OtrisymNMF

3.1 Réseaux synthétiques

Nous comparons notre algorithme, décrit dans [2], pour le
modele OtrisymNMF avec trois méthodes d’inférence pour
le modele DCBM de Karrer et Newman [§]]. La premiere mé-
thode est I’algorithme original proposé par [8] pour le modele
DCBM que nous désignons sous le nom de KN. La deuxiéme
méthode est une adaptation de 1’algorithme de Kernighan-
Lin, proposée par [4] et appelée KL-EM. Enfin, la troisieme
méthode est un algorithme Markov Chain Monte Carlo, plus
précisément 1’algorithme Metropolis-Hastings développé par
Peixoto [11]], désigné sous le nom de MHA. Pour toutes ces
méthodes, nous avons utilisé le code issu de [4]].

Pour comparer les performances des méthodes d’inférence,
nous avons choisi d’utiliser le benchmark LFR [9]], qui, contrai-
rement aux benchmarks synthétiques traditionnels, permet de
créer de grands graphes réalistes présentant des degrés hétéro-
genes et des tailles de communautés variées. Pour ce faire, le
benchmark LFR integre des distributions de loi de puissance,
observées dans les graphes réels, a la fois pour les degrés des
nceuds et les tailles des communautés, avec des exposants res-
pectifs v et 5. La structure des communautés est déterminée
par le parametre de mélange p, qui représente la fraction des
arétes situées en dehors de la communauté pour chaque nceud.
Pour ajuster le mélange des arétes internes et externes, la mé-
thode procede a un réarrangement des arétes. Il convient de
noter que le réseau généré ne suit pas exactement un DCBM.
Les autres parametres pour générer les réseaux sont le nombre
de nceuds N et le degré moyen (k).

Pour les tests, nous avons choisi la méme configuration que
dans [4]] et [9], a savoir 1000 neeuds, v = 2, 8 = 1, avec des
degrés de valeur moyenne égale a 20 et ne dépassant pas 50.
Pour chaque valeur du parametre p comprise entre 0 et 0.6,
nous avons généré 10 réseaux de test a I’aide du code origi-
nal [9]. Les réseaux obtenus comportent des communautés
de 20 a 100 neceuds, ce qui conduit a un total de 16 a 24 com-
munautés par réseau. Nous avons testé chaque méthode sur
chaque graphe avec un nombre d’essais égal a 10, en conser-
vant la solution correspondant a la meilleure valeur objective
(probabilité pour DCBM et erreur pour OtrisymNMF). Pour la
méthode MHA, le nombre d’étapes est fixé a 250 000.

La Figure [2] fournit le NMI moyen et le temps de calcul
moyen pour les trois méthodes, a savoir KN, KL-EM et MHA,
avec une initialisation aléatoire et une initialisation utilisant
SVCA. On observe qu’avec I'initialisation SVCA, les trois
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FIGURE 2 : Temps et NMI moyens sur 10 graphes LFR pour
1 allant de 0 a 0.6 avec 10 essais pour chaque méthode.

méthodes parviennent a retrouver parfaitement les communau-
tés jusqu’a p = 0.5, tandis qu’avec ’initialisation aléatoire,
elles échouent, méme lorsque p = 0, ¢’est-a-dire lorsque les
communautés n’ont aucune connexion entre elles. En ce qui
concerne le temps de calcul, les méthodes KN et KL-EM
convergent plus rapidement avec notre initialisation. Le temps
de calcul reste relativement constant pour MH, car le nombre
d’étapes est fixé a I’avance. La figure présente également les ré-
sultats pour OtrisymNMEF initialisé avec SVCA, ainsi que pour
SVCA seul. Pour SVCA, nous effectuons 10 initialisations
et retenons celle ayant I’erreur la plus faible. OtrisymNMF
donne des résultats équivalents a ceux de KN initialisé par
SVCA, sauf pour pr = 0.6, ou il converge plus rapidement vers
une solution légeérement moins bonne. L’utilisation de SVCA
pour trouver directement les communautés est tres rapide et
permet d’obtenir d’excellents résultats jusqu’a p = 0.4. En
résumé, SVCA permet de réduire le temps d’inférence (pour
KN et KL-EM) et d’améliorer les résultats, dans les deux cas
significativement.

3.2 Réseaux empiriques

Le premier exemple est le réseau du karaté club de Zachary,
souvent utilisé comme référence pour tester les algorithmes
de détection de communautés. Le réseau représente les inter-
actions sociales entre les 34 membres d’un club de karaté.
Suite a un conflit interne, le club s’est divisé en deux factions
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distinctes. Les partitions obtenues, qui maximise la probabi-
lité du DCBM de Karrer et Newman et qui minimise 1’erreur
d’OtrisymNME, sont illustrées sur la Figure [3] La partition
trouvée par OtrisymNMF correspond parfaitement aux deux
communautés, a I’exception d’un nceud, le méme neeud qui est
généralement mal classé par les autres algorithmes de détec-
tion de communautés. Dans le cas du modele DCBM de Karrer
et Newman, un nceud supplémentaire est mal classé. Pour nous
assurer que cela n’était pas dii a de mauvaises heuristiques,
nous avons vérifié que la probabilité de la partition sous le
modele était bien plus élevée que celle de la partition avec le
nceud fréquemment mal classé, ainsi que celle de la partition
exacte. Cette 1égere différence peut étre attribuée au fait que le
graphe est relativement dense et petit, et que la modélisation
par Poisson introduit des erreurs car la probabilité d’avoir plus
d’une aréte entre deux noeuds n’est plus négligeable.

Le second réseau réel que nous avons testé est le Scotland

(a) DCBM

(b) OtrisymNMF

FIGURE 3 : Partitions pour DCBM et OtrisymNMF pour le
réseau karaté club. La ligne pointillée indique la partition réelle
observée.

corporate interlock network [[13]], souvent utilisé comme bench-
mark biparti. Ce réseau décrit les connexions entre 136 admi-
nistrateurs et 108 grandes sociétés. Le réseau étant déconnecté,
nous nous concentrons uniquement sur sa plus grande com-
posante, qui comprend 131 administrateurs et 86 entreprises.
Pour les modeles OtrisymNMF et DCBM, la partition optimale
(celle correspondant a la meilleure valeur objective) est bien la
partition réelle du graphe (administrateurs et grandes sociétés).
Cependant, cet optimum n’est généralement pas atteint avec
une initialisation aléatoire. En moyenne, sur 100 tests avec 5 es-
sais par initialisation aléatoire, le NMI est de (16 4= 19)% pour
KL-EM et de (70 £ 37)% pour OtrisymNMF. En revanche,
avec Iinitialisation SVCA, le NMI atteint (100 & 0)% pour
KL-EM et OtrisymNMEF, retrouvant exactement la partition a
chaque test. Les algorithmes améliorent considérablement les
initialisations SVCA, qui ont en moyenne un NMI de 8%. Cela
montre que, bien que SVCA fournisse une bonne initialisation,
elle ne permet pas directement d’obtenir de bons résultats.

4 Conclusions

Dans cet article, nous avons utilisé la factorisation matricielle,
et plus précisément I’OtrisymNMEF, pour modéliser et estimer
les parametres d’un degree-corrected block model (DCBM).
Grice a cette nouvelle approche, nous avons proposé une
méthode basée sur SVCA, robuste et théoriquement fondée,
pour initialiser 1’assignation des nceuds aux communautés lors
de I’inférence du DCBM.

Lors de tests sur des réseaux réels et synthétiques, nous
avons montré qu’OtrisymNMF rivalise avec le DCBM clas-
sique de Karrer et Newman en termes de performance. Dans le

cas de graphes denses, tels que le réseau du karaté club, 1’ap-
proximation due a I’utilisation de la distribution de Poisson
dans le DCBM peut conduire a une moins bonne modélisa-
tion. Dans ces situations, OtrisymNMF pourrait constituer une
meilleure alternative. Au cours de ces tests, nous avons égale-
ment montré que notre initialisation basée sur SVCA améliore
considérablement les résultats des méthodes d’inférence clas-
siques du DCBM par rapport a une initialisation aléatoire. En
fournissant un meilleur point de départ, elle permet de conver-
ger vers de meilleures solutions. Ce travail ouvre ainsi la voie
a une utilisation plus robuste du DCBM.
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