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Résumé — Cet article accompagne un exposé tutoriel proposé pour la Session spéciale “Information et calcul quantiques”. L article décrit
brievement les éléments qui seront présentés dans le tutoriel d’introduction a I’'information et au calcul quantiques. Le tutoriel vise a exposer de
facon synthétique les principes fondamentaux et les outils essentiels du domaine, ainsi que quelques grands secteurs applicatifs, pour arriver a
des problématiques de recherche actuellement ouvertes et a fort potentiel pour les sciences et technologies de I’information. En complément, le
présent article propose aussi un bref apercu historique sur les liens entre le signal et le quantique, tel qu’il ressort a partir de 1’archive en ligne
des actes des colloques GRETSI depuis leur début en 1967.

Abstract — This paper accompanies a tutorial presentation proposed for the Special session “Quantum information and computation”. The
paper briefly describes the contents to be presented in the tutorial introducing to quantum information and computation. The tutorial aims at a
concise presentation of the fundamental principles and essential tools of the domain, along with some applications, up to currently open questions
relevant to information sciences and technologies. As a complement, the paper also proposes a brief historical vision on the links between the
signal and the quantum fields, as it emerges out of the online archive of the proceedings of the GRETSI conferences from their onset in 1967.

1 Introduction

Les technologies quantiques pour le traitement de 1’informa-
tion et pour le calcul connaissent actuellement un fort déve-
loppement et recelent de larges potentialités pour 1’avenir. Le
traitement du signal se retrouve au cceur de ces avancées des
sciences et technologies de I’information en quantique. Dans
ce contexte, nous proposons ici une présentation synthétique
des principes fondamentaux utiles pour le traitement de 1’in-
formation et du signal en quantique, ainsi que quelques appli-
cations représentatives oul le quantique offre des apports inéga-
1és. Pour élargir la perspective du point de vue du traitement
du signal, nous proposons aussi un bref apergu historique des
liens du signal avec le quantique, issu de 1’examen des actes
des colloques GRETSI depuis leur début en 1967. Un enjeu est
d’apprécier comment continuer de contribuer aux dynamiques
en cours au croisement du signal et du quantique.

2 Principes de I’information quantique

Il est possible de fonder la théorie quantique sur trois prin-
cipes ou postulats fondamentaux [1]. Ces trois principes sont
communs et peuvent servir de fondement a toute la physique
quantique. On peut toutefois les formuler selon une orientation
adaptée a la théorie des signaux et systémes, comme nous pro-
posons de le faire dans le tutoriel.

2.1 L’état ou signal quantique

Le premier principe ou postulat général stipule qu’au niveau
fondamental un objet ou systéme quantique se décrit au moyen
d’un vecteur d’état, noté [i/), qui appartient a un espace vecto-
riel de Hilbert complexe 9. Pour une raison liée au principe
de mesure quantique a venir dans la Section 2.3, un état quan-
tique valide |y) possede toujours une norme carrée unité, i.e.
” [yr) ”2 = |1//)T ) = )y = 1. On peut référer I’espace H
a une base orthonormée {|n)}, et exprimer tout état [iy) comme
la combinaison linéaire [) = 3, @, |n), avec les coordonnées
complexes «, vérifiant ), a;a, = 3, la,)? = (W) = 1. Cette
superposition linéaire donne en particulier acceés a des possi-
bilités de traitement parallele pour le calcul quantique, offrant
des performances inaccessibles en classique.

Deux systémes quantiques A et B pouvant interagir forment
un systeme composite AB qui se décrit au moyen d’un vecteur
d’état conjoint appartenant a I’espace de Hilbert produit tenso-
riel H® @ H®. On accede alors 4 la notion capitale d’intrica-
tion quantique, lorsqu’un systéme composite AB se trouve dans
un état de I’espace produit HW @ H® qui n’est pas factori-
sable comme un produit tensoriel d’un état de H“ avec un état
de H®. Alors seul le systtme composite AB posséde un état
bien défini, et ses deux parties A et B individuellement n’en ont
pas. Le systeme composite AB dans un tel état intriqué se com-
porte comme un tout, pouvant étre spatialement délocalisé en
ses deux parties A et B, mais réagissant comme un tout, au point
qu’une action sur I’une des parties peut affecter instantanément
I’autre partie, méme lorsqu’elle se trouve arbitrairement éloi-
gnée. Lintrication constitue une propriété radicalement quan-
tique, sans équivalent classique, et qui représente une ressource
spécifique utile pour le traitement de I’information, permettant
notamment des performances inatteignables classiquement.

On doit étendre cette notion d’état quantique afin de prendre
en compte des situations ol il existe une incertitude sur 1’état
d’un systeme quantique. Une telle incertitude peut générale-
ment se décrire au moyen d’un ensemble statistique d’états
{(pjl¥;))}, exprimant que le systeme d’intérét peut se trouver
dans I’état [y ;) avec une probabilit€ p;. Pour un tel systeme
incertain, et lorsqu’il évolue, on déduit en raisonnant condi-
tionnellement selon les p;, que sa situation et les mesures pou-
vant étre effectuées sur lui, peuvent se décrire complétement au
moyen de I’opérateur densité€ p = 3 ; p; ;) (;l. Par construc-
tion, un tel p est un opérateur linéaire sur H, i.e. p € L(H),
et p est toujours positif et de trace unité. Un mécanisme essen-
tiel qui fait apparaitre un tel opérateur densité, est lorsqu’un
systeme d’intérét A, de par son évolution, se trouve intriqué
avec son environnement B. A cause de I’intrication comme on
I’a dit, seul le composite AB possede un état bien défini | 4p)
d’opérateur densité |y 45) (¥ ap|. Toutefois, lorsque seul le sys-
teme A est accessible a ’observation et a la mesure, on établit
qu’il est possible de décrire les résultats en se référant a 1’ opéra-
teur densité pour A obtenu par 1’opération de trace partielle sur
B comme py = trp(|ap) (Wagl). Analogiquement en classique,
une distribution de probabilité conjointe P(A, B) avec B une



variable cachée ou latente inaccessible, conduit a décrire A par
la distribution marginale P(A) = Y 3 P(A, B). Un tel opérateur
densité p,4 arrive comme un opérateur positif (donc hermitien)
de trace unité sur H, et sa décomposition spectrale matéria-
lise un ensemble statistique le réalisant. L’induction d’incerti-
tude sur un état quantique résultant de son intrication avec un
environnement incontr6lé constitue le phénomene de décohé-
rence, avec un impact majeur pour le développement maitrisé
des technologies quantiques.

Un état incertain décrit par un opérateur densité p € L(H) est
dit un état mélangé ; alors qu’un état certain décrit par un vec-
teur |y) € H est dit un état pur, mais il peut équivalemment étre
décrit par I’opérateur densité p = |y)(y|. La notion de vecteur
d’état |i), ou plus généralement d’opérateur densité p, consti-
tue une notion qui peut s’assimiler a la notion de signal, et re-
cevoir la conceptualisation qui y est traditionnellement liée.

Le qubit constitue le systeme quantique le plus simple, muni
d’un espace de Hilbert H de dimension 2 a deux états de base
{10y,]1)}, apte a représenter par exemple un photon avec ses
deux états de polarisation ou un électron avec ses deux états de
spin. Le qubit constitue aussi la brique de base élémentaire, qui
par assemblage, par tensorisation, permet de réaliser des états
quantiques de dimension finie arbitrairement grande. Il offre
un fondement pour déployer le design modulaire de 1’ingénie-
rie, comme le fait I’électronique numérique avec ses deux états
0, 1, en classique. A 'autre extrémité de 1’échelle de dimen-
sionnalité, émergerait la fonction d’onde y/(x) comme la limite
infinie continue des coordonnées {a,} de 1’état |y).

2.2 L’évolution ou processus quantique

Un état quantique [y) qui évolue garde nécessairement une
norme unité, par cohérence avec le premier principe. Le second
principe stipule que cette évolution est toujours linéaire. Un
vecteur d’état |y) € H évolue donc au moyen d’un opérateur
linéaire sur I’espace de Hilbert H qui conserve la norme, donc
un opérateur unitaire U € L(H), réalisant la transformation
[¥) — U|¥). Une facon plus commune mais équivalente de
décrire 1’évolution est possible avec 1’équation de Schrodinger

d i
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ou H est I’opérateur hamiltonien (hermitien) agissant sur le sys-
teme quantique. Une solution formelle de I'Eq. (1) peut s’écrire

() = exp(~7 f Hdr' ) (1)) = Ut 10) lW(10)) . (2)
ou I’opérateur o

. t
U(t. 10) = exp(—= f Har') 3)
nJy
constitue 1’opérateur d’évolution de 1’état quantique entre les
instants 7o et t > ty, avec U unitaire quand H est hermitien. La
formulation |y(7)) = U(z, to) [ (2p)) de I’Eq. (2) décrit 1’évolu-
tion de 1’état quantique par un processus de type “bloc fonc-
tionnel”, entre un état initial lorsqu’un certain traitement com-
mence, jusqu’a un état final ou il est accompli. Il s’agit d’une
formulation trés commune en théorie des signaux et systémes,
qui donc peut se transposer naturellement en quantique. De
I’évolution |y) — U i), on dispose par transposition complexe
aussi de 1’évolution (| — (| U', d’ou se déduit que I’opéra-
teur densité évolue selon p — UpUT.

Une propriété essentielle est que lorsque les états quantiques
sont obtenus en assemblant des qubits, il est possible de réa-
liser toute évolution unitaire U sur un nombre quelconque de
qubits, en la décomposant sur une famille universelle d’opéra-
teurs unitaires d’évolution élémentaires. Une telle famille uni-
verselle pour la syntheése est constituée des opérateurs unitaires

a un seul qubit, complétés par un unique opérateur unitaire a
deux qubits réalisant I’opération Cnot, et rien de plus. Ceci per-
met d’accomplir des traitements quantiques élaborés, en conce-
vant les processus unitaires U appropriés, sans avoir a se référer
aux hamiltoniens H sous-jacents. L’ensemble des traitements
peut se matérialiser par des circuits quantiques, construits en
assemblant des portes quantiques élémentaires, et constituant
une fondation pour le calcul quantique.

Cette évolution unitaire décrit la situation d’un systeéme
quantique fermé, qui n’interagit pas avec un environnement ex-
térieur. Il est nécessaire de la compléter, afin de décrire 1’évolu-
tion d’un systéme quantique ouvert, qui interagit avec un envi-
ronnement extérieur induisant de la décohérence. Pour ce faire,
on peut considérer que le systeme d’intérét A se trouve dans un
état initial d’opérateur densité p4 lorsqu’il commence a inter-
agir avec son environnement B dans 1’état initial pg. Le compo-
site AB peut étre vu comme un systeme fermé, partant de 1’état
initial bipartite p4 ®pp, et évoluant unitairement par I’opérateur
bipartite U g effectuant la transforr{lation Uap(pa ® pB)Uj‘ 5 qui
généralement va intriquer A et B. A I’issue de I’interaction, la
trace partielle sur I’environnement B délivre un opérateur den-
sité décrivant le systtme A par p), = trp(Uap(oa ®p3)ULB).
L’évolution Uup et la trace partielle sont des opérations li-
néaires, si bien que pour ps € L(H) la transformation résul-
tante py > p)y = T (pa) est aussi une opération 7 (-) linéaire,
ou un superopérateur de L(H) dans L(H). La trace partielle
agit comme une opération de moyennage ou de marginalisation
d’une distribution de probabilité bivariée vers une monovariée,
lissant beaucoup de détails non critiques de 1’environnement,
aussi le processus résultant py = p, = 7 (pa) peut se paramé-
trer avec un nombre de parametres en rapport avec la dimension
de I’espace L(H) indépendamment de la dimension de 1’en-
vironnement qui peut étre treés grande. On établit que 7 (p4)
peut toujours se mettre sous la forme d’une somme 7 (04) =
>k AkpAAZ ou les Ay sont des opérateurs de L(H), qui en-
semble vérifient la contrainte AZAk = Id pour préserver la
trace unité, et qui n’ont pas besoin d’étre en nombre supérieur a
[dim(7H)]? pour représenter toutes les évolutions ouvertes (non
unitaires) d’un opérateur densité sur H. Les Ay sont les opéra-
teurs de Kraus. L’évolution unitaire py — 7 (pa) = UpaUT est
un cas particulier a un opérateur de Kraus A; =U de I’évolution
non unitaire ps — T (p4) = X AkpAAZ.

Le processus d’évolution de 1’opérateur densité p — 7 (p) =
>k AkpA;: constitue donc un modele générique d’évolution
d’un état ou signal quantique p, avec pour 7 (-) un statut de
bloc fonctionnel de traitement comme en théorie des signaux et
systemes, et pouvant se combiner pour obtenir des évolutions
élaborées, considérées sans bruit pour les évolutions unitaires
du calcul quantique, ou avec bruit pour les évolutions non uni-
taires en présence de décohérence.

Par exemple, au plus 4 opérateurs de Kraus sont suffisants
pour décrire un phénomene de décohérence ou un bruit quan-
tique affectant un qubit. Des modeles courants sont notamment
le bruit de bit-flip agissant selon p — 7 (p) = (1-p)p +p0'xp0'1
avec deux opérateurs de Kraus A; = /1 — pId et Ay = /po,
pour décrire un qubit pouvant subir un renversement par I’opé-
rateur de Pauli o, avec une probabilité p ou restant inchangé
via I’identité Id avec la probabilité 1 — p, ou bien le bruit de
phase-flip selon p — T (o) = (1 — p)p + pO’ZpO'I avec deux
opérateurs de Kraus A; = 4/1 — pld et Ay = y/po; pour décrire
un qubit pouvant subir une inversion de phase par 1’opérateur
de Pauli o, avec une probabilité p. Sur un composite de qu-
bits multiples, le bruit peut souvent étre considéré indépendant



sur chaque qubit, et étre traité par des modeles de bruit a un
qubit en produit tensoriel ; sinon il faudra introduire (via leurs
opérateurs de Kraus) des modeles de bruit corrélé a plusieurs
qubits.

2.3 La mesure quantique

Le troisieme principe ou postulat fondamental concerne la
mesure en quantique. Essentiellement, la mesure d’un sys-
teme quantique d’espace de Hilbert H = H)y de dimension N,
consiste a le référer a une base orthonormée {|n)}fl\’:1 de Hy.
La mesure opére alors comme une projection orthogonale
|n){n| = TII, projetant I’état pré-mesure |) € Hy aléatoire-
ment sur 1’état de base |n), avec une probabilité donnée par

P(n) = a2 =||TL, 1)||” = WITTTL ) = () (U T, ), et lais-
sant le systeme mesuré dans 1’état post-mesure |¢5°5t) =|n)=
1L, [9)/||1L, || = T, 1¥)/VP(). Les N probabilités P(n) se
sommant a 1 pour tout |iy) implique la propriété nN:I I, =
Idy l’identité de Hy. Si I’état pré-mesure est issu d’un en-
semble statistique d’opérateur densité p € L(Hy), on dé-
duit en raisonnant conditionnellement sur 1’ensemble statis-
tique que le projecteur de mesure II, agit avec la probabilité
P(n) = tr(pII'I1,) et Iétat post-mesure est I’opérateur densité
P = In) (n| = I1,pIT}/P(n).

Il s’agit ici du principe fondamental introduisant une me-
sure projective standard, dite de von Neumann, se référant a
une base orthonormée projective de I’espace d’état (base qui
est fixée par 1’appareil de mesure). Comme pour I’état, de |y) a
o, et pour 1’évolution, de p — UpUT a p > T (p) = 3 AkpAZ,
il est utile aussi de déduire une version étendue de la me-
sure quantique. Une mesure quantique généralisée sur I’es-
pace Hy consiste a introduire un ensemble de M opérateurs
de mesure M,, € L(Hy), vérifiant ¥ M/ M, = Idy, et
rien de plus, notamment M > N ou M < N sont possibles.
Lors de la mesure sur un état pré-mesure |), I’opérateur M,,
agit aléatoirement avec la probabilité P(m) = ||Mm |(//)||2 =
W M,LM," [y = tr(ly) ¥l M,LM,,,), et produit I’état post-mesure
(8™ = M [0)/[Mu 10)]| = My [0/ VP(m). Quand 1I'état pré-
mesure est issu d’un ensemble statistique d’opérateur densité
p € L(Hy), I'opérateur de mesure M,, agit avec la probabi-
lit¢ P(m) = tr(pM),M,,) et produit 1’état post-mesure ph™ =
MmpML/P(m). La mesure généralisée redonne la mesure stan-
dard de von Neumann quand les opérateurs de mesure M,, sont
les N projecteurs I1,, = |n) (n|.

La faisabilité d’une telle mesure généralisée découle de I’ ex-
ploitation de I’intrication figurant dans le premier principe. La
clé consiste, pour effectuer sur le systeme d’intérét A dans 1’ état
[y € Hy une mesure généralisée a M opérateurs M,,, a as-
socier A a un systeme auxiliaire B d’espace de Hilbert H)y,
de dimension M, et a intriquer A et B par un opérateur uni-
taire bipartite U,p réalisant la transformation |y) ® |Binir)
Uns(9) ® 1Bini)) = S, My [0 ® Im), ot {Im)}ML est une
base orthonormée de Hyy, et |Biny) € Hjy un état initial quel-
conque pour B. Puis on réalise une mesure standard de von
Neumann sur le seul systeme B, faisant ainsi agir les M projec-
teurs {Idy ® |m) (ml}f,:’:] sur AB, pour projeter B sur |m) avec la
probabilité [[M,, [¥) ® |m>||2 = WIMIM,.ly) = P(m) visée, en
produisant pour AB I’état post-mesure (M,, |y)/VP(m)) ® |m)
séparable entre Hy et H)y, et ot A termine dans I’état [¢h"") =
M, [¥)/VP(m) visé. La mesure généralisée sur A n’est rien
d’autre qu’une mesure standard de von Neumann déléguée a un
systeme auxiliaire B adéquatement intriqué avec A (par I’appa-
reil de mesure). La mesure généralisée ajoute de la flexibilité
pour le traitement de 1’information.

3 Applications quantiques

Avec les trois principes fondamentaux de la Section 2, dans
leur version de base et leur version étendue, on dispose d’un
ensemble d’outils conceptuels qui permet d’aborder les appli-
cations du quantique pour I’'information et le calcul, existantes
ou a concevoir. Avec la formulation signaux-systémes souli-
gnée ici, on peut percevoir comment les états quantiques consti-
tuant les signaux porteurs d’information, peuvent étre évolués
unitairement pour le calcul, ou non unitairement pour prendre
en compte la décohérence, puis mesurés de facon appropriée,
en vue d’optimiser I’efficacité globale du traitement. Des ap-
plications essentielles existantes pourront étre présentées dans
le tutoriel selon le temps, qui montrent notamment comment,
en exploitant des propriétés quantiques comme le parallélisme
ou I’intrication, il est possible d’atteindre des performances de
traitement inaccessibles en classique.

Par exemple, 1’algorithme quantique pionnier de Deutsch-
Jozsa [1] permet de classifier des fonctions booléennes de L
bits vers 1 bit, avec une seule évaluation en parallele de la fonc-
tion candidate, alors que les approches classiques requierent de
I’ordre de O(2F) évaluations. L’algorithme quantique de Gro-
ver [1], dans une banque de données non triée de L items,
avec des interrogations en parallele, réussit une recherche avec
un nombre d’interrogations en O(\/Z) alors que les méthodes
classiques requierent O(L) interrogations. L’algorithme quan-
tique de Shor [1], en exploitant notamment la transformée de
Fourier quantique pour I’identification de période, permet de
factoriser en nombres premiers un entier de taille L avec une
complexité algorithmique polynomiale en L, alors que les mé-
thodes classiques connues présentent une complexité exponen-
tielle en L. Ces algorithmes quantiques constituent des para-
digmes généraux qui peuvent s’étendre et s’ appliquer dans de
nombreux secteurs.

Les problématiques fondamentales du traitement du signal
peuvent aussi se retrouver au niveau quantique, comme la dé-
tection [2, 3, 4, 5, 6] ou I’estimation [7, 8] de signaux dans
le bruit, le codage de source [1, 9], la transmission sur un ca-
nal bruité [10, 11]. Souvent dans ces contextes, les corrélations
quantiques spécifiques dues a I’intrication peuvent étre exploi-
tées et optimisées pour des performances accrues. De larges
potentialités restent ouvertes dans ces directions, pour la re-
cherche et les applications, concernant notamment la métrolo-
gie et les capteurs, les communications et le calcul quantiques.

4 Un apercu historique au GRETSI

L’archive en ligne [12] est une remarquable ressource qui
rend accessibles les actes des colloques GRETSI sur le Trai-
tement du Signal et des Images, de facon systématique depuis
leur début en 1967. Les sommaires des actes sont consultables
et indexables (interrogeables) en ligne par année, et associés
aux fichiers pdf de chacun des articles reproduits dans leur ver-
sion originale. L’ archive couvre ainsi 29 colloques GRETSI, de
1967 a 2023 inclus, présentant un total de 6942 articles conte-
nus dans les actes, et répartis selon la Fig. 1.

Pour un apercu des liens avec le quantique, nous avons
consulté en ligne les sommaires des actes en y recherchant le
nombre d’articles avec un titre contenant le mot-clé “quanti-
que”. La répartition est indiquée sur la Fig. 2.

Avec ce critere du “quantique” affiché dans le titre, on to-
talise donc 9 articles dans les actes, dont les titres et auteurs
sont donnés dans la section bibliographique ci-dessous, et qui
se déclinent comme suit. Le premier article apparait en 2015 et
porte sur la détection en quantique [3]. Puis en 2017 figurent
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Ficure 1 — En fonction de I’année du colloque GRETSI, le
nombre d’articles figurant dans les actes, d’apres [12].
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Ficure 2 — Selon I’année du colloque GRETSI, le nombre d’ar-

ticles des actes avec le mot-clé “quantique” dans le titre. Entre
parentheses figurent les deux conférences invitées sur le sujet.

deux articles, concernant 1’estimation [8], et le codage sans
perte [9]. De plus en 2017 une conférence pléniere invitée a
été assurée (qui selon I'usage ne donne pas lieu a un article
régulier dans les actes), par Alain Aspect, intitulée “Du débat
Einstein-Bohr a I’information quantique : une nouvelle révo-
lution quantique”. En 2019, un article sur la transformée de
Fourier [13]. En 2022 on monte a trois articles, sur la détec-
tion NOMA [4], la transmission sur un canal bruité [11], et
un effet nouveau avec la superposition d’ordre causal dans les
systemes de traitement du signal [14]. En 2022 aussi une confé-
rence pléniere invitée a été délivrée, par Pierre Rouchon, intitu-
1ée “Codes correcteurs quantiques et feedback”. Enfin, en 2023
on compte deux articles, sur la détection OCDMA [6], et sur
une étude expérimentale sur un processeur quantique [5]. L’en-
semble constitue une progression suivie, qui couvre des situa-
tions typiques du traitement du signal, en les traitant au niveau
quantique, montrant ainsi la faisabilité, ’apport et la pertinence
de ce couplage du signal avec le quantique.

Au dela des titres affichant le mot-clé “quantique”, d’autres
liens peuvent bien slir exister avec le quantique depuis les
textes complets des articles. Ces liens sont néanmoins plus dif-
ficilement repérables, car seuls les titres (via les sommaires
des actes, par année) sont interrogeables par une recherche de
mots-clés. Pour un apercu historique plus ample, nous avons
examiné les textes des 29 articles de la premiere édition du
colloque en 1967. On y trouve déja des références au quan-
tique. En 1967, la mention du quantique ne sert généralement
pas a désigner des aspects centraux des problématiques traitées,
comme cela est devenu le cas a partir de 2015 pour les articles
de la Fig. 2, mais plutdt essentiellement a relever des analo-
gies dans le formalisme ou des outils en commun. Ceci survient
a I’occasion des espaces de Hilbert, communs au signal et au
quantique, de la distribution ou des notations de Dirac, ou bien
de relations d’incertitude a la Gabor-Heisenberg, ou encore de
la transformation de Wigner-Ville. Des liens sont donc visibles
des actes de [12], entre signal et quantique, depuis les origines
et jusqu’a maintenant, sous une forme ou une autre, accompa-
gnés bien siir d’une considérable évolution de chaque domaine,
et de larges perspectives ouvertes pour I’ avenir.

S Perspective

Des liens significatifs existent entre le traitement du signal
et le quantique. Avec les outils conceptuels et les directions ap-
plicatives présentés synthétiquement ici, on dispose d’éléments
pour continuer de contribuer aux développements a ce croi-
sement entre le signal et le quantique. Les enjeux concernent
notamment la recherche académique et technologique, I’ensei-
gnement et la formation, sans insister ici sur les aspects indus-
triels et économiques. De nombreuses perspectives restent ou-
vertes, appelant a des avancées, a la mesure de I’implication.
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