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Résumé — Cet article introduit une nouvelle décomposition tensorielle pour les tenseurs d’ordre 4, appelée décomposition en
termes bloc-bloc (BBTD) et motivée par des applications en imagerie a valeur matricielle. Apreés avoir décrit les propriétés du
modele (ambiguités, complexité), nous établissons une condition nécessaire et une condition suffisante pour I’identifiabilité. Un
algorithme de type ALS est également décrit et validé numériquement. Ce travail théorique ouvre des perspectives intéressantes
pour I'utilisation de modeles tensoriels dans cette modalité d’imagerie.

Abstract — This article introduces a new tensor decomposition for 4th-order tensors, called block-block terms decomposition
(BBTD) and motivated by applications in matrix-valued imaging. After describing the properties of the model (ambiguities,
complexity), we establish conditions for identifiability. An ALS-type algorithm is also described and numerically validated. This

theoretical work opens up interesting prospects for the use of tensor models in this imaging modality.

1 Introduction

De nombreuses applications reposent sur I’acquisition, 1’es-
timation et I’analyse d’images matricielles, ou chaque pixel
est associé a une matrice encodant des informations physiques
d’intérét. On citera notamment 1’imagerie polarimétrique, tant
optique (imagerie de Stokes et de Mueller) [1]] que radar (Pol-
SAR) [2]. Un autre exemple important concerne I’IRM de
diffusion (Diffusion Tensor Imaging, DTI), ou en chaque pixel
une matrice symétrique décrit I’ anisotropie du milieu [3[]. En-
fin, 'imagerie des matrices émission-excitation de fluores-
cence (MEEF) permet de caractériser les propriétés spatiales
de fluorescence d’un milieu [4]].

Une image a valeurs matricielles peut €tre naturellement
représentée sous la forme d’un tableau multidimensionnel en
4 dimensions, aussi appelée tenseur d’ordre 4, ou les deux
premieres dimensions (modes) correspondent aux variables
d’espace et ol les deux dernieres encodent la valeur matricielle
des pixels de I'image. Si I’intérét des approches tensorielles
pour le traitement de données en grandes dimensions n’est plus
a établir [5], notamment en raison de la faible complexité des
modeles et des garanties d’unicité, leur utilisation s’est majori-
tairement concentrée sur les tenseurs d’ordre 3, en particulier
pour le traitement et le démélange de cubes hyperspectraux [6].
Des tenseurs de plus haut ordre sont également considérés dans
d’autres domaines tels que la chimiométrie, la neuroimagerie.
Toutefois, a notre connaissance, aucun travail ne traite explici-
tement le cas des tenseurs d’ordre 4 dans un cadre d’imagerie
ou chaque pixel est associé a une matrice.

Cet article considere une nouvelle décomposition tensorielle
pour les tenseurs d’ordre 4, appelée décomposition en termes
bloc-bloc (BBTD). Elle peut étre vue comme une extension
du modele de mélange linéaire classique (utilisé en imagerie
hyperspectrale, notamment) au cas de I’imagerie matricielle.
Ce travail porte sur I’analyse des propriétés du modele BBTD,
incluant ses ambiguités triviales et sa complexité. Nous présen-
tons une condition nécessaire et une condition suffisante pour
I’identifiabilité du modele, ainsi qu’'un premier algorithme
pour la résolution du probleme d’approximation. La présenta-
tion, plutot théorique, sert de préambule a une prépublication
[7], dans laquelle les contraintes spécifiques liées a 1’applica-
tion en imagerie a valeur matricielle sont détaillées.

2 Préliminaires

Notations Soit F = R ou C. Les vecteurs et matrices sont
représentés respectivement par v et M. Les tenseurs d’ordre
supérieurs, ou simplement tenseurs, sont notés 7. Le symbole
1 désigne un vecteur colonne de « 1 » de taille N. La norme
de Frobenius d’un vecteur, matrice ou tenseur est notée ||-|| 7.
Les notations Ao B, A ® B et A ® B désignent respecti-
vement les produits extérieur, de Khatri-Rao et de Kronecker
de deux matrices A et B. Enfin, on désigne par T'(,,) le dé-
pliement matriciel d’un tenseur 7~ suivant son 1™ mode, ol
I’arrangement des coefficients suit la convention de [8].

Décomposition CP  Un tenseur 7~ € F1X*IN d’ordre
N > 3 admet une décomposition de type Canonique Poly-
adique (CPD) de rang R s’il s’écrit comme la somme de ten-
seurs de rang 1 (R étant minimal)

R
T:ZZ’g‘l)ozgnQ)o...ozSAN)' (1)

r=1

Par concaténation, on définit traditionnellement N matrices
facteurs 2™ = [2{" ... 2{M] € FIxE d'ob I'écriture
compacte de (T) comme T = [[Z(l)7 e Z(N)]]CPD. Le déplie-
ment matriciel selon le mode-n est la matrice T'(,,) de taille
Iy x Iy In alpgr--Inc:

Ty = Z(n)(z(N)Q...@Z(”+1)®Z(”—1>®...@Z(l))T. 2)

Une propriété fondamentale du modele CP réside dans 1’exis-
tence de garanties d’unicité de la décomposition (T)) sous des
conditions treés relaxées. Au dela des ambiguités triviales (fac-
teurs d’échelle et permutation des colonnes des matrices fac-
teurs), la décomposition (I)) est unique si la condition de Krus-
kal est vérifiée [9], i.e, >0, kyey > 2R + (N — 1), ol
k4 dénote le k-rang de Z ™) le plus grand entier r tel que
tout sous-ensemble de r colonnes forme une famille libre. On
notera que, contrairement au cas matriciel, le rang R peut
excéder une ou plusieurs dimensions du tenseur.

Modéele BTD-LLL1 Dans le cas particulier d’un tenseur
d’ordre 3, une décomposition populaire est le modele BTD-
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LL1, qui décompose un tenseur en somme de termes de rang-
(L, L,, 1) [10]. Explicitement, pour T~ € F/1>x/2xIs .

R
T = Z 1)2(2)T Oz(3) 3)
r=1

ou R est le rang de la décomposition. Pour 1 < r» < R, on
a Zil) € FhixLy, Zﬁz) € Fl2xLr ot z£3) € F’s. Le modele
BTD-LL1 est particulierement utile en imagerie, ou les deux
premiers modes correspondent aux dimensions spatiales et ou
le dernier encode une signature physique (hyperspectrale, po-
larimétrique, etc.). Le modele BTD-LL1 permet alors, par des
contraintes physiques supplémentaires, de garantir 1’unicité
des reconstructions par la modélisation rang faible (3) [6]], [T1].
L’identifiabilité du modele BTD-LL1 est basée sur I’extension
au cas de matrices facteurs partitionnées [10] des outils utilisés
pour la CPD. Ainsi, (B) est identifiable si

R
LI >>» L2 et

r=1

ol le k’-rang (k’z(")), est, pour une partition donnée, I’entier
r le plus grand pour lequel tout ensemble de colonnes de r
sous-matrices de Z(™ forme une famille libre. Pour d’autres
conditions suffisantes, voir [[10].

3 Modele BBTD

3.1 Définition et propriétés

Définition  Soit un tenseur 7~ € F/*/XEXL @ ordre 4.
On dit que 7~ admet une représentation en termes bloc-bloc
(BBTD) s’il peut s’exprimer comme une somme de R termes,
ou chaque terme s’écrit comme un produit extérieur U,. o V.,
ou U, € FI*7 et V. € FE*L sont de rang faible. Formelle-
ment, 7 suit un modele BBTD si

R
T=> ABoC.D] =[A B,C,Dlegn, (5)
r=1

ol les blocs sat1sf0nl rang A, B = L; < min(I,J) et
rang C,. D, = Ly < min(K, L). La définition () introduit
4 matrices facteurs A, B, C et D partitionnées par blocs; on
aparexemple A = [A; --- Ag] € FI1*I1E 13 définition des
autres matrices facteurs suivant naturellement. En imagerie,
le modele (3)) s’interpréte comme un mélange linéaire de R
termes, ou le bloc U, = AT,B;r encode une activation spa-
tiale de la matrice (source) élémentaire V. = CTD,T .Lesa
priori de rang faible permettent : (i) de réduire grandement le
nombre de variables a estimer; (ii) d’encoder des informations
physiques sur la source V., e.g., en imagerie Stokes polari-
métrique, choisir Lo = 1 force une décomposition en états
totalement polarisés; (iii) d’assurer 1’identifiabilité du modele

Ambiguités triviales Le modele BBTD (), comme toute
décomposition tensorielle, admet des ambiguités dites
triviales liées aux éventuelles permutations et facteurs
d’échelles entre matrices facteurs. Supposons que T~

[A,B,C, DHBBTD et considérons une décomposition alterna-
tive T = [[A B D]]BBTD Les deux décompositions sont

ILa définition la plus générale considére des rangs dépendant de 7, i.e.,
{L1r} et { L2y}, cas que nous omettons ici par souci de simplification.

dites trivialement reliées si les facteurs peuvent étre reliés
par la composition d’une ou plusieurs des transformations
suivantes : /) permutation des termes blocs-blocs ; 2) facteur
d’échelle inter-bloc ; 3) indétermination de sous-espace asso-
cié a chaque bloc. Plus précisément, soit U, = A,.BTT. et
V,= C’TD;— les deux blocs du 7*™ terme bloc-bloc de 7.
L’ambiguité /) correspond a I’existence d’une permutation o
telle que (U,,V,) = o((U,,V,)), pour tout 1 < r < R.
L ambiguité 2) stipule qu’il existe A1, ..., Ag € F\ {0} tels
que U, = \U,etV, =XV, pourtout 1 <r < R.En-
fin, 3) stipule qu’il existe, pour chaque r, deux matrices inver-
sibles P, € FEixIa etQ, € FL2x L2 te]les que Ar =A,P,,
B, _B(PT) 1.C,=C,Q,etD, =D, (Q, ). Cette
derniere ambiguité montre que seuls les sous-espaces engen-
drés par les colonnes des matrices facteurs peuvent étre identi-
fiés par le modele BBTD. Enfin, si toute décomposition BBTD
alternative peut €tre trivialement reliée a la décomposition
initiale, alors le modele BBTD @ est dit identifiable ; cette
notion est détaillée en Section[3.21

Complexité du modele Le modéle BBTD s’avere parti-
culierement intéressant des lors qu’il s’agit de compresser
I’information présente dans le tenseur. En effet, un tenseur
T e FIXIXEXL encode nensesr = IJK L variables, ce
qui donne par exemple pour I = J = K = L = 100 un
nombre Nyenseur = 102 variables ! Le modele BBTD, comme
décomposition tensorielle, permet de combattre cette malédic-
tion de la dimension en rendant le nombre d’inconnues dans
T = [A, B, C, D] linéaire en ses dimensions. Une analyse
minutieuse du nombre d’inconnues du modele BBTD (voir
[7]), mene a

ngprp = R[L1(I+J —L1) + Lay(K+ L — L) — 1]. (6)

On notera qu’un calcul naif de nggp donnerait R[({+J)Lq +
(K + L)Ls]. La différence avec (6] s explique par la prise en
compte explicite des ambiguités triviales du modele BBTD,
qui réduit de plus la valeur nggrp. Pour I’exemple ci-dessus,
avec] = J = K = L =100 et (L1, Ls) = (10,10), on
obtient ainsi ngsrp = 3799R, ol R est le nombre de termes
bloc-bloc. Cela correspond a un taux de compression égal a
¢ = Nggro/ (Niensor ) ~ 3.8 x 107°, soit une division par plus
de 5000 du nombres de variables indépendantes pour R = 5
termes bloc-bloc. La Table [I|donne des exemples additionnels,
en particulier pour un tenseur de taille 100 x 100 x 4 x 4,
correspondant a une application typique d’imagerie de matrice
de covariance (telle que 1’imagerie de Mueller).

3.2 Identifiabilité

On s’intéresse a présent a 1’identifiabilité du modele BBTD
(), c’est-a-dire sous quelles conditions toute décomposition
alternative peut étre reliée trivialement a I’ originale, sans autres
ambiguités. L’étude du nombre de parametres indépendants
dans BBTD, détaillée précédemment, permet de donner une
premiere condition nécessaire d’identifiabilité.

Proposition 1 (Condition nécessaire). Supposons T =
[A, B, C, D] g identifiable. Alors ngsm < Niensor-

Autrement dit, pour qu’un modele BBTD soit identifiable,
on doit choisir les paramétres (R, L1, Ly) de telle sorte a
ce que le nombre de variables indépendantes soit inférieur



dimensions de T~

100 x 100 x 100 x 100

100 x 100 x 4 x 4

parametres BBTD (L, L) (5,8) (12,4)

taux de compression c
Ngaro = € X Mensor X 1T
rang maximal (772, 734)

22,38
cf. Proposition 2] ( )

25x107% 3.0 x 107°

(48, 14)

(10, 10) (10,1) (10,2) (20,2)

3.8x107° 1.2x1072 12x1072 23x1072

(18, 18) 6,17) 2,17) 2,8)

TABLE 1 : Propriétés de compression et d’identifiabilité du modele BBTD (3)) pour différentes dimensions et parametres (L1, Lo).

au nombre d’éléments du tenseur. Toutefois, trés souvent
cette condition nécessaire n’est pas restrictive. Par exemple,
pour un tenseur de taille 100 x 100 x 4 x 4 on obtient pour
(L1, Ls) = (20,2) un rang maximal R = 44, trés au-dessus
du rang maximal R = 8 pour lequel les conditions suffisantes
ci-apres garantissent I’identifiabilité. L obtention de conditions
suffisantes d’identifiabilité pour le modele BBTD repose sur
son interprétation comme un modele BTD-LL1 par combinai-
son de 2 modes adjacents. Soit T = [A, B, C, D]grp. En
combinant les modes 1 et 2, on obtient un tenseur d’ordre 3,
noté T2 e FIV*KXL quj s’exprime

R
TH2 = Zvec(ATBTT) o CTDTT7 @)
r=1

¢’est-a-dire T2 se décompose en une somme de R termes
de rang-(1, L, L), soit une permutation triviale du modele
BTD-LL1 (3). La combinaison des modes 3 et 4 donne quant
aelle un tenseur d’ordre 3 7> € FI*/*KL te] que

R
T3 _ ZATB: ovec(C,D,), ®

r=1

soit la définition d’une décomposition en R termes de rang-
(L1, L1, 1), une autre instance de modele BTD-LL1. La preuve
de ces résultats est directe en explicitant les entrées du tenseur
T . Ces deux interprétations (7) et (8) permettent d’exploiter
les résultats existants portant sur 1’identifiabilité du modele
BTD-LL1 [10]. Comme indiqué ci-dessous, ces deux points
de vue sont complémentaires pour 1’identifiabilité de BBTD.

Proposition 2 (Condition suffisante). Soit T — =
[A,B,C, Dl Si au moins ['une des conditions
suivantes est vérifiée

1. le modeéle BTD-LLI (T) de T est identifiable ;
2. le modele BTD-LLI (®) de T>* est identifiable;
alors le modeéle BBTD de T est identifiable.

Démonstration. Soit T = [A, B, C, D]ggsr. Par (7), la vec-
torisation partielle T'*? suit un modéle BTD-LL1 en termes
de rang-(1, L1, L1). Supposons que soit identifiable au
sens BTD-LL1. Alors, vec(A, B, ) et (C, D) sont identi-
fiables. Par suite, les blocs U ,. = ATB,T etV, = C’,,D;r de
BBTD peuvent étre retrouvés de maniere unique. Par consé-
quent, la BBTD de T = [A, B, C, D] est identifiable. Un
raisonnement similaire pour 7> donne la seconde condition,
et conclut la preuve. O

La proposition [2 permet d’exploiter les conditions d’identi-
fiabilité connues pour la décomposition BTD-LL1 [[10]. L'uti-
lisation de deux points de vue complémentaires (liés a 72 et

T34 permet de « choisir », pour un méme jeu de parametres
(L1, L), la condition suffisante (e.g., (@)) la plus favorable. La
Table [T) présente ainsi les couples de rangs maximaux obtenus
par application des condition d’identifiabilité génériques dans
[10]. Pour un tenseur 100 x 100 x 100 x 100, et choix de pa-
ramétres (L1, Ly) = (5, 8), le point de vue 7% donne ainsi
un rang maximal R = 22, tandis que 7°* donne R = 38.
A Tinverse, pour un choix (L1, Ls) = (12,4), c’est la condi-
tion sur 71 qui est plus favorable (R = 48 contre R = 14
pour 734). On notera que lorsque 1’on traite des tenseurs dont
les dimensions des deux blocs different de maniere signifi-
cative (typique de I’imagerie de matrices de covariance), le
dépliement du bloc avec les dimensions les plus petites fournit
généralement les meilleures conditions d’unicité. Par exemple,
considérons un tenseur oit I = J = 100 et K = L = 4. Dans
ce scénario, le dépliement 7% atteint généralement le rang
R le plus élevé possible, tandis que le dépliement T2 nest
pertinent que lorsque Ly = 1 et L est grand.

3.3 Interprétation PARALIND/ CONFAC

Le modele BBTD (@) peut étre vu comme une CPD d’ordre
4 avec colinéarités entre colonnes des matrices de facteurs.
Ce cas particulier correspond au modeéle PARALIND [12],
encore appelée CONFAC [13]. Cette interprétation s’ avere par-
ticulierement utile pour établir un algorithme pratique pour le
modele BBTD (3)), cf. Section [3.4] Plus précisément, la struc-
ture bloc-bloc dans (3] peut étre imposée par deux matrices de
contraintes ® et W telles que

T: [[A7B7C7D]]BBTD = HAQ,B¢7C‘I’7D‘I’]]CPM (9)
ou les matrices de contraintes sont données par

& =bdiag(I;, ®1;,,.... I, ®1],),  (10)
¥ = bdiag(1;, ® Ip,,...,1] ®1I1,), (11)

Pour le 7™ terme bloc-bloc, la matrice de contrainte ® repro-
duit Lo fois les colonnes de A, et B,., tandis que la matrice
de contrainte W répéte alternativement L, fois les colonnes de
C',. et D, pour faire correspondre les deux blocs ensemble.

Lorsque Ly = Ly = 1, on obtient ® = ¥ = Iy, le modele
BBTD dégénérant en une décomposition CP usuelle. L’in-
terprétation (9) permet d’écrire directement les dépliements
matriciels du modele BBTD :

T =A®D¥ 6 C¥ 6 Be)" e F/EL (12
T(o) = B®(DY 0 C¥ 0 A®)" e /KL (13)

— CU(D¥ 6 B® 60 A®)T c FEXIL (14
T = D¥(C¥ o B0 A®)| e FLXI/K (15)



Notons qu’il n’est pas possible d’utiliser les conditions d’iden-
tifiabilit¢t CONFAC existantes pour le modele BBTD, car
celles-ci requierent 1’absence de colinéarités dans une matrice
facteur — ce qui n’est pas le cas ici.

3.4 Algorithme ALS

L’interprétation du modele BBTD comme un modele PARA-
LIND / CONFAC via les dépliements matriciels explicites
(12) — (15)) mene a un algorithme naturel de type Alternating
Least Squares (ALS) pour I’estimation des matrices facteurs
du modele BBTD. Formellement, on résout le probleme d’op-
timisation suivant

. . 2
ARin [T —[A, B,C, D]een || (16)

2

par une série de problémes de type moindres carrés matriciels
en minimisant par rapport a chacune des matrices facteurs
A, B,C et D, les facteurs restant étant fixés. Il s’agit de
I’approche classique pour les décompositions tensorielles sans
contraintes [14]]. Les itérations sont explicites : le (k + 1)-eme
cycle de minimisation est donné par

AL (T MY (M MY,

ot M, = ®(D"¥ 6 C*¥ © B*®)T, (17)
B! (T oy M35)(M,MY) ™,
ot M, = ®D"T o C*w o A e)T  (18)

CH (T M) (Ms M),

ot M3 = ¥(D"¥ o B"'® 0 A 1e)T, (19
D" (T M (MM,

ot My = ¥(C*' ¥ o BF'® 0 A )T, (20

jusqu’a convergence, un critere d’arrét typique étant une amé-
lioration insuffisante du coiit global (T6). En pratique, les mises
a jour explicites ci-dessus sont remplacées par une résolution
efficace des équations normales associées, par des solveurs de
systémes linéaires dédié{]

Validation numérique La Figure[l]illustre les performances
de reconstruction de I’algorithme ALS. On considere un ten-
seur bruité T = T + B de taille 40 x 40 x 15 x 15, tel
que 7o suive un modele BBTD de parametres L; = 10,
L, = 5et R = 3, et ou B est un tenseur d’entrées gaus-
siennes i.i.d. de variance 2. Cing niveaux de SNR ont été
testés, ot SNR = || T||%/(IJK Lo?). On s’intéresse a er-
reur de reconstruction e, = |7 — To|% /|| Tol|3 ainsi qu’a
Perreur d’estimation des blocs e, = ||[U — Uo||3/[|Uo||% et
ey = |V = Vo|%/||Vo|/%, ot les matrices sont construites
par vectorisation des deux blocs dans (3)). Les valeurs affichées
correspondent a la médiane de 50 simulations de Monte-Carlo.
On observe que I’erreur de reconstruction reste satisfaisante,
méme dans des conditions tres bruitées, ce qui témoigne de la
robustesse de la méthode proposée, que ce soit pour I’estima-
tion des blocs facteurs ou la reconstruction du tenseur.

4 Discussion

Ce travail étudie le modele BBTD, une nouvelle décomposition
de rang faible pour les tenseurs d’ordre 4 et motivée par des

2tels qu’inclus dans la fonction Python numpy . 1inalg.solve.

10734
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100} = &4
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FIGURE 1 : Performances reconstruction de I’algorithme ALS.

applications en imagerie a valeurs matricielles. Les travaux
futurs porteront sur 1’utilisation de cette décomposition pour
cette modalité d’imagerie non-conventionnelle. Cela implique
la prise en compte de contraintes physiques sur les facteurs
(non-négativité, symétrie, etc.) pour garantir I’interprétabilité
des analyses et traitements, et par suite, le développement
d’une méthodologie dédiée et détaillée dans [7].
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