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Résumé — Ce travail présente la généralisation multicanal couplé du modele en somme d’Harmoniques Multidimensionnelles. En
tant que nouveau modele, il fait sens de caractériser les performances optimales en estimation paramétrique. Pour ce faire, nous
dérivons et analysons la borne de Cramer-Rao sous contraintes (CCRB) pour I’estimation des fréquences communes du modele
pour N canaux. Deux résultats sont formulés concernant les ratios de la CCRB et de 1la FIM (Fisher Information Matrix) pour
des modeles a N et NV 4 1 canaux. Nous démontrons 1’idée contre-intuitive que pour un grand nombre de canaux (N — o0), la
précision de I’estimation des fréquences communes est saturée. Les simulations réalisées illustrent les résultats théoriques.

Abstract — This work presents the coupled multichannel generalization of the multidimensional harmonic model. As a new model,
it makes sense to characterize the optimal performance in terms of parametric estimation. To this end, we derive and analyze the
Constraint Cramer-Rao bound (CCRB) for the estimation of the shared frequencies of the model for N channels. Two results are
formulated regarding the ratios of the CCRB and the FIM (Fisher Information Matrix) for models with N and N + 1 channels.
We demonstrate the counterintuitive idea that for a large number of channels (N — 00), the accuracy of the estimation of shared
frequencies is saturated. The simulations conducted illustrate the theoretical results.

1 Introduction

L’estimation paramétrique du modele en somme d’Harmo-
niques Multidimensionnelles (EHM) [2, [1] est un probleme
standard en traitement du signal, avec par exemple des applica-
tions en traitement d’antenne [5] et en communication MIMO
[6]. En s’inspirant de [8], ce travail généralise le modele har-
monique multidimensionnelle en une version a N canaux,
oul chaque observation se décompose selon un modele Cano-
nique Polyadique (CP) avec une information couplée entre les
canaux. Bien qu’il existe des estimateurs exploitant ce cou-
plage [[11]], les performances optimales pour I’estimation des
fréquences communes du modele multidimensionnel et mul-
ticanaux nécessitent une évaluation. Ce travail se concentre
sur I’impact du nombre de canaux N sur ces performances, en
utilisant les bornes de Cramér-Rao contraintes (CCRB) [[10} 9]
comme outil d’évaluation.

2 Modeles CP couplés

La décomposition CP (CPD) [3] d’un tenseur X € CT1*--xTe
s’écrit

X =Tonx1Fixs...xqFq = [Tom Fio- . Fo| (1)

ou F, € CToxft (g € {1,...,Q}) est le g-itme facteur de
la décomposition. Le plus petit entier R satisfaisant (T)) est
appelé le rang canonique. Soit le modele CP multicanaux com-

posé de N tenseurs X, € CT'*" T TG (n €
{1,...,N}) d’ordre Q tels que

n)

~><TK><TI((

%, = [T B, FY)]. @)

sous contraintes
FO = =FM=F,vge{l,.... K} (3)

Les premiers K facteur {F1,...,Fg} sont communs aux
N canaux. Le modele (Z)-(3) est donc dit couplé. Les facteurs

{Fg?—)&-l’ - Fg )} sont spécifiques a la n-ieéme observation
(n € {1,...,N}) et ne sont pas soumis aux contraintes (3).

3 Modele Harmonique Multidimen-
sionnel et Multicanaux (HMM)

3.1 Définition

Dans le modele HMM, les N observations {Xy, ..., Xn}
suivent N modeles harmoniques multidimensionnelles.
Chaque canal est la superposition de R sources complexes
a1, (r € {1,..., R}) échantillonnées uniformément aux ins-
tants t, (¢ € {1,...,Q}) avec 0 < t, < Tq(n) — 1 sur une
grille a ) dimensions :

R Q
Xo(t,... tg) = Zann H zle ., Vne{l,...,N}.
r=1 q=1

“)

La grandeur z, 4., = exp (iwr,4,,) contient le pdle associé

a la r-ieme fréquence w; 4, dans la g-iéme dimension du
n-ieme canal.

13 une permutation d’indices pres, sans perte de généralité.
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3.2 Couplage fréquenciel

Avec K fréquences communes a tous les canaux, le modele
(@) est dit multicanauxP} a I'instar de @)—(3), avec

Wrgl=...=WrqN =Wrq, Vg€ {1l,...,K}. (5

Les dimensions des observations deviennent donc Tq(l) =
o= Tq(N) =T, forq € {1,..., K}. Ainsi, il est possible de

réécrire (@) tel que

R K Q
Xo(t, ..., tg) = Z Q. H X H A I ()
r=1 q=1

qg=K+1

avec 2z o = exp (iwy ) le pole associé a la r-ieme fréquence
commune.

3.3 Reformulation sous forme de modeles CP
structurés

La n-iéme observation X, in (€) admet une CPD structurée
[7] de 1a forme

X = A vim, V] )
st. VP = =VIV wge {1,... K}, ®)

avec A,, un tenseur diagonal de rang R nul partout sauf en
Ay, (r,...,r) = . Les facteurs Vﬁ"), .. ,VgL) sont des
matrices de Vandermonde. En notant

N1t ©
les K premiers facteurs partagés V, € CTax% (¢ €
{1,..., K}) sont tels que

V= [vr,(214) vr,(2r.4)] - (10)
Les facteurs Vg") € TV xR (e {K+1,...,Q}) spé-
cifiques a la n-ieéme observation (n € {1,..., N}) sont tels
que
VI = [y (Gran) o Voo (rga)| . (1)
De fait, le modele HMM est un modele CP couplé dont les
facteurs possedent une structure de Vandermonde.

4 Bornes pour le modele HMM

Le probleme d’EHM Multicanaux (EHMM) a pour but d’es-
timer les fréquences angulaires a partir de N observations
bruitées. Cette section est dédiée au calcul de la CCRB asso-
ciée au modele (7).

4.1 Modélisation statistique

) . » (n) (n)
Soient N observations bruitées ), € CT1 "% *To" telles

que
Vo =Xp+En, Vne{l,...,N}. (12)

21 égalité des fréquences équivaut 2 1’égalité des facteurs CP.

Les éléments des termes de bruit £, sont indépendant et
identiquement distribués (i.i.d.) et suivent des lois normales
complexes de variances o2, i.e., &, ~ CN(0,027). Les pa-
ramétres d’intérét du modele 1p,, € REK et 9, € RE(@—K)
contiennent respectivement les fréquences communes et spéci-
fiques présentes dans le n-ieéme canal :

= [wr1ms e WRER] (13)
0, = [Wiks1m- WROM] - (14)

Ces fréquences sont regroupées dans un méta-parametre
¢ eRN RQ .

b=[wl, 0, ... ,wh.05]". (15)

Le probleme d’EHMM vise donc a estimer ¢ a partir des
N observations {)1,..., Y~}

4.2 Matrice d’information de Fisher

Le modele (7)) est dit couplé, de par les constraintes d’éga-
lité sur les K premiers facteurs de chaque canal. La borne
associée a ce modele pour I’estimation de ¢ est la CCRB.
Pour calculer cette quantité, il faut tout d’abord évaluer 1la FIM
découplée, i.e., dans le cas ou les {)1,...,Yn} suivent le
modele (7) et les contraintes (8) sont ignorées. Chaque obser-
vation est alors

avec fin, (1n, 0,) = Xy, et &, = o>Z. La FIM associée aux
parametres 1, 8,, du n-ieme canal est donnée par [12] :

2 Optn, (,0,) 1 [ Ot (10,6,
(17)

avec contenant les dérivées partielles de

[¥r 017
n (WY, 0;,) par rapport a 1, et 6,,. Ainsi, la FIM relative
au n-ieme canal est la matrice par blocs

By, v. Buy,.e
FIM (2., 0,) = n¥n nbn | 18
(¥, 6r) {BLH,% AL

ny,Vn

Ainsi, la FIM associée a ¢ est la matrice bloc-diagonale de
termes diagonaux {FIM(41,0,),...,FIM(¥n,0n)}.

4.3 Calcul de la CCRB

Dans le cas couplé, il convient de tenir compte des contraintes
(@) sur les fréquences angulaires. Ces contraintes définissent
N — 1 égalités sur les parametres du modele

gn(d) =1 — P, =0, ¥n e {2,... N} (19)
La CCRB associée a (7)—(8) est telle que [4]
-1

CCRBy(¢) = Uy | UNFIMy(¢)Uy
—_————

FIM, ()

U, (o)

olt FIM v (¢) est tirée de (T7). La matrice FIM; (¢) est appe-
1ée FIM contrainte et U y est une base de ker(G). La matrice



G € REK(N-DXEQN et 13 jacobienne des contraintes (T9).
C’est une matrice par blocs de la forme

.
G=[G] Gj Gyl . (21)

ol [¢) 0 [¢) o
G = {ai? %67 o et agﬂ : (22)

D’apres (T9), des dérivées partielles des g, sont telles que
0gn g,

=Irx, —= = —Ipg, 23
DT RK DT RK (23)
ogn

T :ORKXR(Q—K)7 Vke{lva}v (24)
00,
ogn
+ =Orkxrk, Yk € {1,..., N}, k #n. (25)
o)
Ainsi, G peut s’écrire
Irxk 0 —Igk 0 0
Irxk O 0 0 -Irx O 0
G=| .
Irxk O 0 —Irx O
(26)
Une base Uy € RVEQXNE(Q-K)—RK ot te]le que
0 0
0  Ireq-r 0
Uy =| : : ) (27)
Irk 0

La CCRB s’obtient finalement en combinant et
dans I’expression (20).

4.4 Influence du nombre N de canaux

Cette sous-section contient deux théorémes caractérisant I’évo-
lution de la CCRB pour des modeles a N et N + 1 canaux.
Faute d’espace, les preuves ne sont pas présentées. Soit la FIM
contrainte associée au parametre 1

FIM§ (1) = I FIM ()11, (28)

ou IT est une matrice de sélection inversible. En pratique,
FIM$ (1)1 ) est contenue dans le premier bloc de FIM; (¢) de
taille RK x RK.

Theoreme 1 (Ratio des traces des FIM contraintes)
Le ratio des traces des FIM contraintes pour des modeles a N
et N + 1 canaux est donné par

Tr {FIMS,, (¥1)} N +1
T EMS () N

Theoreme 2 (Ratio des CCRB uniformes)

Soit CCRBy (1p1) € REEXEK (resp CCRByy1(1)1)) le
bloc de CCRB y (¢p) (resp. CCRB y11(¢)) relatif a I’estima-
tion de ;. Le ratio des traces de la CCRB est donné par

i N Tr {CCRBN+1 (11 )}
kn (N+1) = Tr{CCRBy(%1)}

(29)

§5N+1N+1

(30
ol Ky (resp. k1) est le conditionnement de CCRB y (/1)
(resp. de CCRB 1 (11)).

Dans le cas ot les CCRBs sont parfaitement conditionnées
(ky = Kn4+1 = 1), le ratio des CCRB est exactement celui
des FIM contraintes. On observe alors que le gain tend vers 1
pour N — oo.

5 Simulations

5.1 Parametres des expériences

Les N observations non bruitées de référence sont générées
selon(6). Les fréquences angulaires w, ,, sont prises aléa-
toirement dans ]0; 7r[. Seules K = 2 fréquences sont com-
munes a tous les canaux. Les observations possedent () = 6
dimensions de taille I, = 6 et R = 2 sources sont consi-
dérées. Le SNR (en dB) sur le n-ieme canal est donné par
SNR,, = 10logyo (|Vull%/Eal%), (n € {1,...,N}) et va-
rieE] entre 20 et 30dB. Il est considéré égal sur tous les canaux.

La CRB et la CCRB uniformes sont évaluées d’apres
(resp. (20)) en prenant la trace de ces matrices.

5.2 Comportement de la borne

La CRB uniforme est comparée a la CCRB uniforme obtenue
pour des modeles a IV canaux, N variant de 5 a 30. La Figure
affiche en échelle semi-log scale les bornes relatives a 1), en
fonction du SNR.
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FIGURE 1 : CRB et CCRB pour %7 avec N € {5,...,30}

La valeur de la CCRB uniforme décroit quand N augmente.
Cette valeur tend a se stabiliser pour les plus grandes valeurs
de N considérées. En d’autres termes, il est intéressant pour
I’estimation de considérer un modele multicanaux (méme avec
N petit) plutdt qu’un modele classique. Pour vérifier le com-
portement pratique de la CCRB pour I’estimation de 1, la
Figure [2] illustre le ratio des traces de la CCRB en fonction
de N. Cette valeur est comparée a I’inverse du ratio présenté
dans le Théoremel|l} i.e. NLH

On observe que le ratio des traces de la CCRB coincide
avec I’inverse du ratio proposé dans le Théoreme [T]en ce qui
concerne la FIM contrainte. En considérant un modele HMM
couplé, plutot qu’un modele non-couplé, nous pouvons espérer
des gains de performances dans I’estimation des parametres
communs. Remarquons également, que ce gain décroit avec le

311 est & noter que la CCRB est linéaire en fonction du SNR.
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FIGURE 2 : Ratio des traces de la CCRB en fonction de /N (en
rouge) avec le ratio théorique de référence NLH (en noir).

nombre /N de tenseurs couplés considérés, par exemple entre
N =30et N = 40. Dans la Figure[3] les bornes théoriques
haute et basse, dérivées dans le Théoréme |2} sont affichées
ainsi que le ratio des traces de la CCRB.
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FIGURE 3 : Ratio des traces de la CCRB en fonction de N
pour I’estimation de ).

Il est a noter que la distribution des fréquences angulaires
détermine la compacité des bornes. En effet, si les fréquences
sont échantillonnées de fagon uniforme sur |0; ], alors les
valeurs de conditionnement xy et k1 sont proches de 1.
Par conséquent, dans cette condition, les bornes sont égales
a NLH Dans le cas ou les fréquences sont proches les unes
des autres, les conditionnements x et x4 sont moins bons
et les bornes s’écartent plus. Ces résultats suggerent que 1’uti-
lisation d’un modele multicanaux pour le probleme MMHR
est intéressante. De plus, elle fournit des lignes directrices
pour la conception du systeme de mesures. En effet, le nombre
d’observation peut étre faible, e.g., N = 10, tout en améliorant
signicativement les performances d’estimation par rapport a un
modele non-couplé. En outre, il n’y a pas de perte importante
de performances par rapport a 1’utilisation d’un plus grand
nombre d’observations.

6 Conclusion

Ce travail présente une extension multicanal du modele Harmo-
nique Multidimensionnelle. Ce modele inteégre une information
couplée entre les canaux. Les performances optimales pour
I’estimation des fréquences communes de ce nouveau modele
sont évaluées a 1’aide de la bornes de Cramér-Rao contrainte.
Une expression quasi-analytique de cette bornes est fournie.
L’influence du nombre de canaux sur I’estimation des para-
metres communs est discutée. Un résultat contre-intuitif est
que I’estimation des harmoniques couplées tire parti de 1’aug-
mentation du nombre de canaux, mais ce bénéfice s’estompe
lorsque le nombre de canaux tend vers I’infini.
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