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Résumé — Les fonctions sont fondamentales en mathématiques car elles offrent un cadre analytique pour modéliser les relations
entres variables. Bien que les fonctions a valeurs matricielles, notamment pour des matrices rectangulaires, appelées fonctions
généralisées, soient bien établies, les fonctions a valeurs tensorielles n’ont pas été explorées de maniére aussi approfondie. Les
tenseurs, qui généralisent les matrices a plus de deux dimensions, sont intensivement exploités en sciences et dans le domaine de
I’ingénierie. Cependant, les fonctions appliquées aux tableaux multi-linéaires basés sur les modeles de Tucker ou CP (Canonical
Polyadic) font encore défaut. Ce travail propose la définition de fonctions a valeurs tensorielles adaptées a la riche structure
multi-linéaire d’un tenseur d’ordre (). Le formalisme proposé s’appuie sur les notions de composition de fonctions généralisées,
combinant des opérations de dépliement et de repliement de tenseurs. Nous montrons que la HOSVD (Higher-Order Singular Value
Decomposition) pour les tenseurs jouit de la méme propriété que la SVD pour les matrices en termes de *propagation’ de la fonction
sur le 'noyau’ de la décomposition. Enfin, les aspects computationnels sont discutés.

Abstract — Functions are fundamental in mathematics as they provide an analytical framework to model relations between
variables. While matrix-valued functions, particularly for rectangular matrices, known as generalized functions, are well established,
tensor-valued functions have not been explored as thoroughly. Tensors, which generalize matrices to more than two dimensions,
are intensively used in sciences and engineering fields. However, functions dedicated to multi-linear arrays based on Tucker or
CP (Canonical Polyadic) models are still lacking. This work proposes the definition of tensor-valued functions tailored to the
rich multi-linear structure of a tensor of order (). The proposed formalism relies on the notions of composition of generalized
functions, combining operations of unfolding and folding of tensors. We show that the HOSVD (Higher-Order Singular Value
Decomposition) for tensors enjoys the same property as SVD for matrices in terms of ’propagation’ of the function over the ’core’
of the decomposition. Finally, computational aspects are discussed.

1 Introduction

Les fonctions a valeurs scalaires, notées f(z), ou matricielles,
représentées par f(X), sont fondamentales en mathématiques
et ont des applications dans de nombreux domaines, comme
par exemple en théorie des graphes [2], dans le cadre des équa-
tions différentielles partielles [11], ou encore dans le contexte
des métriques log-euclidiennes [9]. Pour les matrices carrées,
la décomposition en blocs de Jordan (JBD) est adaptée [[10];
cependant, cette approche ne peut étre appliquée aux matrices
rectangulaires. Dans [5], les auteurs introduisent un nouveau
cadre appelé "fonctions généralisées" qui permet le calcul de
fonctions pour des matrices rectangulaires.

Les tenseurs [4]] sont essentiels dans les domaines de la science
et de I’ingénierie, en particulier dans 1’analyse de données [7]],
I’apprentissage automatique, la vision par ordinateur et les
mathématiques computationnelles. Les tenseurs généralisent
les matrices a plus de deux dimensions. Un tenseur d’ordre ()
noté X € RN1XxNa e compose d’entrées a valeurs réelles
X(ni,...,ng),oung € {1,..., Ny} pour 1 < g < Q. 1ls
fournissent un cadre mathématique efficace pour modéliser
et analyser des phénomenes complexes. Le concept de fonc-
tions a valeurs tensorielles est relativement récent et a été
développé pour des tenseurs d’ordre 3 dans le contexte du
t-algebre [6]]. Dans [8]], les auteurs définissent la notion de
t-fonction comme une fonction a valeurs matricielles d’une
matrice bloc-circulante associée aux tranches frontales d’un
tenseur d’ordre 3 et la calcule en utilisant la décomposition
en valeurs singulieres tubaires (t-SVD). Malgré le caractere

novateur de ces travaux, une limitation est que la t-fonction
est seulement restreinte a la troisieme dimension d’un tenseur
d’ordre 3.

Etant donné les nombreuses généralisations tensorielles de la
SVD [10], il n’y a aucune garantie qu’une fonction a valeurs
tensorielles définie en utilisant une décomposition donnée sera
équivalente a une seconde basée sur une généralisation diffé-
rente. Dans cette optique, notre objectif est de proposer une
définition naturelle pour une fonction a valeurs tensorielles,
f(X). Plus précisément, le repliement et le dépliement jouent
un role crucial en algebre multi-linéaire et sont les opéra-
tions fondamentales afin de manipuler des tenseurs d’ordre
supérieur. Le dépliement d’un tenseur A’ d’ordre () consiste
a le réorganiser en () matrices rectangulaires, c’est-a-dire,
unfoldq(X) pour 1 < ¢ < @. Par conséquent, la définition
proposée dans ce travail doit tirer pleinement parti de deux as-
pects : () le caractére multi-linéaire de X, ¢’est-a-dire que )
dépliements du tenseur sont disponibles et (i) chaque déplie-
ment a des dimensions de lignes et de colonnes déséquilibrées,
ce qui la rend rectangulaire. En conséquence, le point (¢) sug-
gere @ fonctions { f1(X),..., fo(X)}; chacune agissant sur
une dimension donnée du tenseur X. Le second point implique
que notre définition doit étre basée sur le concept de fonction
généralisée, notée fq(-). Par conséquent, nous proposons la
définition suivante f,(X) = fold,f,(unfold,(X)). Autre-
ment dit, on déplie le tenseur par rapport a une dimension
donnée, on applique la fonction généralisée correspondante
a la matrice rectangulaire et on retourne dans le formalisme
tensoriel par 1’opération de repliement. Nous concluons notre
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définition par la composition de ces fonctions généralisées,
c’est-a-dire, fg o -+ o f1(X) qui est intrinsequement liée a
la structure tensorielle. Enfin, nous établissons le lien avec la
HOSVD [3]] et discutons des aspects computationnels.

2 Fonction a valeurs matricielles

La notion de fonction pour les matrices rectangulaires [[1}/5] est
introduite ici car, comme nous le verrons plus tard, ce concept
est consubstantiel a la notion de fonction a valeurs matricielles
du dépliement d’un tenseur. Dans cette section, nous omettons
les démonstrations faute de place.

Définition 1 Considérons une fonction f(-) a valeurs matri-
cielles. La fonction généralisée de A € RN*K induite par

f(-) est
F(A) = f (\/AAT) VAAT' A € RN*K (1)

oit (1)1 représente la pseudo-inverse de Moore-Penrose [10]].

Propriété 1 Définissons une décomposition en valeurs singu-
lieres (SVD) tronquée de rang-R de la matrice A € RN*K
selon A =UDV7T oiU etV sont des matrices orthonormales
de tailles N x R et K X R, respectivement, avec un rang R <
min (N, K) et D est une matrice diagonale composée de R
valeurs singulieres non nulles et ordonnées par valeurs décrois-
santes. La fonction généralisée de la matrice A est donnée par

f(A) =UF(D)VT on f(D) = diag{f(\1),..., f(Ar)}-

La propriété ci-dessus montre que la fonction généralisée
d’une matrice rectangulaire peut étre calculée grace a sa dé-
composition en valeurs singulieres et a la fonction scalaire
induite des valeurs singulieres. Il s’agit donc d’une généralisa-
tion de la JBD pour les matrices rectangulaires.

Lemme 1 La composition de deux fonctions généralisées
pour une matrice rectangulaire A € RN*X admet I’expres-
sion suivante :

fio Fal4) = fi o fo (VAAT) VAAT A ¢ RVXK

Ce résultat peut étre facilement étendu par induction a la
composition de () fonctions généralisées.

2.1 Composition de fonctions généralisées
pour les tenseurs d’ordre ()

Dans cette section, une définition ad-hoc est proposée, dédiée
a I’essence multidimensionnelle du tenseur X € RN X xNo,
Un pseudo-code dit "plain-vanilla" explicite 1’approche propo-
sée.

2.1.1 Fonction généralisée a valeurs tensorielles

La structure multi-linéaire du tenseur X € RN1XxNe
implique essentiellement () transformations linéaires. Gar-
dant cela a I’esprit, il fait sens de considérer pour chaque
dimension ¢ une fonction spécifique f,(-), c’est-a-dire,
{fi(),..., fo(-)}. Ce faisant, la notion de composition de
fonctions émerge naturellement, ¢ est-a-dire, fgo---o fi(X).
Cela peut étre considéré comme une généralisation de 1’idée

de la t-fonction, ol celle-ci agit uniquement sur la troisieme
dimension d’un tenseur d’ordre 3. Ainsi, la définition suivante
est proposée.

Définition 2 Soient les fonctions induites { f1(-), ..., fo(-)}.
Pour assurer que ces fonctions soient composables, on consi-
dérera les ensembles imbriqués suivants :

KglxmeQ g g Ki\flx..»xNQ g Rle'“XNQ.

La q-iéme fonction généralisée (voir I’eq. (1)) du tenseur
N N, o
X eK,! LR est définie selon :

fo(X') = fold, (fy (unfold,X")) € K= *Ne,

La définition proposée est alors conclue par la composition
suivante :

N1 x--xNgq

ZfQO"'0f1(X)-

Quelques propriétés intéressantes sont listées ci-dessous.

RNIX XNQ %K

X = f(X)

e La fonction f(X) est associative, ce qui signifie que

(fq+1°fq) fq 1(X ):fq+lo(fqofq—1)(x)-

e Lafonction fQ (X) n’est généralement pas commutative,
ce qui signifie qu'un ordre de composition différent
conduit généralement a un résultat différent.

e Si Vg, f,(X) est bijective, alors la composition f(X)
est également bijective.

o SiVq, [,(X) = g(X) ol
induite par la fonction g(-
est donnée par f(X) =g

g(+) représente une fonction
alors la fonction puissance

)»

X).

e Lemme 2 Etant donnée f (X), sa fonction généralisée
inverse sansfalt f Lo f(X X et est donnée par

) = .
i) =1t onl(X)sdi,ft;l(X)existe.

2.1.2 Pseudo-code de I’algorithme

Dans I’algorithm [T} Ie pseudo-code du calcul de la composi-
tion de fonctions généralisées pour un tenseur d’ordre () est
présenté.

Algorithme 1 : Calcul de f(X)
Param. d’entrée : X, {f1(-), ...
Param. de sortie : ) = f(X)
Y =X % initialisation
for1 <¢<@ do

% boucle récursive sur le tenseur
X, =unfold,)

fo(Xq) = fo (\/XquT) \/XquTTXq % eq. (I)
Y = foldfy(X)

end for

()}




3 Lien avec la HOSVD
3.1 Fonction des valeurs singulieres de la
HOSVD

Définition 3 ([3]) La HOSVD de rang-(Ry, ..., Rg) du ten-
seur X € RN XNa est donnée par

X:gX1L1X2-~-XQLQ (2)

o ¥q, Ry < Ny, la matrice Ly de dimensions Ny X R, est
orthonormale et le tenseur coeur G € RF1x*xRa o5 (it
"all-orthogonal". Cette propriété signifie

Y Gling )Gl ) =0y oD

N1...Mg—1 Ng+1---NQ

ou 6, est le symbole de Kronecker et a@ > > agq) >0=

Ugj+1 == U%q). Les valeurs singulieres généralisées de
2
X sont définies selon o = 255:1 (JT(L?) — HGq||2F _
2
|G/ -

Lemme 3 Considérons la HOSVD de X de rang-
(R1,...,Rq) selon la definition alors sa q-iéme
fonction généralisée est donnée par

fo(X) = F4(G) x1 Ly xa -+~ xq Lq-

Preuve : Rappelons que la q-iéme matrice de dépliement
associée a la HOSVD est donnée par [3] :

1
— T
Xo=LGe | & I 3)
q'=Q,q'#q
ot Gy est la g-iéme matrice de dépliement du tenseur coeur

G. En nous basant sur 'eq. (3), en utilisant la distributi-
vité du produit de Kronecker et I’orthonormalité de L, nous

avons \/ X XT =
ci-dessus dans la définition de la q-ieme fonction généralisée
(cf. eq. (1)), nous obtenons

fq(Xq) =1L, fq (\/ GqG?) GngTGq

fa(Gq)

LoG(GTLY. En utilisant I’expression

1
X I

'=Q.,q'#q

Considérons maintenant la q-iéme opération de repliement
de 'expression ci-dessus, le résultat est alors établi.

Théoreme 1 Considérons la HOSVD du tenseur X de rang-
(R1,...,Rq) selon I'eq. , la composition des fonctions
généralisées est donnée par

f(X) = f(G) x1 L1 X2+ xq Lg 4
avec

f(G)="fqgo...0fi(9). )

_ Preuve : Selon le lemma 3} on a pour ¢ = 1 : f(X) =
f1(G) x1 L1 Xg - -+ Xg Lg. En tant qu’hypothése inductive,
testons la véracité de la relation suivante :

fq0~-~0f1(X)quO---Of1(g) X1 Ly X9+ Xg Lg.
(6)

Pour ce faire, considérons la (q + 1)-iéme fonction généra-
lisée appliquée a I’eq. (6), nous obtenons alors I’eq. (I). Cela
valide I’hypothese inductive. Ainsi, pour un tenseur d’ordre @,
il vient eq. {@) et eq. (3).

Le résultat ci-dessus montre que la HOSVD pour les ten-
seurs jouit de la méme propriété que la SVD pour les matrices
en termes de “propagation’ de la fonction sur le "noyau’ de la
décomposition.

Théoréme 2 Etant donnée une fonction induite fq(-), la fonc-
tion généralisée de la q-ieme valeur singuliere généralisée est
donnée par :

Rq

5@ =3 (£, (o)) = IR

ng=1

Preuve : Définissons la SVD tronquée de rang-R, du q-iéme
dépliement G, = UquVqT out Uy et Vy sont des matrices

orthonormales de rang-R et Dy(ng,ng) = aﬁqu) représente
la ng-iéme valeur singuliére avec ng € {1,..., Rq}. Ainsi,

nous pouvons noter que 07(,,qq) donné dans la definition|3|vérifie

0'7(3,) = Dy(ng,nq) = [|G(n1, ..., ng, ... 7”Q)H% ®)

On en déduit que la fonction induite de la n,-iéme valeur
singuliére de la HOSVD est égale a f (D4(ng, ng)). Par consé-
quent, en vertu de l’eq. (@) etde la SVD de G, il vient

Ugfq(Gq)% = fq(Dq) = diag{fq (Uiq)> oees Jq (Uggq))}'

En utilisant 'invariance de la norme par transforma-
tions orthonormales, il vient ||f,(G)||% = ||f4(Dy)l|% =

R o : ;
done=1 fq2(07(1qq)). Ainsi, le résultat cherché est prouvé.

3.2 Pseudo-code de I’algorithme

Le pseudo-code est fourni selon 1’algorithm 2]

Algorithme 2 : f(X') basée sur la HOSVD

Param. d’entrée : X, {f1(-),..., fo(:)}, {R1,..., Rg}
Param. de sortie : ) = f(X)
for1 <¢g<@ do
X4 =unfold,X
[Lq, -, ] < SVD(Xy, Ry) % R, vecteurs gauches
end for
G=Xx1 LT x5... xqg Lg % tenseur coeur

G = G % initialisation
for1 <¢<Qdo
% boucle récursive sur le tenseur coeur
éq = unf oldqg~
[Uy, Dy, V] < SVD(Gy, R,) % rang-R, SVD

G =
fa (Dq(lv 1)) 0
fold, | U, v,
0 fa (Du(R. R))
end for

y:g~X1L1 Xo...Xqg Lg




= fOldq+1fq+1 (unfold(H_l(fq o---0 f_l(g) X1 L1 Xg+ XQ LQ))
= foldgn {Jom <Lq“ (unfoldgsify oo f1(G) (®;/:Q,q/¢q+1 Lf)))
foldgi1 (Lg+1 (unfoldgyifyr10 fao- o fi(G)) (®;,:Q’q,¢q+1 LqT))

@)

= fq+lofq0---0f1(g)X1L1X2"'XQLQ.
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FIGURE 1 : p (en échelle logarithmique) v.s. la réalisation. X' €
[R30%30%30%30 gyt un modele de Tucker de rang multilinéaires
(10,10, 10,10) et fi(2) = log(x), fo(x) = f3(x) = 2*.

4 Exemples numériques illustratifs

Soit X = f~1o f(X) ot X suit un modele de Tucker  va-
leurs non négatives. Pour la i-¢me réalisation, le tenseur coeur
g; et les trois/quatre matrices de facteurs L, ; sont générés
aléatoirement selon la valeur absolue d’une distribution iden-
tiquement et indépendamment gaussienne de moyenne nulle
et de variance unitaire. Les figures sont tracées en fonction
de 150 tirages aléatoires. La métrique de performance pour la
i-eme réalisation est

o — X = XillF [ o f(X) — XillR
1% 1% 115

La valeur médiane est ajoutée au graphique. Nous pouvons
observer sur les fig. [T]et fig. 2] que les performances de 1’ Algo.
1 sont clairement améliorées dans le cadre de 1’ Algo. 2.

5 Conclusion

Dans ce travail, nous proposons une définition pour la fonction
d’un tenseur d’ordre () en utilisant la notion de composition de
fonctions généralisées, combinée aux opérations de dépliement
et de repliement. Les fonctions généralisées fq() associées
aux fonctions induites f,(-) correspondent naturellement aux
dimensions non équilibrées des matrices de dépliement. Pour
épouser la nature multidimensionnelle d’un tenseur d’ordre (),
nous considérons () compositions de fonctions ce qui fournit
a notre sens un cadre ad-hoc. Ensuite, nous montrons que la
HOSVD pour les tenseurs jouit de la méme propriété que la
SVD pour les matrices en termes de *propagation’ de la fonc-
tion sur le ‘noyau’ de la décomposition. Enfin, nous abordons
’aspect computationnel par la proposition d’algorithmes.

T
o Algo. 1 (plain-vanilla)

- Algo. 2
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FIGURE 2 : p (en échelle logarithmique) v.s. la réalisation. X’ €

R%?*%0%%0 guit un modele de Tucker de rangs (10, 10, 10) et

fi(z) =log(x), fa(z) = f3(z) = .
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