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Résumé – La mise en œuvre opérationnelle d’une radiogoniométrie au sens du Maximum de Vraisemblance (MV) est très lourde
voire impossible car elle nécessite l’optimisation d’un critère non-convexe et hautement non-linéaire. Dans cette communication,
l’équivalence entre le MV et les méthodes parcimonieuses, obtenue après une étape de pré-blanchiment, est exploitée afin de
proposer une implémentation à moindres coûts du MV en 2D. Plus particulièrement, nous montrons que l’exploitation des effets du
blanchiment accélère substantiellement la convergence de l’algorithme parcimonieux tout en rendant équivalentes les dernières
itérations de celui-ci à celles d’une méthode du second-ordre dont le coût computationnel serait bien plus élevé.

Abstract – Maximum Likelihood Direction-of-Arrival (DoA) estimation is impractical due to the requirement of highly non-
convex multi-dimensional optimization. This work exploits equivalence between ML and sparse DoA estimators, obtained after a
pre-whitening step, to propose a low cost 2D ML implementation. Specifically, the pre-whitening transform effects are leveraged
to significantly improve the algorithm’s speed of convergence. Furthermore, the last iterations of the algorithm are shown to be
equivalent with a more computationally demanding second-order algorithm.

1 Introduction
La radiogoniométrie est un problème classique de traitement
d’antenne pour lequel de nombreuses méthodes d’estimation
ont été proposées comme MUSIC [1]. Cependant, cet estima-
teur voit ses performances se dégrader dans des scénarios dif-
ficiles à faible Rapport Signal à Bruit (RSB) ou faible nombre
d’échantillons. Le Maximum de Vraisemblance (MV) [2] n’est
quant à lui pas appliqué en raison de la complexité de sa mise
œuvre.

Certaines limites précédemment évoquées peuvent être le-
vées en utilisant le Modèle de la Matrice de Covariance Vec-
torisée (MMCV) [3] qui repose sur l’utilisation d’un réseau
d’antennes virtuelles offrant de meilleures performances. Les
directions d’arrivées des sources peuvent alors être estimées au
travers d’un estimateur parcimonieux. À la suite d’une étape
de pré-blanchiment, transformant l’erreur d’estimation sur
le MMCV, initialement non-blanche, en un bruit blanc gaus-
sien, nous avons montré l’équivalence [4] entre les estimateurs
parcimonieux et le MV appliqué au MMCV. L’estimateur par-
cimonieux des directions d’arrivée peut être formulé comme la
minimisation d’un critère quadratique pénalisé par la pseudo-
norme `0. La minimisation est ensuite effectuée au travers
de l’algorithme Forward-Backward Splitting (FBS) [5]. Néan-
moins, l’algorithme FBS est une méthode du premier ordre
dont la vitesse de convergence est limitée par la valeur du pas
utilisé dans l’étape de descente de gradient.

Cette communication se propose d’exploiter les effets du
blanchiment [6] par le biais d’un algorithme de descente à
pas variable proposé par Ablin [7]. Nous montrons que le
blanchiment permet de choisir des pas largement supérieurs
accélérant ainsi la convergence. De plus, nous montrons que
les dernières étapes de l’algorithme sont équivalentes à celles

d’un algorithme du second ordre dont l’implémentation est
bien plus coûteuse.

2 Formulation du problème

2.1 Modèle de signal
On considère un réseau de N antennes sur lequel sont reçus
les signaux de M sources de directions θ = {θ1, . . . ,θM}
avec en 2D θm = {θm,∆m} le couple formé par les angles
en azimuth θm et en élévation ∆m de la m-ième source. La
sortie du réseau est :

x(t) =

M∑
m=1

a(θm)sm(t) + n(t) = A(θ)sθ(t) + n(t) (1)

où A(θ) = [a(θ1), . . . ,a(θM )] ∈ CN×M est la matrice de
mélange des sources, sθ(t) = [s1(t), . . . , sM (t)] ∈ CM le
vecteur formés par les signaux sm(t) émis par les M sources
et n(t) ∈ CN un bruit complexe blanc gaussien, indépen-
dant de sθ(t) ie. E

[
sHθ (t)n(t)

]
= 0 avec E [·] l’espérance

mathématique et de covariance E
[
n(t)nH(t)

]
= σ2IN . En-

fin, sans perte de généralité, nous utiliserons les coordonnées
{um = cos(θm) cos(∆m), vm = sin(θm) cos(∆m)} dans ce
qui suit pour localiser une source.

La matrice de covariance de (1) est alors :

Rx = E
[
x(t)xH(t)

]
= A(θ)RsA

H(θ) + σ2IN (2)

où Rs = E
[
sθ(t)sHθ (t)

]
est la matrice de covariance des

sources. N’étant pas accessible, Rx est remplacée par l’esti-
mée suivante obtenue en supposant les échantillons x(tk), 1 ≤
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k ≤ K, indépendant et identiquement distribués :

R̂x =
1

K

K∑
k=1

x(tk)xH(tk) = Rx + ∆Rx (3)

avec ∆Rx une erreur d’estimation suivant une loi de Wishart
pouvant être approximée par une loi complexe gaussienne
lorsque le nombre d’échantillons est suffisant. En supposant
les sources temporellement décorrélées, l’observation issue du
MMCV s’obtient en appliquant l’opérateur de vectorisation
par colonne vec(·) à (2) [3] :

r = vec
(
R̂x − σ2IN

)
=

M∑
m=1

b(θm)γm + vec (∆Rx)

= B(θ)γθ + δ
(4)

avec B(θ) la matrice formée par les vecteurs directeurs du
réseau virtuel b(θm) = a∗(θm)⊗a(θm) avec⊗ le produit de
Kronecker, γθ = diag(Rs) = [γ1, . . . , γM ]

T le vecteur des
puissances des sources et δ = vec (∆Rx) le vecteur associé
à l’erreur d’estimation vectorisée de loi complexe gaussienne
CN (0N2×1,Γ) avec :

Γ = E
[
δδH

]
=

1

K

(
RT
x ⊗Rx

)
(5)

2.2 Pré-blanchiment
L’équivalence entre les estimateurs parcimonieux et le MV
a été obtenue sous l’hypothèse d’un bruit blanc gaussien [4].
Ainsi, une étape de pré-blanchiment est nécessaire afin de
traiter l’erreur d’estimation δ non-blanche (4). Pour cela, l’ob-
servation r (4) est pré-multipliée par la matrice de blanchiment

Ŵ = Γ̂
−1/2

=
√
K
(
R̂
−T/2
x ⊗ R̂

−1/2
x

)
:

y = Ŵr = ŴB(θ)γθ + Ŵδ = Bw(θ)γ + δw (6)

avec Bw(θ) = ŴB(θ) le dictionnaire après blanchiment
et δw = Ŵδ l’erreur d’estimation blanchie telle que
E
[
δwδ

H
w

]
= IN2 .

2.3 Estimation parcimonieuse
Sous l’hypothèse que les directions des sources θ soient conte-
nues dans une grille ϕ = {ϕ1, . . . ,ϕG} de G directions avec
ϕg = {υg, νg} la g-ième direction de la grille, une réécriture
parcimonieuse de (6) peut être obtenue :

y = Bw(ϕ)γ0 + δw (7)

où Bw(ϕ) = ŴB(ϕ) avec B(ϕ) = [b(ϕ1), . . . ,b(ϕG)] est
un dictionnaire de taille N2 ×G,G � N2 et γ0 un vecteur
de parcimonie M dont les M composantes non-nulles sont
associées aux directions des sources. Ainsi, l’estimation des
directions repose sur celle de γ0. En utilisant l’a priori parci-
monieux sur γ0, le problème d’estimation est formulé comme
la minimisation du critère suivant :

min
γ∈CG

{J`0(λ,γ) = JLS(γ) + λ‖γ‖0} (8)

avec JLS(γ) = 1
2‖y − Bw(ϕ)γ‖22 et λ > 0 un hyperpara-

mètre équilibrant la fidélité aux données par rapport à la par-
cimonie. Dans ce qui suit, λ est réglé selon [4] afin d’obtenir
l’équivalence avec le MV ie. les critères MV et J`0 possèdent
le même minimum global.

3 Accélération de l’algorithme FBS
par le blanchiment

3.1 Algorithme FBS accéléré
Le problème d’optimisation (8) peut être résolu par l’algo-
rithme Forward-Backward Splitting (FBS) [5] décrit par Alg. 1
avec proxλβ`0 (·) l’opérateur proximal de la pseudo-norme `0,

Alg. 1 : Algorithme FBS [5]

1 i = 0
2 tant que critère d’arrêt pas satisfait faire
3 ∇JLS(γ(i)) = BH

w (ϕ)(Bw(ϕ)γ(i) − y) (9)

4 γ̃(i+1) = γ(i) − β∇JLS(γ(i)) (10)

5 γ(i+1) = proxλβ`0 (γ̃(i+1)) (11)

6 i← i+ 1

7 fin

∇JLS le gradient et β le pas de descente. La convergence de
l’algorithme FBS vers un minimum local de J`0 est assurée
dès lors que le pas satisfait β ≤ 1/L avec L = λmax(Hw) la
plus grande valeur propre de la hessienne de JLS :

Hw = BH
w (ϕ)Bw(ϕ) (12)

D’après [7, 8], connaissant γ(i), l’étape de descente de gra-
dient (10) de Alg. 1 peut se reformuler sous la forme de la
minimisation d’un majorant QL de la forme quadratique JLS .
Le majorant QL est obtenu en procédant à un développement
limité au second ordre de JLS au voisinage de γ(i) :

JLS(γ) = JLS(γ(i)) + (∇JLS(γ))H(γ − γ(i))

+ 1
2 (γ − γ(i))HHw(γ − γ(i))

(13)

puis en majorant le terme quadratique de (13) :

JLS(γ) ≤ QL(γ) = JLS(γ(i)) + (∇JLS(γ))H(γ − γ(i))

+ L
2 ‖γ − γ

(i)‖22
(14)

Enfin, en choisisant le pas β = 1/L, γ̃(i+1) est obtenu en
minimisantQL ce qui donne lieu à (10). Remarquons que dans
le cas particulier β = 1/L = 1/λmax(Hw), (10) correspond
à une itération de l’algorithme de Gauss-Newton [2] appliqué
au majorant QL dont la hessienne est L × IG.

Ablin [7] a proposé une version accélérée de Alg. 1 en
exploitant la parcimonie de γ(i) à chaque itération. Dans [7], il
est montré que le pas β peut être remplacé par un pas adaptatif
β
(i)
S = 1/L(i)

S , calculé à chaque itération, en utilisant L(i)
S =

λmax(H(i)
w,S) la plus grande valeur propre de la hessienne

H(i)
w,S = B

(i)H
w,S (ϕ)B

(i)
w,S(ϕ) (12) obtenue en considérant la

restriction B
(i)
w,S(ϕ) du dictionnaire Bw(ϕ) aux colonnes dont
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les indices appartiennent au support S(i) de γ(i) à la i-ième
itération que nous définissons comme suit :

S(i) = supp(γ(i)) =
{
g | γ(i)g 6= 0

}
, i > 0

S(0) = {1, . . . , G} , i = 0
(15)

Si la condition [7] :

supp(γ(i+1)) ⊂ S(i) (©)

où γ(i+1) est obtenu en minimisant le majorant Q(i)
LS

calculé

en utilisant L(i)
S dans (13), est vérifiée alors β(i)

S = 1/L(i)
S est

un pas valide et Q(i)
LS
≤ QL.

Ainsi, la méthode [7] décrite par Alg. 2 minimise Q(i)
LS

qui
est un meilleur majorant de (13) que QL tout en bénéficiant
d’un pas β(i)

S = 1/L(i)
S supérieur au pas initial β = 1/L per-

mettant donc d’accélérer la convergence de Alg. 1 vers un
minimiseur local de J`0 . La FIGURE 1 présente les majorants

Alg. 2 : Algorithme FBS avec pas adaptatif [7]

1 i = 0
2 tant que critère d’arrêt pas satisfait faire
3 Calculer S(i) ainsi que β(i)

S

4 Obtenir γ(i+1)
temp via (9), (10), (11) en utilisant β(i)

S
5 si supp(γ(i+1)) ⊂ S(i) (©) alors
6 γ(i+1) ← γ

(i+1)
temp

7 sinon
8 Obtenir γ(i+1) via (9), (10), (11) en utilisant β
9 fin

10 i← i+ 1

11 fin

Q(i)
LS

obtenus avant (observation r (4)) et après blanchiment
(observation y (6)) pour plusieurs itérations de Alg. 2. Les
majorations obtenues après blanchiment sont plus fines que
celles obtenues sans cette transformation. De plus, remarquons
qu’après blanchiment, les surfaces sont substantiellement plus
plates. Ainsi, des pas plus grands peuvent être utilisés pour
l’étape de descente de gradient (10) permettant donc d’accélé-
rer l’algorithme.

3.2 Justification de l’accélération après blan-
chiment

Distance entre la surface JLS et son majorantQ(i)
LS

Dans
cette partie, nous allons montrer comment le blanchiment
donne lieu à des majorations plus fines de (13) et donc permet
d’accélérer la convergence de Alg. 2. Plaçons nous dans le
cas particulier de M = 2 sources et supposons que le support
de γ(i), S(i) (15), contienne uniquement les indices associés
aux directions des sources ie. γ = [γ1 γ2]

T . Sous l’hypo-
thèse que β(i)

S soit un pas valide [7] ie (©) est satisfaite, nous
avons supp(γ) ⊂ S(i) (15). La distance ε(i)1 entre le terme
quadratique intervenant dans (13) et son majorant est :

ε
(i)
1 = |L

(i)
S
2 ‖γ − γ

(i)‖22 − 1
2 (γ − γ(i))HH(i)

w,S(γ − γ(i))|

=
rBw (θ1,θ2)

1+rBw (θ1,θ2)
× |γ2 − γ(i)2 |2

(16)

FIGURE 1 – Projections des majorantsQ(i)
LS

dans les directions
des sources avant et après blanchiment. Le minimum global
du critère est représenté par un point rouge pour chaque critère.
Pour cet exemple, M = 2 sources de directions {θ1,θ2} =
{(0.5,−0.30) , (−0.75, 0.29)} donnant lieu à une corrélation
spatiale r2A(θ1,θ2) = 0.3) sont considérées avec K = 400
échantillons, RSB = 10 dB ainsi que le réseau défini dans la
section 4.

en associant la source de direction θ1 à l’indice 1 dans S(i)
ainsi qu’à la plus grande grande valeur propre de H(i)

w,S . Ré-
ciproquement, la source de direction θ2 est reliée à l’indice 2
ainsi qu’à la plus faible valeur propre.

Preuve Une décomposition en valeurs propres de H(i)
w,S sui-

vie de l’utilisation des expressions des valeurs propres H(i)
w,S

dans le cas M = 2 sources donne (16). �

La proposition (16) connecte ε(i)1 à la corrélation spatiale

entre les sources rBw
(θ1,θ2) =

bH
w (θ1)bw(θ2)

‖bw(θ1)‖2‖bw(θ2)‖2 calculée

pour les vecteurs bw(θ1),bw(θ2). À la suite du blanchiment
rBw

(θ1,θ2)→ 0 d’où ε(i)1 → 0. ainsi, la surface majorante se
rapproche donc du critère jusqu’à se confondre avec celui-ci.
Avant blanchiment, la corrélation spatiale est importante, ce
qui donne lieu à une plus grande distance ε(i)1 .

Équivalence avec un algorithme du second ordre En plus
du résultat (16), il est possible de montrer que les dernières
itérations de Alg. 2 après blanchiment sont équivalentes à
celles de l’algorithme de Gauss-Newton [2]. En reprenant les
hypothèses du paragraphe 3.2, une itération de l’algorithme de
Gauss-Newton s’écrit :

γ(i+1) = γ(i) − (H(i)
w,S)−1∇J (i)

LS,S(γ(i)) (17)

avec ∇J (i)
LS,S le gradient et H(i)

w,S la hessienne (12) obtenus en
se restreignant aux indices associés aux directions des sources.
Une itération de la partie gradient (9) de Alg. 2 est :

γ(i+1) = γ(i) − 1

λmax(H(i)
w,S)

I2∇J (i)
LS,S(γ(i)) (18)

Les éq. (18) et (17) sont similaires à la différence près que
l’inverse de la hessienne est remplacée par 1

λmax(H(i)
w,S)

I2 dans

(18). Ainsi, l’équivalence entre les éq. (18) et (17) s’appuie
sur la distance entre les matrices 1

λmax(H(i)
w,S)

I2 et (H(i)
w,S)−1
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au sens de la norme spectrale ‖·‖ = λmax(·). Nous pouvons
alors déduire le résultat suivant :

ε
(i)
2 = ‖(H(i)

w,S)−1 − 1

λmax(H(i)
w,S)

I2‖ =
2rBw (θ1,θ2)

(1+rBw (θ1,θ2))
2

(19)

Preuve En effectuant un développement limité de (H(i)
w,S)−1

puis en injectant l’expression de λmax(H(i)
w,S) [9], (19) est

obtenue. �

Le blanchiment ayant pour effet d’orthogonaliser les vec-
teurs directeurs dans les directions des sources [6, 9] ie.
rBw

(θ1,θ2) ≈ 0, il vient que ε(i)2 → 0. Ainsi, les dernières
itérations de l’algorithme après blanchiment sont équivalentes
à celles de l’algorithme de Gauss-Newton [2].

4 Résultats numériques

4.1 Paramètres des simulations
Un réseau à 6 antennes dont 5 distribuées sur un cercle de
rayon r = 0.8λ0 avec λ0 la longueur d’onde et une antenne
centrale est utilisé. M = 2 sources de directions {θ1,θ2} =
{(0.5,−0.30) , (−0.75, 0.29)} donnant lieu à une corrélation
spatiale r2A(θ1,θ2) = 0.3 sont considérées avec K = 400
échantillons et RSB = 10 dB. Une grille oracle avec un pas
de 0.1 en u et en v contenant les estimées du MV est employée
afin de supprimer le biais lié à l’erreur de grille. La pénalité
`0 est remplacée par la fonctionnelle Continuous Exact `0
penalty (CEL0) [10] qui préserve le minimiseur global de
`0 tout en supprimant de nombreux minima locaux. λ est
respectivement choisi via [11] pour l’observation non-blanchie
r (4) et selon [4] après blanchiment (observation y (6)). Le
pas β(i)

S = 1/L(i)
S de Alg. 2 est calculé en utilisant la méthode

des puissances afin de réduire le coût calculatoire. Enfin, les
algorithmes Alg. 1 et Alg. 2 sont initialisés avec γ(0) = 0G×1.

4.2 Analyse numérique de la convergence
La FIGURE 2 présente les courbes de convergence obtenues
avant et après blanchiment pour l’algorithme FBS standard
Alg. 1 [5] et sa version accélérée Alg. 2 [7]. Les pas de
l’étape de gradient (10) correspondants sont également re-
présentés. Premièrement, remarquons que le blanchiment amé-
liore légèrement la vitesse de convergence en réduisant le
nombre d’itérations nécessaires pour atteindre le critère d’ar-
rêt, ‖γ(i+1) − γ(i)‖22/‖γ(i)‖22 ≤ 10−6, de 1257 itérations à
759 itérations. L’utilisation de la version accélérée après blan-
chiment Alg. 2 permet une convergence extrêmement rapide et
stable en seulement 12 itérations. Au contraire, avant blanchi-
ment, l’algorithme accéléré est très instable et converge en 253
itérations. Le TABLEAU 1 confirme l’amélioration de la vi-
tesse de convergence obtenue en combinant l’algorithme FBS
accéléré au blanchiment. En effet, pour l’algorithme accéléré,
seulement 12 itérations sont nécessaires pour converger au lieu
des 118,5 requises sans blanchiment.

5 Conclusion
Cette communication propose d’exploiter un algorithme par-
cimonieux à pas variable afin de mettre en œuvre une radio-

10−15
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105

|J
L
S
(γ

(i
)
)
−

J
? M

V
| Algo. FBS standard, observation r Algo. FBS accéléré, observation r

Algo. FBS standard, observation y Algo. FBS accéléré, observation y

100 101 102 103
10−2

10−1

100

Itération i

β
(i
)

S

FIGURE 2 – Haut : Courbes de convergence avant et après
blanchiment avec J ?MV le mininimum global de JLS . Bas :
pas à chaque itération.

Algorithme Observation r (4) Observation y (6)

FBS standard [5] 1380,0 633,5

FBS accéléré [7] 118,5 11,3

TABLEAU 1 – Nombre moyen d’itérations sur 100 réalisations
de bruit.

goniométrie 2D au sens du Maximum de Vraisemblance à
moindres coûts. Plus particulièrement, nous montrons com-
ment l’étape de blanchiment accélère significativement l’algo-
rithme en rendant ses dernières itérations équivalentes à celles
d’une méthode du second ordre dont l’implémentation est bien
plus coûteuse. Des simulations numériques témoignent du gain
en terme de vitesse de convergence.
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