Estimation des statistiques d’un canal de Rayleigh a partir
de mesures du rapport signal a interférences plus bruit

David J1a!2, Xavier LETURC!, Mohamad AssAAD?, Christophe LE MARTRET!

IThales SIX GTS France
4 Avenue des Louvresses, 92230 Gennevilliers, France

ZLaboratoire des Signaux et Systemes (L2S, CNRS), CentraleSupelec, France
3 Rue Joliot Curie, 91190 Gif-sur-Yvette, France

{david. jia, xavier.leturc,christophe.le_martret}@thalesgroup.com
mohamad.assaadl@centralesupelec.fr

Résumé — Cet article traite le probléme de 1’estimation des paramétres de la distribution du rapport signal a interférences plus bruit (RSIB) dans
un canal aléatoire de Rayleigh plat en fréquence et en présence d’une unique source interférante. On suppose qu’un ensemble de réalisations
instantanées du RSIB est disponible, et notre objectif est d’estimer I’amplitude moyenne du canal direct et du canal interférant. Pour ce faire,
nous proposons deux estimateurs : un estimateur du maximum de vraisemblance (MV) et un estimateur moins complexe basé sur la méthode des
moments (MdM) a I’ordre deux. Nous proposons pour chacun de ces estimateurs une procédure numérique basée sur 1’algorithme de Newton.
Les performances de ces estimateurs sont évaluées par simulations et leur variance comparée a la borne de Cramer-Rao.

Abstract — In this paper, we tackle the problem of the Signal-to-Interference-plus-Noise ratio (SINR) distribution estimation under flat Rayleigh
fading with a single interferer. Assuming that we collect a set of SINRs’ values from the receiver, the distribution is parametrized by the direct and
interfering channel magnitude that need to be estimated. To that purpose, we propose here two estimators: the maximum likelihood estimator
and a second order method of moments that is less complex. For both estimators we propose a numerical implementation scheme based on
Newton’s algorithm. We provide simulations to assess the performance of our proposed estimators and to compare them against the Cramer-Rao

lower bound.

1 Introduction

Le rapport signal a interférences plus bruit (RSIB) est un para-
metre important pour mesurer la qualité de la liaison entre un
émetteur et un récepteur en présence d’interférences dans les
réseaux de communications sans fil multi-utilisateurs. Ce para-
metre est par exemple utilisé pour effectuer I’allocation des
ressources.

Dans les canaux aléatoires, le RSIB est une variable aléatoire
puisque les signaux utiles et interférants sont soumis a des fluc-
tuations aléatoires. Dans certains contextes tels que les réseaux
véhicule a véhicule [1] ou dispositif a dispositif (DaD) [2], le
temps de retour du RSIB du récepteur a I’émetteur est trop long
par rapport a la vitesse de fluctuation temporelle du canal et
ainsi seules des valeurs obsoletes de RSIB sont disponibles a
I’émetteur. Dans ce cas, une approche statistique est nécessaire
pour modéliser les fluctuations du RSIB.

Plusieurs travaux de la littérature concernant 1’allocation de
ressources considerent la présence d’un unique interférant, com-
me par exemple [3] pour le DaD, ou [4] pour lequel un schéma
d’acces multiple non-orthogonal est utilisé afin de permettre
a deux utilisateurs de transmettre simultanément grice a un
mécanisme d’annulation successive d’interférences. Dans ces
travaux, la densité de probabilité (dp) du RSIB est utilisée pour

calculer une capacité ergodique afin de trouver les parametres
optimaux d’allocation des ressources.

Dans le présent article, nous considérons 1’hypothese d’un
seul interférant et d’un canal aléatoire de Rayleigh plat en fré-
quence. La distribution du RSIB dépend alors de deux parame-
tres scalaires : i) la puissance moyenne du canal utile, et ii) la
puissance moyenne du canal interférant. Dans la suite de ce
document, nous appellerons "parametres statistiques du RSIB"
ces deux parametres. Nous supposons que le récepteur dispose
d’un ensemble d’échantillons de RSIB estimés et notre objectif
est d’estimer les parametres statistiques du RSIB a partir de ces
échantillons. Les auteurs de [5] ont proposé un estimateur du
maximum de vraisemblance (MV) des parametres statistiques
du RSIB dans le contexte d’un canal présentant des effets de
masquage, en approximant la distribution des échantillons du
RSIB a I’aide d’une loi log-normale.

Dans cet article, nous proposons deux estimateurs pour déter-
miner les parametres statistiques du RSIB : i) I’estimateur du
MV, ii) un estimateur basé sur la méthode des moments (MdM).
Les principales contributions de cet article sont la proposition
de procédures numériques pour la mise en ceuvre des estima-
teurs et I’évaluation de leur performances par simulations. En
particulier, nous comparons leur variance avec la borne de Cra-



mer-Rao (BCR) dont nous avons calculé une expression analy-
tique non fournie dans cet article par manque de place.

Le reste de cet article est organisé comme suit. Tout d’abord,
nous décrivons le modele du systeme considéré dans la sec-
tion 2. Nous détaillons ensuite la mise en ceuvre des estima-
teurs proposés dans la section 3. Les performances de ces es-
timateurs sont ensuite comparés a 1’aide de simulations en sec-
tion 4. Enfin, nous concluons dans la section 5.

2 Modéele du systeme

Nous considérons un réseau composé de trois nceuds : un émet-
teur 77 communicant avec un récepteur Ry, et un émetteur in-
terférant 75 communicant sur le méme canal créant ainsi des
interférences au niveau du récepteur ;. Le signal recu en R,

s’écrit :
y1 = /Piy1 hisy + /Paya hasa + na, (D

ou s; est le symbole transmis par T;, P; est la puissance trans-
mise par Tj, h; ~ CN(0,1) est une réalisation aléatoire du
canal de Rayleigh entre I’émetteur T} et Ry avec CN (i, T') la
loi normale complexe de moyenne y et de variance I', v; et
72 correspondent respectivement aux amplitudes du canal di-
rect et du canal interférant, et n; ~ CN(0, P,) est un bruit
blanc gaussien et centré. Dans cet article, nous supposons que
la puissance du bruit P, et les puissances d’émission P; et
P5 sont parfaitement connues. Notre objectif est d’estimer les
parametres 1 et yo.

Pour ce faire, on suppose comme dans [5,6] que le récepteur
R, fournit des estimations des valeurs instantanées de RSIB
qui s’exprime d’apres (1) par S := Pyy1|h1|?/(Po+Paya|hal?)
ol := signifie "égal par définition". En posant a := P; /P,

b:= Py/Py, oy := |h1]?, g := |ha|?, S peut étre ré-exprimé
comme : avion
= _tny ?)
1+ by200

Le terme avy;«; intervenant dans (2) s’interprete comme le
rapport signal a bruit (RSB) instantané que I’on note RSBj,, et
le terme bypcra comme le rapport interférence a bruit (RIB) in-
stantané que 1’on note RIBj,i. Dans le reste de I’article les ter-
mes "RSB" et "RIB" désignerons respectivement les espérances
mathématiques de RSB, et de RIBj,y, qui sont égales a avy;
et bys.

L’expression de la dp de S est fournie dans [7] et s’écrit :

z \ ay1 +byex + ayibye
ps(z;y) =exp | —— — 3
a1 (av1 + bya)
avecy = (71,72).

Dans la suite de cet article, on suppose qu’on dispose de N
échantillons de RSIB indépendants et identiquement distribués
(i.i.d) désignés par S := (Si,...,Sn), et notre objectif est
d’estimer ~y; et 2 a partir de S.

3 Estimateurs proposés

Dans cette section, nous proposons deux estimateurs de « a
partir de S : I'un basé sur la maximisation de la vraisemblance,

)

et ’autre basé sur la MdM a I’ ordre deux.

3.1 Estimateur du maximum de vraisemblance

L’estimateur du MV de - est obtenu en maximisant la fonc-
tion de log-vraisemblance de S que ’on note ¢s(y) et qui
peut facilement s’exprimer a partir de (3) comme {g(v) :=
25:1 log(ps(Sn;y)) étant donné le fait que les échantillons
de S sont i.i.d.

Maximiser /g () par rapport & -y revient a chercher ses points
stationnaires, ¢’est-a-dire les couples vV = (77,75 ) tels que
9:(Y) = [0,0]" ot ge(7) = [52-As(7), 5% s (1)]" est
le vecteur gradient de fg(y) dont I’expression analytique est
omise par manque de place.

Sans pouvoir le démontrer de maniere formelle, nous con-
jecturons apres une étude numérique de ¢s () que cette fonc-
tion possede les propriétés suivantes : 1) elle possede un point
stationnaire unique, et 2) elle est quasi-concave et tend vers une
constante quand 2 — +00. On déduit de 1) que I’identification
d’un point stationnaire par toute méthode d’optimisation sera le
point optimal, tandis que la propriété 2) indique que I’initialisa-
tion de la méthode d’optimisation doit €tre faite avec précau-
tion afin de garantir la convergence de 1’algorithme employé.

Nous proposons d’utiliser une méthode de descente basée
sur I’algorithme de Newton [8]. Le vecteur de descente est
donné par —H, g, ot H est la matrice hessienne de /s (7)
dont I’expression est omise dans cet article. Pour I’initialisation,
nous proposons de chercher par essais-erreurs aléatoires un point
initial tel que H soit définie négative. Compte tenu de 1’exis-
tence d’un maximum unique de £g(~y), cette condition permet
de garantir la convergence de 1’algorithme de Newton avec un
pas controlé. Le pas est initialisé a 1 et contr6lé par division
successive par 2 de maniere a assurer 1’accroissement de la
fonction a maximiser ainsi que la négativité de H, a chaque
itération. On peut noter que le nombre de variables étant égal a
deux, I’inverse de la hessienne et le calcul des valeurs propres
se calculent de maniere analytique, réduisant ainsi la complex-
ité de I’'implémentation.

3.2 Estimateur par la méthode des moments
3.2.1 Expression de I’estimateur

La MdM a l'ordre deux consiste a égaler les deux premiers
moments théoriques des échantillons a leurs équivalents em-
piriques. Cet estimateur a I’avantage d’étre moins complexe et
plus simple a initialiser que I’algorithme du MV, au détriment
d’une variance d’estimation plus élevée. Les moments em-
piriques du premier et second ordre des échantillons regus sont
définis par M, := (1/N) SN | S, et My == (1/N) SN 82
Les moments théoriques du premier et second ordre ¢ () =
E[S], ¢2(v) := E[S?] ont été calculés dans [9] et s’écrivent,
en posant w = g i $1(y) = anwe?Ei(w) et ¢o(v) =
2(ay1)?w(l — e Ey(w)) avec Ei(z) = f;roo(e’t/t)dt la
fonction exponentielle intégrale. Les valeurs estimées par 1’ esti-



mateur de la MdM sont données par la résolution du systeéme
d1 (™M) = My, 2 (y™M) = M,. En posant r := % on peut
démontrer le résultat suivant (les calculs sont omis par manque
de place) :

Résultat 1 Les estimées vM de Iestimateur de la MdM sont la
solution du systeme suivant :

M

M _ 1 M

=3 (1 +4/1 +2br72) (4a)
f(s) =0, (4b)

ou f(z) est définie par

f(z) = L V1 +2bre ”;;%mel/bZElu/bz) -1.

La résolution du systeme fournit dans (4) s’opere en com-
mengant par calculer 73! en résolvant (4b), puis en insérant
cette valeur dans (4a) pour en déduire v}M. Afin de caractériser
les solutions de (4b), il convient d’étudier les propriétés de
la fonction f(z), ce qui n’est pas triviale. Nous avons toute-
fois pu démontrer (démonstrations omises) : p;) f(0) = 0,
Po) lim, oo f(2) = —Letpy) f/(0F) :=lim, o+ f'(2) =
b(r/2 —1).

D’apres ps, on en déduit que le signe de f’(0") ne dépend
que du rapport 7, et on a ainsi : Vr > 2, f/(0%) > Oet Vr <
2, f/(07) < 0. Nous avons de plus observé numériquement
que la fonction (5) possede les propriétés suivantes (que nous
conjecturons) : py) f/(017) < 0 = Vz > 0, f(z) < 0, p5)
f/(07) > 0= 3z > 0telque f(z1) =0.

Dans le cas ot f/(07) < 0, la solution de (4b) est /' = 0 et
on obtient directement YM = M /a. Dans le cas ot f/(07) >
0, (5) possede une unique racine non nulle z; d’apres la pro-
priété ps. Dans ce cas on gardera comme solution de (4b) la
racine z; ce qui correspond au cas avec une interférence. Une
procédure numérique est proposée dans la section suivante afin
de déterminer cette racine.

3.2.2 Recherche du zéro non-nul de f(z)

Nous sommes ici dans le cas f/(07) > 0. Puisqu’il n’existe
pas de solution sous forme analytique pour (4b), nous pro-
posons d’utiliser la procédure numérique de Newton. On dé-
duit des propriétés p, et ps que la fonction f(z) se comporte
de la maniere suivante, comme illustré dans la Figure 1 lorsque
RIB = 10 dB : elle est tout d’abord positive et croissante, passe
par un maximum et décroit ensuite. Elle coupe I’axe des z en
z = z; puis devient négative avec comme limite —1 quand
2z — 4o00. Linitialisation de 1’algorithme de Newton doit €tre
faite de maniere précautionneuse et assez proche de la racine
z = z; afin d’éviter que I’algorithme ne diverge.

Nous proposons donc une premiere phase de recherche d’un
encadrement de la racine par dichotomie, la valeur inférieure a
la racine z, < z; vérifiant f(z,) > 0 et la valeur supérieure a
la racine z4 > z; vérifiant f(z4) < 0. Une maniére de déter-
miner la premiere valeur d’une des bornes de la dichotomie
est de se fixer une valeur zyp = 1 puis d’appliquer la regle
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Figure 1: Graphes de f(z) pour RIB=10 dB et RIB=-10 dB.

suivante : si f(z9) < 0, alors on pose zq = zp et I’on déter-
mine z, en divisant successivement z, par deux jusqu’a trou-
ver f(zg) > 05 si f(z0) > 0, alors on pose z;, = 2o et
I’on détermine z; en multipliant successivement z4 par deux
jusqu’a trouver f(z4) < 0. Une fois les valeurs initiales trou-
vées, on applique la dichotomie de maniere itérative jusqu’a ce
que I’encadrement de la racine soit suffisamment précis pour
démarrer 1’algorithme de Newton. Nous proposons comme
critere d’arrét de la dichotomie les deux conditions suivantes :
D) f'(z4) < 0et f'(z4) < 0 et2) la différence absolue en-
tre les premieres itérées de Newton initialisées par z, et zg
est inférieure a un seuil donné : |z, — f(z4)/f'(24) — za +
f(za)/f'(za)] < e. Lorsque ces deux conditions sont véri-
fiées, alors I’algorithme de Newton est initialisé a la valeur
(29 + 24)/2.

4 Résultats numériques

Dans cette section, nous étudions numériquement les perfor-

mances des estimateurs proposés en termes d’erreur quadra-

tique moyenne (EQM), définie pour un estimateur donné

par : EQM = E[(§; — v;)?],j = 1,2. Nous comparons les

EQMs avec la BCR du probleme d’estimation associé, dont
I’expression analytique a été calculée mais est omise dans cet
article par manque de place. Puisque nous disposons de 1’expre-
ssion analytique de la dp de S donnée par (3), nous proposons

d’étudier les performances des estimateurs en mesurant 1’écart
entre la dp théorique calculée avec le vrai « ayant servi a générer
les données et la dp calculée avec la valeur estimée 4 (" ou

~M). Nous utilisons pour ce faire I’erreur quadratique intégrale

moyenne (EQIM) définie par EQIM := E [ |p(t) — ﬁ(t)|2 dt,

avecp =t — ps(t;vy) etp:=t+— ps(t;4). Nous étudions

I’influence du nombre d’échantillons IV et chaque résultat est
moyenné sur 10° réalisations de Monte-Carlo. Les EQM et la
BCR ont été normalisées par (7;)2.

Les parametres des simulations sont fixés comme suit: P; =
P, = P, = 1W,ce qui conduit 4 a = b = 1. Nous posons
v1 = 100 pour obtenir RSB = 20 dB et v = 10 pour avoir
RIB = 10 dB. Lors de I’initialisation de la méthode de Newton
pour ’estimateur du MV, les essais-erreurs aléatoires se font
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Figure 2: EQM de 'yllv[, 734, fy}/, fy;’ et BCR en fonction de NV
pour RSB = 20 dB et RIB = 10 dB.

dans un intervalle qui correspond a un RSB compris entre -10
et 30 dB, et un RIB compris entre -20 et 20 dB.

La Figure 2 représente I’EQM des estimateurs proposés et la
BCR associée en fonction du nombre d’échantillons N. Nous
pouvons effectuer les observations suivantes : i) 'EQM des
estimateurs proposés diminue lorsque N augmente, ii) comme
attendu, I’estimateur du MV est optimal en terme d’EQM puis-
qu’il atteint la BCR, tandis que 'EQM du MdM est plus élevée.

EQIM pour Pestimateur de la MdM
- = EQIM pour l'estimateur du MV

102
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Figure 3: EQIM en fonction de N pour les estimateurs du MV
et de la MdM pour RSB = 20 dB et RIB = 10 dB.

La Figure 3 représente I’EQIM pour les estimateurs du MV
et de la MdM. On constate que ’EQIM des estimateurs diminue
lorsque N augmente et que 1’estimateur du MV a une EQIM
plus petite que celle et de la MdM démontrant de meilleures
performances pour 1’estimateur du MV. Ce constat corrobore
ce que I’on avait observé a la Figure 2 en terme d’optimalité de
I’estimateur du MV vis a vis de 'EQM.

Enfin, nous avons étudié la complexité des estimateurs pro-
posés. La complexité de la MdM est de I’ordre de 3NV, tandis
que celle du MV est de I’ordre de 835N La différence de com-
plexité s’explique par le fait que la méthode de Newton utilisée
pour la MdM est unidimensionnelle tandis que celle utilisée
dans le MV est bidimensionnelle.

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons proposé deux nouveaux estima-
teurs basés sur la méthode du MV et la MdM pour estimer les
parametres statistiques du RSIB dans un canal de Rayleigh plat
en fréquence en présence d’un seul interférant a partir d’échan-
tillons de RSIB. Les deux estimateurs ont été¢ implémentés
a I’aide de la méthode de Newton pour lesquels nous avons
proposé des procédures d’initialisations garantissant la conver-
gence des algorithmes. Les performances des estimateurs ont
été étudiées par simulations et ont montré que la variance de
I’estimateur du MV est proche de la BCR, alors que la variance
de la MdM est légerement plus élevée. Toutefois, 1’estimateur
MdM présente 1’avantage d’étre moins complexe que celui du
MV. Comme perspective, il serait intéressant de compléter
I’étude en étudiant la robustesse des algorithmes au bruit d’esti-
mation du RSIB.
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