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Résumé — [’ algorithme de Support Vector Regression est utilisé notamment en biostatistique par la méthode appelée Cibersort, afin d’estimer
les proportions de cellules présentes au sein d’une tumeur. De par la nature de ce qui est estimé, 1’estimateur obtenu doit avoir des coefficients
positifs dont la somme est égale a un. La méthode la plus utilisée aujourd’hui dans ce domaine ne gere ces contraintes que dans un second
temps, dans une étape de post-normalisation. Nous proposons donc un nouvel estimateur appelé Linear Simplex Support Vector Regression
(LSSVR) qui prend en compte les contraintes liées a 1’estimation de proportions directement dans le probleéme d’optimisation. Nous proposons
un algorithme de résolution généralisant les techniques de type Sequential Minimization Optimization.

Abstract — The Support Vector Regression algorithm is used in biostatistics by the Cibersort method, to estimate the proportions of cells present
inside the tumor. Since we are estimating proportions, the estimator has to have positive coefficients and their sum should be equal to one. The
gold standard method used today only manage these constraints in a second step, in a post-normalization step. We propose a new estimator called
Linear Simplex Support Vector Regression (LSSVR) which takes into account these constraints directly. We propose an algorithm that solve the

LSSVR problem generalizing the Sequential Optimizing Optimization technics.

1 Introduction

Les algorithmes de Machine a Vecteurs de Support (SVM),
proposés par Vapnik [12], sont tres utilisés pour effectuer de la
classification ou de la régression. On les retrouve pour la clas-
sification dans des taches de reconnaissance faciale [6], classi-
fication d’images [2], classification des types de cancer [5] et
pour la partie régression dans la prédiction de série temporelle
en finance [11] et la prédiction de quantité de cellules au sein
d’une tumeur [8] entre autres. C’est cette derniere application
qui est le contexte de notre travail. Le but est de retrouver a
partir de I’expression des genes de la tumeur (signal brouillé),
la quantité de cellules de différents types présentes au sein de
celle-ci. On dispose également de 1’expression des genes de
cellules seules (signal pur).

Soit X € R!*™ la matrice qui contient les signaux purifiés
des populations cellulaires. Cette matrice est appelée matrice
de signature. Le nombre de lignes [/ représente le nombre de
geénes et n le nombre de populations cellulaires dont la quan-
titée est a estimer. Soit également y € R’ un signal brouillé
obtenu a partir d’un échantillon tumoral dont on veut connaitre
la composition cellulaire. On peut alors modéliser la relation
entre X et y par un modele linéaire :

y=Xp+e ey
ou B € R™ est le vecteur des quantités que 1’on estimera a

partir des données contenues dans X et y et ¢ € R” est le
terme d’erreur.

Cibersort [8] est le nom de la méthode de référence utili-
sée aujourd’hui pour effectuer I’estimation de ces proportions
de cellules. Elle est basée sur I’algorithme de Support Vector
Regression (SVR) [4]. Cette méthode ne prend pas en compte
les contraintes liées a I’estimation de proportions directement
dans le probléme d’optimisation mais va en tenir compte seule-
ment dans une étape de projections apres I’estimation. Nous
proposons un estimateur basé sur la SVR mais qui inclut les
contraintes de positivités et de somme des coefficients égale
a 1 dans le probleme d’optimisation. L’ estimateur obtenu peut
donc directement étre interprété comme des proportions de cel-
lules sans avoir a le normaliser. Cet estimateur, Linear Simplex
Support Vector Regression (LSSVR), ajoute ces deux contraintes
linéaires au probleme quadratique classique de la SVR. Cela
contraint ’estimateur a appartenir au simplexe de probabili-
tés de I’espace auquel il appartient. Cette idée s’inscrit dans la
méme ligne que les travaux effectués dans [7] et [3] sur res-
pectivement 1’incorporation de connaissance préalable dans la
SVR et la régression ordinale. Nous proposons un algorithme
de résolution du probleme LSSVR généralisant les techniques
de type Sequential Minimization Optimization (SMO). Nous
comparons les performances de cet algorithme avec I’algorithme
de la SVR classique et I’algorithme du solver CVXopt.



2 Support Vector Regression

La version du probleme la plus utilisée est la e-SVR mais la
version utilisée en biostatisque est la version »-SVR de Schol-
kopf [10]. Les différences entre ces deux algorithmes viennent
notamment de leurs hyperparametres. La version e-SVR a deux
hyperparametres : € qui contrdle le seuil a partir duquel une pe-
nalité sera appliquée a une observation et C' qui contrdle 1’er-
reur globale. La v-SVR a deux hyperparametres v, qui permet
de contrdler le nombres de vecteurs de support utilisés pour
I’estimation et C' qui contrdle I’erreur globale. € est une va-
riable dans le probleéme d’optimisation.

2.1 Le probleme d’optimisation

Le but de la SVR est de trouver les coefficients d’une fonc-
tion linéaire qui caractérise la relation entre X et y. Cette fonc-
tion linéaire que 1’on note f a la forme suivante :

f(x)

L’estimation des coefficients [ est le résultat du probleme d’op-
timisation primal :
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Le choix des hyperparametres C' € R et v € [0, 1] est sou-
vent réalisé par validation croisée en choississant le couple de
parametres qui minimisent I’erreur quadratique moyenne par
exemple. Les variables & et £* sont des variables de ressort
qui permettent de relacher les contraintes. Sans ces variables le
probléme d’optimisation (3) n’aurait de solution que si toutes
les observations ; seraient au plus éloignées de € de 7 ;. Ce
qui dans la pratique n’est pas souvent le cas. Cela revient a re-
garder la fonction de cofit suivante :

0l

Dans la plupart des cas la solution de (3) est plus facile a ob-
tenir en utilisant sa formulation du probleme dual. En écrivant
le lagrangien du probleme (3) et les conditions d’optimalités
KKT, on arrive a la formulation suivante du probléme dual :

si g < e
sinon.

“

min %(a—a*)@(a—a*)%—y”a—a*)

L . C
sujet a 0< a0 < T 5)
el(a—a*)=Cv

el'(a—a*) =0,

ol Q;; = (x;,z;) et e € R est le vecteur avec seulement
des 1.

On remarque que (5) ne dépend que du produit scalaire entre
x; et x;. Ce probleme quadratique avec contraintes linéaires
peut étre résolu de différentes manieres mais nous allons pré-
senter rapidement la méthode de résolution avec 1’algorithme
de minimisation minimale séquentielle (Sequential Minimiza-

tion Optimization, SMO) proposé par Platt [9].

2.2 D’algorithme de résolution SMO

L’algorithme implémenté dans la librairie libSVM [1] pour
résoudre le probleme (5) utilise la SMO. A chaque itération
seulement deux variables sont choisies et optimisées. Le reste
des variables est considéré comme constant au cours de cette
étape. L’avantage principale de cette méthode est qu’il existe
une écriture explicite de la solution pour deux variables. Il n’y
a donc pas besoin d’utiliser un solver. Nous allons maintenant
rapidement présenté cet algorithme.

On note f(o,a*) = #(a — a*)Q(a — a*) + y¥' (o — a*)
et V f(«, a*) son gradient. On peut montrer que les conditions
d’optimalités pour le probleme (5) se résume a :

Pour les variables «;

— Case 1- o; = 0implique que V f (o, v ); — 11 — a2 > 0
— Case2-q; = % implique que V f (o, v )s — o1 — o < 0
— Case3-0< oy < % implique que V f(a, i) — 1 —
p2 =0
On considere alors deux ensembles d’indices :
. C
Iup:{ze{l,...,l}:a,-<7} (6)
Tow ={i€{1,...,1} 1 a; > 0} (7)

La condition d’optimalité pour ces variables sont satisfaites si
et seulement si min V f(6); > max V£(0);
J€Low

1€ up
Pour les variables o

— Casel-of = Oimplique que Vf(a,ax)i—p1+p2 >0
— Case2-af = 1mphque que Vf(a,au)i—p1+ps <0
— Case 3-0 < az < = 1mphque que Vf(a, ) — 1 +
p2 =0
On considere alors deux ensembles d’indices :
e
upi{ze{l l}:ai <7} (8)
I, ={ie{l,....l}:af >0} 9

La condition d’optimalité pour ces variables sont satisfaites si
et seulement si mzm Vf(0); > max Vf(0);
€ jEl;

up J low

L’algorithme SMO va donc a chaque itération choisir deux
variables a optimiser en prenant les variables qui s’éloignent le
plus de la condition d’optimalité. C’est a dire que si la condi-



tion n’est pas respecté on va choisir les indices :

i = argminV f(0); (10)
i€1up
j = argmaxV f(6); (11)
i€liow
i* = argminV f(0); (12)
i€l
j* = argmaxV f(0); (13)
i€l

low

Les variables a optimiser seront donc «; et a; si Vf(0); —

V()i > Vf(0); —Vf(0)i etaf, o sinon.

3 Linear Simplex Support Vector Regres-
sion (LSSVR)

A partir de ces travaux déja bien connus sur la SVR et les
applications dont nous avons parlé en introduction, nous avons
étudié ce que I’ajout de contraintes linéaires sur S pourrait
changer dans la résolution du probleme d’optimisation. Nous
avons travaillé sur les contraintes liées au simplexe de probabi-
lités. Ces contraintes apparaissent naturellement dans 1’appli-
cation de la SVR en biostatistiques lorsqu’on cherche a estimer
des proportions de cellules présent dans une tumeur. Le pro-
bleme d’optimisation primal (3) avec I’ajout de ces contraintes
devient donc :
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On s’est intéressé au probleme dual afin de voir s’il était
possible de trouver des similitudes avec (5) et éventuellement

d’appliquer un algorithme de type SMO modifié. Le dual du
probléme d’optimisation (14) peut s’écrire sous la forme :
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ouQ e RN avec N=2l+n+1,0etpcRY.

Les conditions KKT vont donner différentes conditions d’op-
timalités pour les différents blocs de variables correspondant
aux différentes contraintes sur les coefficients de . Elles vont
avoir de grandes similarités avec les conditions du probleme
(5) mais on va avoir quatre blocs de variables au lieu de deux.

On définit f(0) = 167Q0 + p”0 et V f(0) son gradient et
également 4 ensembles d’indices :

Iup:{ie{l,...,l}:9i<%} (16)
Tow = {ie{1,...,1}: 6, > 0} (17)
I;jp:{ie{l—i—l,...,%}:ei<%} (18)
I ={ie{1+1,...,21}: 6, > 0} (19)

Les conditions d’optimalités sont les suivantes :

— Si¢ € {1,...,1} : les conditions d’optimalités sont sa-
tisfaites si et seulement si
> ; 2
BV 2 2 VIO 0
— Siie {l+1,...,2l} : les conditions d’optimalités sont
satisfaites si et seulement si
> ; 21
minVF(0); 2 max Vf(0); 21

up low

— Sii e {2141,...,2l4+n} : les conditions d’optimalités
sont satisfaites si et seulement si

V() =0 (22)

— Sii = 2l + n + 1 : les conditions d’optimalités sont
satifaites si et seulement si

Vf(©)i =0 (23)

Les conditions (20) et (21) sont les mémes que pour la SVR
classique. Les conditions (22) et (23) viennent de 1’ajout des
contraintes liées au simplexe de probabilités. A partir de ces
conditions d’optimalités nous proposons un algorithme adapté
de la SMO pour la SVR classique mais qui va alterner des
étapes de SMO classique et des étapes d’optimisation des va-
riables liées aux contraintes du simplexe de probabilités.

L’algorithme que nous proposons part d’un vecteur dans le
domaine de faisabilité et a chaque itération choisie une ou deux
variables a optimiser. On considere :

=Vf(0); = V10 (24)
Vf()**vf() (25)

0 = _k€{2l+1,..ri2l+n}v'f(0)k (26)
04 =V f(0)a1+n+1 (27)

Si 61 = max(d1, d2, d3,d4) alors on applique une étape de
type SMO classique. De méme si 6o = max(d1, d2,d3,d4). Si



03 = max(dy, 02, d3, 04 ), on selectionne la variable qui s’éloigne
le plus la condition d’optimalité (22) et cela revient a résoudre
a probléeme d’optimisation a une variable avec une contrainte
de positivité. Enfin si 64 = max(d1, d2,d3,04), il suffit sim-
plement de trouver le minimum d’une fonction quadratique a
une variable sans contraintes. Notre algorithme passe de bloc
en bloc en optimisant la/les variable(s) qui sont le plus loin de
la condition d’optimalité.
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FIGURE 1 — Comparaison des temps de calcul pour la résolu-
tion de la SVR et LLSVR

Nous avons généré des données synthétiques pour tester la
vitesse de résolution de notre algorithme par rapport au solveur
CVXopt et la SMO pour la SVR classique. Ces données ont été
obtenues via la fonction make_regression de scikit-learn. Le ré-
sultat de cette génération est donc une matrice X, un vecteur
y et un vecteur de coefficient Sy qui donne la relation linéaire
entre X et y. Afin que 3y appartienne au simplexe de probabi-
lités, nous avons simplement appliqué une projection de Fy sur
cet espace noté 35*et modifié le y en y® = X35 Pour cette
simulation, nous avons fixé le nombre de colonnes de X, n = 5
et les parametres de la LLSVR C' = 1 et v = 0.5. Les temps
de calculs ont été obtenus sur une machine avec un processeur
Intel Core i5 de 2.3 GHz et possédant 8 Go de RAM.

La figure 1 présente les temps de calcul pour les différentes
méthodes de résolution des problemes (3) et (14). On remarque
que I’algorithme SMO pour la LSSVR est plus rapide que la ré-

solution avec le solver CVXopt. Cependant, I’ajout des contraintes

du simplexe dans le probleme d’optimisation augmente de ma-
niere importante le temps de résolution du probleme. L’algo-
rithme SMO pour résoudre la SVR classique reste plus rapide
est reste de I’ordre de la seconde.

4 Conclusion

L’estimateur LLSVR integre les contraintes liées a 1’esti-
mation de proportions a I’intérieur du modele d’optimisation
de la SVR. Nous proposons un algorithme de résolution basé
sur la SMO qui est plus efficace que les solvers classiques.

Une des questions sous-jacentes a la modélisation est de savoir
si le modele linéaire est le modele le plus adapté pour effec-
tuer la quantification des populations cellulaires. Les méthodes
de type SVM permettent facilement d’adapter la méthode a
d’autres types de relation, grice notamment au "kernel trick".
Il pourra étre intéressant de voir s’il est possible d’adapter la
LSSVR a d’autres noyaux (gaussien, RBF, sigmoid, ...)
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