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Résumé — Dans cet article, nous étudions la Factorisation en Matrices Binaires (FMB) qui est un probléme similaire 2 1a NMF dans le cas
des matrices a valeurs dans I’ensemble {0, 1}. Une condition nécessaire et suffisante d’identifiabilité pour le modele FMB est fournie. Deux
algorithmes fondés sur le modele de mélange post non-linéaire proposé, qui garantit la binarité du produit matriciel, sont introduits et comparés

a ceux de I’état de I’art.

Abstract — In this article, we study the Binary Matrix Factorization (BMF), which is similar to the NMF (Nonnegative Matrix Factorization)
problem with a binarity constraint on the matrices. A necessary and sufficient condition for the identification of the BMF model is provided. Two
algorithms based on the proposed post nonlinear mixture model, which guarantees the binarity of the matrix product, are presented and compared

with the state of art.

1 Introduction

Les données binaires occupent aujourd’hui une place impor-
tante dans le domaine de I’analyse de données. Il s’agit des
données qui ne peuvent prendre que deux valeurs discretes, le
plus souvent 0 ou 1. La factorisation de ces matrices en pro-
duit de matrices binaires a un grand nombre d’applications,
parmi lesquelles nous pouvons citer : I’extraction d’attributs
discrets en grande dimension [3], la classification des réponses
des genes [[13]], 1a découverte des motifs dans 1’expression des
genes [10], les systemes de recommandation [9]], 1a reconstruc-
tion des caractéres aléatoirement échantillonnés [7], etc.

Le probleme de la FMB est similaire a celui de la factorisa-
tion en matrices non-négatives (NMF en anglais) [4} 5] avec des
contraintes de binarité sur les matrices. Ainsi, la FMB consiste
a factoriser une matrice X binaire (X;; € {0, 1}) en deux ma-
trices binaires W et H tel que : X ~ W © HT ; (®) est appelé
produit matriciel binaire et sera défini dans la prochaine sec-
tion.

Plusieurs algorithmes pour la FMB ont été proposés dans la
littérature. Dans [8], Miettinen ef al. a introduit un algorithme
appelé ASSO qui exploite la corrélation entre les colonnes de la
matrice de données X. Yeredor s’est penché dans [11] sur I’ana-
lyse en composantes indépendantes, dans le cas ot les sources
sont binaires, avec 1’addition qui est remplacée par I’opérateur
logique OU-exclusif (XOR). Dans [12], Zhang et al. a étendu la
NMF standard a la FMB. Ainsi, ils proposent deux algorithmes

qui résolvent le probleme de la NMF en prenant en compte la
contrainte de binarité sur W et H. Dans ce papier, nous propo-
sons une approche inspirée du [12] mais fondée sur un modele
de mélange post-nonlinéaire, mieux adapté au probleme de fac-
torisation en matrices binaires.

Les notations ci-dessous seront utilisées dans ce papier :

— X : la matrice X

— x; : le j®m vecteur colonne de la matrice X

— Xj; : ’élément (¢, j) de la matrice X

— X :la ki®me matrice (source) de rang 1 dans la décompo-
sition de X (X, = wy © h))

Le reste du papier est organisé comme suit : dans la section
2 nous définissons la FMB, présentons les algorithmes pro-
posés dans [12] et donnons une condition théorique nécessaire
et suffisante d’identifiabilit¢ du modele FMB. Dans la section
suivante, nous introduisons le modele de mélange post non-
linéaire avec les deux algorithmes proposés. Enfin, les perfor-
mances des algorithmes proposés sont évaluées avec des simu-
lations numériques dans la section 5 et des conclusions sont
données dans la section 6.

2 Factorisation en matrices binaires
2.1 Problématique

Le probléme direct de la FMB est de reconstrire une matrice
binaire X (X;; € {0,1}) de taille N x M a partir de deux



matrices binaires W et H de tailles respectives N < K et M x K
par: X =WoH". (D
(®) est appelé produit matriciel binaire et est défini tel que

K
(6, 1] : X;; = k\_/l(Wik A Hji), ot (V) et (A) représentent

respectivement les opérateurs logiques OU et ET.

Dans la suite du papier, avant d’analyser le probleme inverse
de la FMB, nous allons étudié la condition d’identifiabilité du
modele FMB (T).

2.2 Condition d’identifiabilité du modéele FMB

Dans ce papier, on entend par identifiabilité du modele FMB,
I'unicité de la décomposition (T)), i.e., s’il existe un autre couple
de matrices (W, H) qui vérifie (T)), c’est a dire :

X=WoH'=WoHT, )

alors les couples (W, H) et (W, H) sont les mémes, 4 une per-
mutation des colonnes de W et H pres. Il faut noter que dans le
cas binaire, I’indétermination d’échelle, inhérente dans la fac-
torisation des matrices réelles, n’est pas présente.

Définition 2.1. (Identifiabilité partielle)

Le modele (1) est partiellement identifiable si une ou plusieurs
colonnes de W et H peuvent étre estimées de fagon unique a
partir de X.

Notons supp(x) = {i,x; # 0} le support du vecteur x et
supp(X) = {(¢,7), X;; # 0}, le support de la matrice X.

Théoreme 2.1 (Identifiabilité partielle). La (%" colonne de W,
w peut étre estimée de facon unique a partir de X ssi : V' n =

K
1,..., N, avec wy(n) # 0, supp (en ® heT) gz kgesupp(Xk)

avec e, = [0,---,1,---,0]T, le ni*m vecteur de la base
canonique de R . Pour des raisons de place, la démonstration
de ce théoreme n’est pas donnée dans cette communication.

Corollaire 2.1.1 (Identifiabilité du modele FMB (I))). Le modele
de la FMB (1) est identifiable ssi : ¥ k =1,--- | K, wy, et hy,
peuvent étre estimées de facon unique a partir de X, i.e., le
théoréme (2.1) est vérifié pour toutes les colonnes de W et H.

Le probleme inverse correspondant au probleme direct (T)),
est d’estimer a partir d’une matrice binaire X de taille N x M,
deux matrices binaires W et H de tailles respectives NV x K et
M x K, avec K le rang de la decomposition, tel que :

{W,H} = argmin |X - W o H|2. 3)
W, He{0,1}
Le probleme (3) est NP complet [8] et par conséquent, pour
développer des algorithmes efficaces pour ce probleme inverse,
des reformulations ont été proposées dans la littérature.

2.3 Le modele de mélange linéaire FMB

Une reformulation de la FMB consiste & remplacer le produit
matriciel binaire (®) dans (I par le produit matriciel classique.
En d’autres termes, le probleme direct @]) devient :

X = WH”. “4)

Le probleme inverse correspondant a ce probleme direct de-

vient: W H} = argmin ||X — WHT|2. )
W, He{0,1}
Les deux algorithmes développés dans [12]] résolvent ce proble-
me. Le premier est basé sur une fonction de pénalité (PF[T) et
utilise une descente de gradient avec une mise a jour multipli-
cative similaire a la NMF pour minimiser la fonction de cofit
ci-dessous : 1 )
T\ \2 2
JW H)=Y" (X — (WH ).;) +§>\Z (W2, — W)

i.7 ik
1
F5AY (H — Hy)’ ©6)
3.k

Le second algorithme proposé dans [[12]], est basé sur une procé-
dure de seuillage (THF) des valeurs des matrices W et H. Le
principe de cette méthode est de trouver deux seuils w et h pour
les deux matrices W et H, qui minimisent le critere :

F(w,h):Z<XiJ‘ - (9(W —Inxk - w)0(H — 1nxx h)T)ij>2

0(:6):{1 sz x>0 (N
0 s2 <0

En remplagant le probléme binaire (3) par un probleme réel
avec des contraintes de binarité sur W et H, le probleme de
la FMB est réduit a un probléme classique d’optimisation sur
I’ensemble des réels (3)), plus facile a résoudre que le probleme
d’optimisation combinatoire (3). Cependant, en général, il n’y
a pas de garantie a ce que la solution du probleme inverse (3)
soit équivalente au (3). C’est pourquoi, nous proposons dans
la prochaine section, un modele de mélange post non-linéaire
qui approxime mieux le modele original (1) et qui permet une
meilleure estimation des matrices binaires W et H.

avece

3 L’approche de la FMB par un modele
de mélange post non-linéaire

Nous proposons dans cette section, un modele de mélange
post non-linéaire qui est équivalent au modele binaire (1) dans
le cas ou les matrices W et H sont exactement binaires. Ainsi,
dans ce modele, nous préservons I’'idée de remplacer le pro-
duit matriciel binaire (©) par le produit matriciel réel avec une
contrainte de binarité sur W et H, en plus de cela, nous in-
troduisons une fonction non-linéaire qui garantit la binarité du
produit WHT'. Pour cela, nous utilisons une fonction ®(z) qui
tend vers 0 quand x = 0 et vers 1 quand =z > 1. Ainsi le

probléme direct s’écrit :
X =o(WH"). ®)

Dans ce papier, nous choisirons comme fonction ®, la fonction
sigmoide ®(z) = ﬁ, avec un parameétre -y qui permet
d’ajuster la pente de la sigmoide. Ainsi, le probleme inverse
correspondant au probleme direct (8)) s’écrit :
(W, H} = argmin [|X-oWH")[5. (9
W,H7Te{0,1}

1. Penalty Function en anglais
2. THreshold en anglais



Pour résoudre ce probléme, nous proposons un algorithme fondé
sur une descente de gradient avec une mise a jour multiplica-
tive similaire a 1’algorithme PF proposé dans [12]]. Cet algo-
rithme minimise la fonction de coit ci-apres, correspondant au
probléme inverse (9) :

G(W,H) Z%Z(Xz‘j—@(WHT)M)Q*'%/\Z (Wfk—wik)Q

i,J ik

1
T30 (H2,—H,;)".
7.k

(10)

L algorithme proposé minimisant la fonction de cofit (PNL-
PF est resumé dans I’ Algorithme 1.

Algorithm 1 : PNL-PF

Entrées : x. k. Nbser.

Sorties : w.u

ETAPE I : Initialisation
W «+ rand(N, K),H + rand(M, K)
p=0

ETAPE 2 : Mise 2 jour de W et H

el T 2
(xaij ®(WH )) | T AR,

J

ij «— ij

(ﬁ@(WHT)) . + 2>\ij3 + Xij
J jk

(X ®(WHT)) 4 3AW%,
Wi Wi =
(s @(WHT)) -+ 22W,i° + AW,

i

ETAPE 3 : Normallifzzuiorll/2 1212
W+ WD,/ /"Dy H<«+ HD, /"D
avec Dy = diag (max(w1), -+ ,max(wg))
) Dy = diag (max(hy), - ,max(hg))
ETAPE 4 : Critere d’arrét
p<p+1
SIp > Nbjter ou
T2 2 2 2 2
[X—@(WHD) |2+ (W2, - W) +3 (H, —Hji) " <e
ik gk
ALORS  break
SINON .
Retourner a I'ETAPE 2
Fin SI

En pratique, pour une convergence plus rapide, W et H sont
initialisées avec le résultat de 1’algorithme NMF développé par
Lee et Seung dans [4]. Dans 1’étape 3, les matrices non-négatives
‘W et H sont normalisées afin d’avoir des valeurs de W;; et
H,; comprises dans I'intervalle [0, 1].

Cependant, le probleme inverse (I0) est en général, mal-posé.
En d’autre termes, le modele de mélange post non-linéaire n’est

pas toujours identifiable. Pour pallier ce probléme, une contrainte

de plus est rajoutée. Ainsi nous proposons comme solution,
de maximiser le support de chaque source de rang 1 : X, =
wrohl k=1 .. K.
La fonction coiit devient :
1 7y 22 1 2
L(W7H)=§;(Xia‘—‘1’(WH )is) +§/\]Zk: (H3,—Hj)
1 9 2 1
+§>\Z (W2, — W) + A
Lk > Zwikij

k ,J

1)

3. Post Nonlinear Penalty Function algorithm en anglais

L’ algorithme permettant de minimiser la fonction cofit (C-
PNL—PFE]) est identique a 1’algorithme PNL-PF excepté 1’éta-
pe de mise a jour de W et H qui est donnée ci-apres :

> <szk>
(X ®(WHT)) 4 33H2, 43—

. 77 N\\2
T (e feans)
k \7,j

H]‘k — H]'k
el 3
(md)(WHT))jk +2XH % 4+ AH,,
: ),
4 J
(Xgwr ®(WHT))  +33AW3 4+ — Ty
Celmars))
Wi — Wy =

(590 @(WHT)).

Lt 2AW,1.2 + AW,
2

Dans la prochaine section, les différents algorithmes présentés
dans cette communication seront comparés a ’aide des simula-
tions numériques.

4 Simulations numériques

Dans cette section, nous comparons les deux algorithms (PF,

TH) présentés dans [[12]] basés sur un modele de mélange linéaire
(@) et les deux algorithmes (PNL-PF, C-PNL-PF) proposés dans
ce papier qui sont basés sur un modele de mélange post non-
linéaire (B). Lorsque les sources sont décorrélées (a support
disjoints), les différents modeles (I), @) et (8) sont équivalents,
ce qui n’est pas vrai cas dans le cas corrélé. Dans la premiere
expérience (figure[T]), nous comparons les différents algorithmes
dans le cas de deux sources fortement corrélées mais identi-
fiables, i.e., chaque source vérifie le théoreme @ Nous pou-
vons voir que, ’algorithme TH n’estime pas bien les matrices
W, H et X, I’algorithme PF estime bien W et H mais n’arrive
pas areconstruire correctement X a cause de la non- équivalence
entre le modele linéaire (@) utilisé dans ces algorithmes et le
modele original @). Les deux algorithmes proposés estiment
bien X, W et H.
La seconde expérience compare les algorithmes PF, PNL-PF et
C-PNL-PF dans le cas ol nous avons 3 sources corrélées avec
une source non-identifiable (la source no. 2). Nous pouvons ob-
server que 1’algorithme PF n’arrive pas a estimer correctement
les matrices W et H alors que ’algorithme PNL-PF estime
bien X et H mais pas W (figure 2). Cela signifie que nous
avons trouvé une autre solution (W, H) donnant le méme mi-
nimum global du critere (I0). L’ algorithme C-PNL-PF quant a
lui, arrive a estimer correctement toutes les matrices.

4. Constaint Post Nonlinear Penalty Function algorithm en anglais
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FIGURE 1 - Comparaison des algorithmes TH, PF, PNL-PF et C-PNL-PF dans le cas
de 2 sources corrélées (N=120, M=150, v = 150, A = 800, A1 = 107)
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FIGURE 2 — Comparaison des algorithmes PF, PNL-PF et C-PNL-PF dans le cas de
3 sources corrélées, non-identifiables (N=120, M=150, vy = 150, A =800, A; =2 - 10%)

C-PNLPF

Dans la troisieme expérience, nous étudions le comporte-
ment des algorithmes au bruit binaire. Dans ce papier, nous
définissons la donnée bruitée X; comme la somme OU-exclusif
() entre la donnée X et le bruit binaire B, qui est une matrice
suivant une loi binomiale avec un parametre b qui indique le
taux d’éléments non nuls dans B. Ainsi dans la figure [3] nous

étudions I’erreur moyenne d’estimation de W et H (Erreurw,Hﬂ)

(%) en fonction du bruit rajouté (b (%)) sur une série de 30
réalisa-tions. Les sources sont générées comme dans la figure
[2]avec un cas non identifiable (figure 3b) et un cas identifiable
(figure[Ba). Nous pouvons observer que dans le cas identifiable,
les algorithmes PNL-PF et C-PNL-PF donnent une meilleure
qualité d’estimation de W et H que les algorithmes PF et TH,
grace au modele proposé. Dans le cas non-identifiable, grace
a la régularisation sur C-PNL-PF, nous estimons correctement
‘W et H a bruit nul, ce qui n’est pas le cas pour les autres algo-
rithmes. Méme quand le taux de bruit b augmente 1’algorithme
C-PNL-PF estime mieux W et H.

Ek(wzk *Wik)z

i,

%(ij*ﬁjk)z

NXEK +=
2

M X K

x 100

5. Erreurw 1 =

ErreuerH (%)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.t 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
b (%) b (%)

(a) Cas identifiable (b) Cas non identifiable
FIGURE 3 — Lerreur d’estimation de W’ et H en fonction du taux de bruit rajouté b

5 Conclusion

Dans ce papier, nous avons étudié I’identifiabilité du modele
FMB et donné une condition nécessaire et suffisante pour I’iden-
tifiabilité. Nous avons ensuite proposé une nouvelle approche
pour la factorisation des matrice binaires, fondée sur un modele
non-linéaire de mélange. Deux algorithmes basés sur ce modele
ont été proposés et comparés dans des simulations numériques
aux algorithmes de I’état de I’art. Les algorithmes proposés
donnent de meilleurs résultats notamment dans le cas corrélé,
car le modele non-linéaire utilisé est équivalent au modele de
mélange binaire. Dans le cas bruité, et plus particulierement en
présence des sources non-identifiables, I’algorithme C-PNL-PF
a un meilleur comportement par rapport aux autres algorithmes,
grice a la contrainte de support maximal rajoutée.
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