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Résumé — En 1943, Maurice Fréchet a écrit un ariittoduisant ce qui fut appelée ensuite la ba®me&ramer-
Rao. Cet article peu lu, contient en fait beaucplys que cette importante découverte. En particuNeaurice
Fréchet y introduit des notions plus généralestivels aux « densités distinguées », pour lesquétetimateur
atteint cette borne, définies comme dépendantesedfonction solution de I'équation d’Alexis Claital_es
solutions « enveloppe de I'équation de Clairaubnt £quivalentes a la transformée de Legendre atdnshns
condition de convexité, mais uniquement sous contrae dérivabilité. Cette analyse de Fréchet paetrevisitée
sur la base des travaux de Jean-Louis Koszul copnémisse aux fondements de la « Géométrie de tmdition ».

Abstract - In 1943, Maurice Fréchet wrote a semgagder introducing what was then called the CraRea-bound.
This paper contains in fact more than this impdri@discovery. In particular, Maurice Fréchet introds more
general notions relative to "distinguished functigrdensities with estimator reaching the boundindd with a
function, solution of Clairaut’'s equation. The ga@uns “envelope of the Clairaut's equation” are igglent to
standard Legendre transform without convexity camsts but only smoothness assumption. This Fréchagalysis
can be revisited on the basis of Jean-Louis Kosmuks as seminal foundation of “Information Geormétr

1 Préambule Fréchet dans un cadre théorique plus récent intrpé
bIe mathématicien Jean-Louis Koszul [1,2], qui abkta
les équations générales liant ce hessien a laquétdu
t:c”)ne convexe associé. Cette métrique est a ladeakse
théorie de la « Géométrie de I'lnformation » [3].

En 1943, deux ans avant Rao, Maurice Fréchditepu
un article [4], dans lequel il introduit la bornaiiq
portera abusivement le nom de borne de Cramerdgao
publication de Rao datant de 1945). D’autant plus g
comme Fréchet le précise en annotation de soreartic2 Les densités distinguées de Fréchet
ce contenu est déja présent dans son cours derl’hiv

i i i Posons les notations de Maurice Fréchet, ou Il
1939 de l'Institut Henri Poincaré :lke contenu de ce

: : considere I'estimateun = H(X,.....X, ) (1)
mémoire a formé une partie de notre cours de | able aléato dlogp,(X) 2
statistique mathématique a I'Institut Henri Poingar etla varia eaeatom(x):ai; @)
pendant l'hiver 1939-1946.. Larticle traite le cas & Jaquelle il associey =Y AX,) (3)

monovarié, mais son collegue Georges Darmois publie
la version multivariée en 1945. Il serait donc guacte | a contrainteTp (Ndx=1 impose :
d’appeler cette borne, la borne de Fréchet-Darmois. LA
Au-dela de la découverie de cette borne, Fréchét 7 AV
A o G e ---fﬂpg(x)d& -1 dont la dérivée par rapport &
étudie les densités de probabilité dont l'estimateu:, -.'

Zj[te.lnt ,cette borne. lls les appel'lentdeflsnes ﬂz A()g)}l_l 0,(x)dx =0 donne E,[u]=0 (4)
istinguées». Il montre que ces fonctions dépendent, -5 i

d'une fonction solution de I'équation d’Alexis Qfaiit De méme, en supposant qegT|=¢, c'est-a-dire que
[5], et dont on peut établir les liens avec la sfarmée  + =+ _ . on obtient en dérivant
de Legendre. Cette transformation de Clairaut-Ldgen LI HOG- X”)D Po () =6

—00

constitue un élément des fondements de la geonu&rie par rapport & : E[(T-6u]=1 (5)
I'information dont Fréchet entrouvre la porte, engr, puisqueg[T]=¢ et Efu]=0, on a:

montrant que l'inverse de la matrice de Fisherlest E[(T - ET])U -Eju])] =1 (6)
hessien d'une fonction, définie elle-méme comme Iy gapres Inégalité de SChwarPE(ZT)]ZSE[Zz]E[Tz]
transformée de Legendre d’'une seconde fonction, aye E[(T—E[T])ZIEI(U —E[U])2]=(0'T0'U ) 7)

nous |,d(.enjuf|erons avec le logarithme de Ia\ forretio U étant la somme de variables indépendantes, Itégali
caracteristique [3]. Nous replacerons alors le@é®ode o Bienaymé donne :



0, =0, f =00, (8) dlogpy(9) _ 0" ®(E) 1y g (16)
i 00 06°
Ou encore la borne rechercheg; )2 2% (9) dont on deduit que :
, , o] 1% =10gp, (9~ 2219 - 6]~ 0(6) (7)

Fréchet remarque que c’est une inégalité remargquab a0
ol le second membre est indépendant du choix de éat une quantité indépendante @de Une densité
fonction H définissant la « valeur empiriqueT»et ou distinguéesera donc de la forme :
dans le premier membre, on peut prendre gJotoute 3Oy x)-gl+(0)+4(x)

— 06
valeur empiriqueT = H(x,,..,x, ) assujettie a la seule P =¢€ (18)
condition g, [T] =g quel que soiB. avec la contrainte{ P, (Wdx=1-
La condition classique pour que linégalité de L

Ces 2 conditions sont suffisantes. En effet, soient
reciproquement 3 fonctions(4), h(x) et ¢(x) telles

qu on ait quel que so# :

Schwarz devienne une égalité permet de determlner

dans quel cag; atteint sa borne inférieurel
Jno,

L’inégalité précédente ne devient une égalité qle s I
existe deux nombres et g(non aléatoires et non tous -

deux nuls) tels quer(H-6)+ AU =0, avecH' fonction alors la fonction est distinguée :

(6)
[h(x)—9]+®(6)+f(x)dX:1 (19)

particuliéere parmi lesH admissibles telle quon a 6'09 pe(x) , (20)
I'égalité. Cette égalité se rééc'=6+1'U aveci' un :49+/1(x)a qJ(2‘9)[h(x)—9]
nombre certain. Or si on utilise la relation préaée : ﬂapg(x)} dx 96
E[(T - ET]Ju -E[u]] =1= E[(H-6l] = 1'E,Ju?]=1 (10) Ps(X)
On Obtient :U :ZA(XI): A'nEel-AZJ:]_ (11) S| /]( )a (D(H) quand
dont on déduif1' et la forme de I'estimatew' associé: a|o
91ogp, (X, -f ng(X) Ps(Rdx= (0, ) (21)
r=— 2t h=get 5 0l00R(X)) (12) 4(
2 2
“E[A,] _ nE[A’ |4 00 o La fonct|on se réduit &(x) et donc ne dépend pas de
On en déduit donc que I'estimateur qui atteint dank On a alors |a relation suivante :
est de la forme : v 2 o
D = 120 - g @2)
- (13) A(¥ 06
apg(x) dx La _relation étant vérifiée quel que saft, on peut
J dériver I'expression précédente par rappogt:a
pH(X) +0o 3@(5)(h(x) )+¢(€)+/’(x) aZ(D(g)
avec g[H ]:.9+/1 Elu]=6. fe ' [ o J[h(x)—ﬁ]dxzo (23)
H' serait donc bien une des fonctions admissibles si = 0

H' était indépendant deg. En effet, si on considére On peut diviser paf-®®) qui ne dépend pas de
06°

EHD[H']ZQO’ EI(H'_QO)ZJS anl(H _90)2J OH tq ESD[H]ZQO' . ;. N N
e x : o A , Si on dérive a nouveau par rappod,eon aura :
Or H =g, veérifie 'équation et l'inégalité montre qu'elle ., i

) h9-6)ro(e)+1(x)( 92 q) [h(x) o dx= Tl tw-opo@em
est presque certainement égalg aDonc pour chercher f -
6,, il faudrait connaitre au préalabig. En combinant cette expression avec celle de , on
A cette étape, Fréchet cherche lesdensités A(X)

distinguées», toute densité de probabilitg,(x) telle optient : /](X).azqn(e):l et comme j(x)>0 alors
que la fonction : 06*

6|09 pg(X) OZL(;”BO. Fréchet souligne & cette étape une autre
_ (14) o6
h(x) =6+ ap (X) dx facon d’aborder le probléeme. On peut prendre
II : } 0. (%) arbitrairementh(x) et |(x) et alorsp(g) est déeterminée
g oo am(a
soit indépendante dg. L'objectif de Fréchet est alors par :[¢ o ap OTEO@RO (24)
de déterminer la fonction minimisante=H'(x,,...,X,) e
qui atteint la borne. L’identité (14) peut se réwcr que l'on peut réécrire,” e _F %mwmdx (25)
A(g)wzh(x)_g (15) _ o o _
08 Si on fixe alors arbitrairemert(x) et |(x) et soits une

Or commei(g) >0, on peut considérer 1 comme la variable arbitraire, la fonction suivante sera forestion

L _ A(0) positive connue représentée pd® :
dérivee seconde d'une fonctiop(g) telle que :



+00

J‘esh(x)wx)dxz e¥ (26)
On obtient alors la fonction (g) par I'équation :
o(6) =0.220) w(aq’(g)) (27)

08 08
Fréchet remarque qu’il s’agit de I'équation d’Alexis
Clairaut. Le cas9®(®) _ e réduirait la densité & une
08

fonction indépendante dg, donco(g) est donné par la

solution singuliére de cette équation de Clairgut,est
unigue et s’obtient en éliminasentre :
®=6s-Y(s) et g:aq(;(s)

S

(28)
ou encore entre

efs-e(0) = Tesh(x)wf(x)dx et TeSh(XM(X) [h(X) —H]dX: 0 (29)
NG :—IogTeS“(x)”(x)dx+9.S ou s est donné de facgon

implicite par Tesf“)”“) [h(x) -6ldx=0"

Quelle est alors quand on connait la densité djsée,
celle H' des fonctiongH(x,,...,X,) Veérifiant g,[H]= 6 et
telle que g, atteigne pour chaque valeur @g un
minimum absolu, égale a1 ?

Jno,
A partir de (14), on peut écrire I'estimateur sdas
forme :

H' (X, X,) :%[h(xl)+...+ (X, )|

On peut calculer alors la valeur empirique associée
dlog p,(X)
08

et en prenang=t, on a puisquel(g) >0 :
zalog RO _ g

i ot
Quand p,(x) est une densité distinguée,
empiriquet de g correspondant a un eéchantill@p... x_

est une racine de l'équation précédente terCette
équation a une racine et une seule quXndst une

variable distinguée. En effet, d'aprés :
oD(6)

(30)

(31)

[h(x)-6]+®(6)+((x)

ps(X)=e %
dlogp, (x) _ a%d(t) Z hex) _ avec? @) >0 (33)
Z‘ a o’ n t o’

. o 2hix)
On retrouve la racine uniqye- ©— .
n

Cette fonctiony = H-(xl,___,xn)zlz h(x,) Ne peut avoir
ns

2 1 _ 1 1 (34)
(UT ) - 2 2 - 2
" (o) n*ﬂapg(x)} d«  ,0°®(6)
2Looe | p 07
T, a une loi de probabilité :
nfi-6)° »
1 o o2 0°D(8
Py (t) :\MTA Ton® * avec (0,) = 69(2 ) (35)

3 Equation de Clairaut et transformée de
Legendre

Nous venons donc de voir que Fréchet montre que les
densités distinguées dépendent d’'une foncting),

solution de I'équation de Clairaut:

(@) =022 - w["q’(")j (36)
06 06

ou donnée par la transformée de Legendre :

®=6s-w(s) et g:ak;(s) (37)

Il observe également que la fonctiegg) peut s’écrire

q>(9):—IogTeS“(X)*”(X)dx+9.s ou s est donné de facgon

implicite par Tesw*“x’ [h(x) - 6ldx=0"

Cette transformée « de Legendre » avait été intt@du
par Adrien-Marie Legendre en 1787 pour résoudre un
probléme de surface minimale posé par Gaspard Monge
en 1784. Utilisant un résultat de Jean-Baptisteidar
Meusnier de La Place, un étudiant de Monge, iluéko
probléme par un changement de variable qui correspo
a la transformée qui porte maintenant son nom.
Legendre écrit: d'y suis parvenu simplement par un
changement de variables qui peut étre utile dans
d’autres occasions. A propos de cette transformation,
Darboux donne dans son livre une interprétation de

la valeupagles - €e qui revient suivant une remarque de M.

Chasles, a substituer a la surface sa polaire néjpe
par rapport a un paraboloide. L’équation de Clairaut
a été introduite 40 ans plus tét en 1734 par Alelds
Clairaut [5]. Les solutions « enveloppe de I'équiatile

(32) Clairaut » sont équivalentes a la transformée de

Legendre sans condition de convexité, mais uniqnéme
sous contrainte de dérivabilité. En effet, pour une
fonction non convexe, la transformation de Legendre
n'‘est plus définie 1a ou le hessien de la fonction
s'annule, alors que I'équation de Clairaut ne taie
I'hypothese de dérivabilité. Le passage de la fonct
strictement convexg dans I'équation de Clairayt= px

une forme arbitraire, c’est une somme de fonctivas - 9(p) @ la fonctionf donnant I'enveloppe des solutions
chacune des quantités et c'est méme la moyenpar la formuley = f(x) est justement la transformation
arithmétique desn valeurs observées d'une mémede Legendre [6,7]. Nous allons voir que I'approdee
variable aléatoire auxiliairg = h(X) . Fréchet peut étre reconsidérée dans un contexge plu
La dispersion est donnée par : général sur la base des travaux de Jean-Louis Koszu



4 Densités distinguées de Koszul Elo” (&)|=" (E[¢]) , s0Q° (49)

Jean-Louis Koszul [1,2,3] obtient des équation§lui montre que le barycentre de I'Entropie est &gal

similaires & Fréchet pour les densités distinguéats 'Entropie du barycentre, obtenue pour=p,. Cette

dans un cadre plus général, sur les cones convex@&@nsite estla densité a Maximum d’Entropie:

saillantsQ (céne ne contenant pas de droites) dans umax{— j p.(&)log px({)df:| tel que If p, (§)dé =X (50)

espace vectoriet , via la fonction caracterlsthup

_ _ do(x) ot
Définition de la fonction caractéristique de Koszul En posants = e(x) = dx et son inversa=e(f), 1a

Soit g¢ la mesure de Lebesque s&, lintégrale densité est donnée par: <z,e'1(?)> (51)
suivante: Wo(x)= J'e‘<fv><>d<( Ox0Q (38) ({)_ J‘e< (g»dgv

Q' o
avecQ’ le cone dual, est une fonction analytique syr ~ avecg - jg, p; (6)dE et d(x) :_|ogJ'e-<xv<‘>dg (52)
avecy, (x) 0]o,+|, appelédonction caractéristiquedu ' Q'

R Si nous nous ramenons a la définition classique de
coneq. linformation de Fishen (x), le modéle de Koszul la fait
Cette fonction possede les propriétés suivantes: apparaitre comme le hessien d’une fonction réelle :

e SigoautQ) alors =|detal™ 39 2 2
90 AufQ) alorsy, (gx)=[detg| “yq () B9 095, = &) + () > L109PD L0060 (53
* y, est logarithmiqguement strictement convexe ) 0x ) 0x
2
(¢, (x) = log(, (x)) est strictement convexe) 1(x) = _E{[a '053 ng(f)} - _aa(DZ(X) -0 loag‘ﬁ’ﬁ(x)
X X X

Un difféomorphisme définit les coordonnées duales: e ) (54)
X =-a, =-dlog@,(x) (40) ' =F¢ 7]
X = [£eVde) [eedg 5 Conclusion

Q Q

R = _ L) Lex) Nous avons redécouvert le sens initial des trawiux
(=x',h) =d, logyrg () i(f, e dg/ie d¢ (41) " Fréchet, en montrant qu’outre la découverte deotady
Si on calcule la transformée de Legendrepgs : de Cramer-Rao, six ans avant Rao, Fréchet avaiéro
des relations qui sont les équations fondamentida
L . ) " . 49y € Géométrie de [lInformation », liées a la
@ (x ):<X'X >‘¢(X) avetx =D,» €lx=D,® (42)  transformation de Legendre-Clairaut. Il avait faitien
qui s'écrit sous la forme d’'une équation de Clairau ?Usi'_ entre la matrice de _dF'S?_E]f_r, et IeKhess||ened’un
o = ey o\ . 43) fonction convexe, qui sera identifié par Koszul coen
 (X)=({(D,@)"(x).X ) 9|(0,) ) (43) le logarithme de la fonction caractéristique [3].
En utilisant, _/y \\ = (€20 o(ex) (€ et
(X', x)= _[Ioge e d{/_[e dé 6

Références

-(&,x)=loge ¢, on Obtlentlentrople de Shannon 1. Koszul J.L., «Ouverts convexes homogenes des
espaces affines Math. Z. 79, pp. 254-2591962

®(x)= {[Ieﬁxdf] 'ogfe ¢ - f"’ge i “df}’fe de 2. Koszul J.L., «Variétés localement plates et
convexité »Osaka J. Math. , n°2,p.285-290965

o ol o{e% 3. Barbaresco, F., « Koszul Information Geometry ».

MX)hIewdf' { G fxde f} (44) MDPI Entropy, n°16, pp. 4521-4568014

@ 4. Fréchet M., «Sur [I'extension de certaines

Sionnote, () =g /J'e< dz comme une densité de évaluations  statistiques au cas de petits
échantillons »Revue de l'Institut International de
probabilité, ¢ () a Ia forme d'une Entropie de Statistique, vol. 11, n° 3/4, pp. 182-22943
Shannon i — 45) 5. Clairaut A, « Solution de plusieurs Problemeslou i
@ = J,px(‘()'og P(€)d¢ (49) s'agit de trouver des Courbes dont la propriété
consiste dans une certaine relation entre leurs
branches, exprimée par une Equation donnée »,
. Hist. Acad. royale des sciences, pp.196-2734
- _ (%) 4 =
liog p, (&) =—(x£) 'Ogg*e d = —~(x&) + P(x) (47) 6. Arnold V.l., « Geometrical Methods in the Theory
of Ordinary Differential Equationsgpringer,1988
Duplij S., «Generalized Duality, Hamiltonian
© (E)p.(OdE= | [£p.(E)de (48) Formalism and New Brackets &, of Math. Phys.,
Jx [I J Anal., Geom., vol. 10, No. 2, pp. 189-22014
8. ‘“Differential Geometrical Theory of Statistics”, F.
Barbaresco & F. Nielsen Ed., MDPI Book, 2017

On remarque que: — jf-p (&)dE (46)
>
Ce qui nous permet d’écrire la relation: 7

Cette derniére relation peut s'écrire:



