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Résumé – Dans cet article nous proposons d’étudier l’efficacité spectrale limite pour les systèmes communiquant au delà du rythme de Nyquist
lorsque le temps symbole tend asymptotiquement vers 0. Nous faisons la conjecture que cette efficacité spectrale tend vers la capacité de Shannon
pour un alphabet Gaussien, et ce, même lorsque l’alphabet d’entrée est de cardinal fini. Nous proposons une approche basée sur une variante du
théorème centrale limite afin de démontrer la conjecture.

Abstract – In this paper, we propose to compute the limit spectral efficiency value for faster than Nyquist communication systems, when the
symbol period tends to 0. We conjecture that this spectral efficiency approaches the Shannon limit for Gaussian codebooks even if the considered
codebook is finite. We then propose a first approach of the proof of this conjecture based on a variant of the central limit theorem.

1 Introduction

Les premières contributions concernant des communications
au delà du critère de Nyquist datent des années 1970 (cf [1]
et les références associées). Les systèmes de communication
numérique exploitant le FTN sont basés sur l’idée qu’envoyer
des symboles plus rapidement que le temps garantissant l’ab-
sence d’Interférences Entre Symboles (IES) pourrait permettre
d’augmenter l’efficacité spectrale (si on arrive à traiter l’IES
ajoutée). Un premier résultat abondant dans cette direction est
proposé dans [2]. Mazo montre dans [2] que des symboles issus
d’une Modulation Binaire par Changement de Phase (BPSK),
mis en formes par un filtre sinus cardinal, peuvent être en-
voyés utilisant FTN sans dégradation du Taux d’Erreur Binaire
(TEB). Mazo montre qu’il existe un débit symbole limite pour
qu’il ne subsiste pas de dégradation du TEB. Cette borne est
souvent appelé borne de Mazo.

Les résultats proposés dans [2] concernent des communica-
tions non codées. Plus récemment, le concept de FTN a connu
un regain d’intérêt (cf [3, 4, 5, 6] et leurs références). Le FTN
a en particulier été étudié à la lumière de la théorie de l’infor-
mation dans [5]. [5] montre que le débit d’information maxi-
mal obtenu en utilisant le FTN utilisant des mots de code indé-
pendant et identiquement distribués (iid) gaussien atteint le dé-
bit d’information du canal gaussien de densité spectrale (DSP)
d’entrée Px |H(f)|2 et de DSP du bruit N0.

Dans ce papier, nous proposons une approche pour répondre
à la question suivante posée par [8] : quelle est l’efficacité spec-
trale limite (lorsque la période symbole tend vers 0) d’une com-
munication FTN utilisant un alphabet des symboles de cardinal

fini ?
Ce papier est organisé comme suit. Dans la Section 2 nous

détaillons le principe de fonctionnement du FTN. Dans la Sec-
tion 3 nous présentons les résultats connus sur le calcul de l’ef-
ficacité spectrale des systèmes FTN. Dans la Section 4 nous
explicitons une méthode envisagé pour répondre à la question
de [8]. Les hypothèses et résultats proposées dans la Section 4
sont alors validés en Section 5 et le conclusion données dans la
Section 6.

2 Principe du FTN
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FIGURE 1 – Chaine de communication pour un système FTN

La chaine de télécommunication FTN est identique à la chaîne
de communication classique présentée en Figure 1. La modu-
lation considérée est linéaire, de sorte que le signal émis est de
la forme

X(t) =
√
τ

∞∑
n=−∞

Anh(t− nTs), (1)

où les symboles An sont iid et tirés dans un alphabet complexe
A et vérifient E (Ak) = 0 et E

(
|Ak|2

)
= 1. La puissance de



X(t), notée Px est classiquement obtenue comme

Px = τ
σ2
ag(0)

Ts
=
σ2
ag(0)

T
. (2)

On remarque ici que, par l’introduction de la constante
√
τ dans

l’équation (1), la puissance du signal émis est la même quelque
soit τ .

Par la suite, le filtre de mise en forme est un sinus cardinal
de réponse impulsionnelle h(t) = T−1/2sinc

(
t
T

)
en notant

sinc(t) = sin(πt)
πt de sorte que la réponse impulsionnelle du

filtre global (filtre de mise en forme et filtre adapté) vérifient
g(t) =

∫
h(u)h(u − t)du = sinc (t/T ). Par la suite on notera

G(f) =
∫ +∞
−∞ g(t)e−j2πftdt la transformée de Fourier de g.

Dans notre cas, G(f) = T1[− 1
2T ,

1
2T ]

(f) où 1[a,b](f) = 1 si
f ∈ [a, b] et 0 sinon.

À la différence du système de communication classique le
temps symbole Ts est ici plus court que T (d’où le nom FTN).
Nous noterons par la suite τ = Ts/T le paramètre de com-
pression temporelle. Nous nous intéresserons uniquement à la
situation τ ∈ ]0, 1], le cas τ = 1 correspondant au système
classique vérifiant le critère de Nyquist.

Le canal considéré est Additif à Bruit Blanc Gaussien (ABBG).
Le bruit Z(t) considéré est complexe, gaussien circulaire cen-
tré ayant une PSD constante et égale à N0 dans toute la bande
qu’occupe h(t). Le signal reçu s’exprime alors Y (t) = X(t)+
Z(t). Après filtrage adapté, le signal R(t) s’écrit alors comme

R(t) =
√
τ

+∞∑
k=−∞

Akg(t− kTs) + Z ′(t), (3)

où Z ′(t) est le bruit gaussien à la sortie du filtre adapté. On
montre aisément que Z ′(t) est centré et que son autocorrélation
est donnée par Rz′(τ) = N0g(τ).

Après échantillonnage au rythme T−1s , le signal rn obtenu
s’écrit

Rn =
√
τ

+∞∑
k=−∞

Akgn−k + Zn (4)

où gn = g(nτT ) et wn est gaussien centré d’autocorrélation
Rw[k] = N0gk. La dépendance en τ est omise mais est dûe à
la définition de gn. Dans la section suivante, nous présentons
l’analyse de l’efficacité spectrale des schémas FTN.

3 Efficacité spectrale des systèmes FTN
Dans cette section, nous rappelons les principaux résultats

concernant les débits d’information maximum atteignables pour
le FTN, dans un premier temps pour A = C et dans un second
temps dans le casA ⊂ C de cardinal fini. Nous appellerons dé-
bit d’information la quantité exprimée en bits/dimensions défi-
nie comme

RA(τ) = lim
N→∞

1

2N + 1
I(AN−N ;RN−N ), (5)

où I(aN−N ; rN−N ) est l’information mutuelle moyenne entre la
séquence émise an et la séquence reçue rn (voir [9]). La diffé-
rence entre ce débit d’information et la capacité du canal décrit

par l’équation (4) tient dans le fait que le débit d’information
est calculé à densité de probabilité des symboles fixée.

Le filtre de mise en forme h(t) étant à bande limité et de
bande totale B = T−1 et les symboles étant envoyé au rythme
T−1s , on définit l’efficacité spectrale (exprimée en bits/s/Hz)

ηA(τ) =
1

TsB
RG (τ) =

1

τ
RG (τ) . (6)

3.1 Cas des mots de codes gaussiens
Considérons dans un premier temps le cas où A = C et

lorsque les symboles an sont iid gaussiens complexes centrés
de variance 1. Nous noteronsRG (resp. ηG) le débit d’informa-
tion (resp. l’efficacité spectrale) dans ce cas. RG(τ) s’exprime
comme

RG(τ) =

∫ 1/2

−1/2
log2

(
1 + τ

σ2
a

N0

◦
G(ν)

)
dν, (7)

où
◦
G(ν) =

∑∞
n=−∞ gne

−j2πnν . Dans le cas étudié dans cet

article, g(t) est sinus cardinal
◦
G(ν) s’écrit

◦
G(ν) =

G( ν
τT )

τT
=

1

τ
1[− τ2 , τ2 ]

(ν), (8)

Le débit d’information et l’efficacité spectrale se calculent comme

RG(τ) = τ log2 (1 + γ) , (9)
ηG(τ) = log2 (1 + γ) , (10)

où γ = Px
N0B

est le Rapport Signal sur Bruit (RSB) maintenu
constant grâce à la constante τ dans (1). Ce résultat (montré
dans [5]) implique que le FTN n’augmente ni ne diminue l’ef-
ficacité spectrale dans le cas où le filtre de mise en forme est
sinus cardinal.

3.2 Cas des modulations de cardinal fini
Dans le cas où l’alphabetA est de cardinal fini, il n’existe pas

d’expression analytique pour les équations (5) et (6). Il existe
néanmoins une méthode numérique (proposée dans [7]) per-
mettant de calculer RA et par voie de conséquences ηA. Cette
méthode est basée sur l’algorithme de Bahl, Cocke, Jelinek et
Raviv (BCJR) exécuté sur le treillis correspondant au canal.
Le principal inconvénient de cet algorithme est que le treillis
pour un canal de longueur L et pour un alphabet de cardinal M
possède ML−1 états. La complexité induite devient donc vite
prohibitive.

Dans cet article, nous considèrerons deux méthodes afin d’ap-
proximer RA. La première méthode permet de calculer sim-
plement une borne inférieure de RA et est donnée dans [8].
Nous ne détaillerons pas cette méthode par manque de place,

par contre nous noterons R[8]
A (τ) et η[8]A (τ) les débits d’infor-

mation et efficacité spectrale calculés avec cette méthode. Cette
méthode est particulièrement attractive du fait qu’elle donne
une borne

R
[8]
A (τ) ≤ RA(τ) (11)



mais aussi du fait de sa complexité calculatoire réduite. En ef-
fet, les canaux considérés dans la Section 5 ont régulièrement
une longueur L supérieure à 100 échantillons pour M = 4.

La seconde borne utilisée dans cet article permet d’approxi-
merRA. Cette borne est appelé la Conjecture de Shamai-Laroia
(CSL) (cf. [9], [10] et sa bibliographie). Nous noterons par la
suite le débit d’information ainsi que l’efficacité spectrale ob-
tenus par cette méthode RCSLA (τ) et ηCSLA (τ).

ηA(τ) ≥ I(An;Vn|A−1−∞) (12)

où Vn obtenu comme la sortie d’un DFE-MMSE avec voie de
retour parfaite

Vn =
√
τAn +

+∞∑
k=1

√
τAkd

τ
−k + Z ′n (13)

=
√
τAn +Wn (14)

L’interférence résiduelle est

D∗(z−∗) =
N0

P0 −N0

(
1− 1

H∗(z−∗)

)
(15)

où P0 et H(z) donnent dans notre contexte

P0

N0
H(z)H∗

(
z−∗

)
=
τσ2

a

N0
G(z) + 1 (16)

et
log(

P0

N0
) = τ log (1 + γ) (17)

La CSL est alors exprimée comme

ηA(τ) ≥ I(An,W ′n) = ηCSLA (18)

où W ′n est gaussien de même variance que Wn. La CSL a de-
puis été montré fausse, en revanche elle reste valide pour le cas
où Wn est effectivement gaussien.

4 Conjecture sur limτ→0+ ηA (τ)

Un des problèmes laissés ouverts sur le FTN est formulé
dans la Conjecture 1 donnée ci-dessous.

Conjecture 1. SoitA un alphabet de cardinal fini tel que pour
tout a ∈ A, −a ∈ A. Quelque soit le RSB γ > 0,

lim
τ→0+

ηA (τ) = log2 (1 + γ) (19)

Si cette conjecture était démontrée, elle reviendrait à dire que
asymptotiquement en τ , le FTN permets d’atteindre la capacité
de Shannon (log2(1+γ) ) en utilisant un alphabet d’entré clas-
sique comme des symboles issus d’une modulation M-MAQ
(Modulation d’Amplitude en Quadrature). La Conjecture 1 a
déjà été proposée (sous la forme d’un théorème) dans [11] dans
le cas d’alphabets binaires. L’approche de [11] est la suivante.

Une première partie de la preuve revient à montrer que la
CSL converge vers log2(1 + γ) quand τ → 0. Ce résultat est
donné dans le lemme suivant.

Lemme 1. SoitA un alphabet de cardinal fini tel que pour tout
a ∈ A, −a ∈ A. Quelque soit le RSB γ > 0,

lim
τ→0+

ηCSLA (τ) = log2 (1 + γ) (20)

Démonstration. La démonstration de ce lemme repose sur le
développement limité de RCSLA (τ). Elle n’est pas donnée ici
car elle est l’objet de l’article [11].

La seconde partie du raisonnement de [11] consiste à utili-
ser [12] afin de démontrer qu’un bruit gaussien serait le pire
cas pour une transmission binaire. Ce résultat possède deux in-
convénients. Le premier est que la preuve est en conséquence
uniquement vraie pour des signaux binaires. Le second incon-
vénient est que le résultat de [12] ne peut pas être utilisé direc-
tement pour justifier de la CSL ([9], [10]).

Nous n’avons pas pour l’instant d’alternatives à la preuve
proposée par [11]. En revanche, nous proposons un résultat in-
termédiaire qui permettrait de démontrer résultat proposé en
Conjecture 1.

Conjecture 2. SoitA un alphabet de cardinal fini tel que pour
tout a ∈ A, −a ∈ A. Quelque soit le RSB γ > 0,

lim
τ→0+

lim
L→∞

1√
Eτσ2

a

L∑
k=1

dτ−kAk
D→ CN (0, 1) (21)

Étant donné la première limite, il serait tentant de vouloir uti-
liser le Théorème Limite Centrale (TLC) pour des variables in-
dépendantes sans être identiquement distribuées. Le TLC n’est
en fait pas applicable ici étant donné que l’énergieEτ est finie :

Eτ =
1(

P0

N0
− 1
)2 ( P0

N0
− 1− P0

N0
τ

γ

1 + γ

)
<∞. (22)

En utilisant l’équation (17), on montre que Eτ → ∞. La se-
conde limite serait donc celle qui provoque la convergence vers
la loi gaussienne. La preuve envisagée pour démontrer ce ré-
sultat repose sur une preuve similaire à celle du CLT pour les
tableaux triangulaires utilisant la condition de Lindeberg.

Dans la section suivante, nous montrons des résultats de si-
mulations qui viennent corroborer ces conjectures.

5 Simulations
Afin de valider notre approche (au moins empiriquement),

nous proposons des histogrammes pour τ = 0.01, τ = 0.1 et
τ = 0.25 calculés en tronquant la réponse impulsionnelle dτ−k
à une grande valeur de L. Ces résultats sont donnés dans la Fi-
gure On remarque bien que malgré le fait que L soit grand, cer-
tains de ces histogrammes ne sont pas gaussiens. En revanche,
pour τ = 0.01, on remarque que l’histogramme obtenu corres-
pond à celui d’une variable gaussienne centrée réduite.

Afin de montrer la convergence de ηA vers ηG, nous ne nous
sommes pas limités à la CSL. En effet, celle-ci ne constitue pas
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FIGURE 2 – Histogramme de Sτ calculé à partir de 107 sym-
boles 4-MAQ iid pour L > 1000, τ = 0.01, τ = 0.1 et
τ = 0.25.

une borne pour certains canaux. Par contre, étant donné que la
CSL est un Lemme central à la preuve de la convergence de ηA,

nous avons comparé la CSL à la borne η[8]A (τ) dans les Figures
3 et 4. On remarque que, dans la Figure 3 comme dans la Fi-
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FIGURE 3 – Efficacité spectrale en bits/sec/Hz en fonction de
τ pour 10 log10 (γ) γ = 10dB.

gure 4, l’efficacité spectrale du schéma FTN tend vers la capa-
cité de Shannon. On remarque aussi que même si la conjecture
2 était fausse, l’écart entre la capacité de Shannon et la borne
inférieure de [8] est très faible.

6 Conclusion
En conclusion, dans cet article, nous avons exposé le pro-

blème de la convergence de l’efficacité spectrale des commu-
nications FTN lorsque τ tend vers 0. Nous avons proposé des
pistes basées sur une double limite d’une somme de variables
aléatoires indépendantes et proposé une approche basée sur
une sorte de théorème centrale limite. Afin de valider notre
approche, nous avons montré des simulations corroborant nos
hypothèses.
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