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non-unitaire de tenseurs d’ordre trois
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Résumé —On considére le probléeme de diagonalisation conjointe urdtaire de tenseurs symétriques d’ordre trois a valewetiest Cela

apparait dans de nombreux problémes de traitement de sigpaiticulierement en séparation de sources. On proposeuvel algorithme de
type Jacobi basé sur une paramétrisation LU de la matrig@daisante. L'estimation des paramétres est faite denfaptierement analytique
suivant une stratégie basée sur une estimation alternéeeefonction de codt inverse. Deux approches différentesetl@lgorithme sont
présentées. La diagonalisation est directement effesturéles tenseurs d’ordre trois et non sur leur version déplié

Abstract — We consider the problem of non-unitary joint diagonaliaatof real-valued third-order symmetric tensors. This ajppén many
signal processing problems and it is instrumental in soseparation. We propose a new Jacobi-like algorithm basea &ty parameterization
of the so-called diagonalizing matrix. The parametersrestipn is done analytically following a strategy based oraternate estimation and
an inverse cost function. Two different approaches of tlyerithm are presented. An important point is that the diediaation is directly done
on the third-order tensors and not on their unfolded version

1 Introduction lants [14] et pseudo-cumulants [15], ou le probléme estétrai
par dépliement des tenseurs de maniére a retomber sur une dia
La diagonalisation conjointe de matrices et de tenseuris se gonalisation conjointe de matrices.
tue parmi les outils les plus utilisés en séparation de ssust Dans ce papier, on propose deux algorithmes proches de type
en analyse en composantes indépendantes (ACI) [1] [2]. Elléacobi pour la diagonalisation conjointe non-unitaire e t
prend ses origines dans les publications [3] et [4] ou laa@liag seurs symétriques d’ordre trois a valeurs réelles. lls bagés
nalisation conjointe unitaire de matrices et la diagomaé#ili;md  sur une paramétrisation particuliére de la matrice dialijona
unitaire d’un tenseur d’ordre quatre sont respectivem#nti  sante. Les deux approches reposent sur une estimatioméater
duites en lien avec I'ACI. Une généralisation peut étrevemu  des paramétres qui est faite de maniére entierement anegyti
dans [5] et le cas spécifique de la diagonalisation conjointe & I'aide d’un critére inverse approprié.
taire de tenseurs d’ordre trois est abordé dans [6].
Plus récemment, I'attention s’est portée sur la diagoaalis

tion conjointe non-unitaire de matrices, voir notammerjt [7 2 Formulation du probléme

[13] ainsi que les références qui s’y trouvent. La diagaaali . ,
tion conjointe non-unitaire est un probléme important dtr e On considere un ensemble ée(K < N*) tenseurs d'ordre
permet d'éviter une étape de prétraitement (blanchimest ddrOiS @ valeurs réelles et de dimensiaNsx N x N (N €
observations en séparation de sources) qui, en pratiquieeli .\ \ 1)) tel queT(k) = (Tplpgps(k)) aveck € K (K =

les performances. De nombreux algorithmes de ce type ont éfd: - -+ K1) et (p1,p2,p3) € N7 (W = {1,...,N}). Ces
développés. Parmi eux, les algorithmes de type Jacobi sent ptenseuri(k) sont supposeés suivre la décomposition terme a
ticulierement intéressants de par leur simplicité, lepecité 3  €'Me suivante

traiter des matrices de grandes dimensions et leur treselsonn 7, ... (k) = Z D295 (B)Apy s Aprgo Apsgs (1)
performances, voir par exemples [9]-[13]. La diagonaiisat (41,q2,a3) EN3

conjointe non-unitaire de tenseurs, correspondant a wonue
position Canonique Polyadique (CP) conjointe de tensests,
un sujet relativement ouvert. Il a été abordé dans le cadre
mélanges sous-déterminés pour un ensemble de tenseurs cu

ou A = (4,,) est une matriceV x N reéelle inversible et
(P(k) = (Dg, g245(k)) sontK tenseurs réels diagonaux de di-
MensionsV x N x N, ce qui signifie que seuls les éléments
rBL('M(k), a € N, sont potentiellement non nuls. Par la suite,
pour simplifier, on notera la relation (1) de la fagon suieant

*Les auteurs remercient la Direction Générale de I'’Armerpent son sup-

port financier. T(k) =D(k) x3) A . (2)



Il est important de noter que, pour tokt les tenseurd®'(k)  maniére suivante

sont symétriques, c’est-a-dire quig,.(k) = Recsa(k) pour No1 N No1

tout (e, f, d) résultant d’'une permutation de, b, ¢). U= H H UY et I — H
Le but de la diagonalisation conjointe de tenseurs d’ordre i

trois est donc, a partir des seuls tenseurs de doriéks

d’identifier une matrice inversibB telle que pour touk € K,  Dans (5), les matrices élémentaild¥ (resp.L¥/) différent de

N .o
LY. (5)
i=1 j=i+1 +1

les tenseurs transformeés l'identité N x N seulement par leur terme, j) (resp.(j, 1)),
i < j que l'on noterau,; (resp.¢;;). Chaque matrice élémen-
R(k) = T(k) x5y B (3) taire ne dépend donc que d'un seul paramétre.

ent t oint tdi Par | i | L'ensemble de la procédure proposée est décrite ci-dessous
soient tous conjointement diagonaux. Par la suite, on kppe — InitialiserB et construire les tenseurs transformés

B la matrice diagonalisante. On montre aisément qu# est R(k) « T(k) x5 B
égale a l'inverse de la matric&, a des facteurs d’échelle et ©
des permutations des vecteurs lignes pres, &gk sont tous
diagonaux.

En pratique, les tenseufB(k) sont estimés a partir d’un
nombre fini de données, a I'aide d’opérateurs d’analyse ou d&ett
statistiques d’ordre supérieur (comme, par exemple, legieu
lants d’ordre quatre). Ainsi, il est impossible de rendesstén-
seursT' (k) exactement diagonaux, on ne pourra les diagonali
ser conjointement qu’approximativement. Pour mesuredia«
gonalité » des tenseurs, on utilise classiquement uneifonct

— Etape U : pourtous les indicés< i < j < N

- CalculerU¥ et mettre a jouR(k) etB
— Etape L : pour tous les indic@s< i < j < N
- CalculerLi/ et mettre a jouR/(k) etB
e procédure, qui correspond a un balayage, doit étee réi
rée jusqu’a convergence. On appelle cette algorithme T-3LU
(pourTensorial Alternate LU Jacobi Algorithin

de codt. Ici, on utilisera le critére inverse suivant 4 Estimation des parametres
J(B) = Z | ZTdiag {R(k)}H? (4) Dans cette section, on considérera uniguement la matrice
Py U% pour un couplgi, j), i < j donné. La matricd.’/ étant

la transposée d’'une matrice triangulaire supérieure airaig

ou [|-|| est la norme euclidienne &fTdiag {-} est I'opérateur U/, on déduira donc directement la solution optimale pour le

annulantles composantes diagonales des tenseurs en atgumparametre; ;, en interchangeant simplement les indices j

Il s’agit donc maintenant d’un probleme d’optimisation @nl  dans les développements suivant.

cherche une matricB minimisant7. On propose deux approches différentes. La premiére, dite
classique, consiste a utiliser directement le critére ¢dir@s-
timer les différents parametres. Ainsi on prendra en compte

3 Algorith me proposé l'intégralité des composantes hors-diagonales modifiéetap
transformation (3). La seconde approche est similaire at#p-

Afin de simplifier I'estimation de la matricB et d’éviter ~ t€e au cas ol I'on est proche d’une solution diagonalisante.

les solutions singulieres (matrices non-inversiblesp@pose
d’utiliser une paramétrisation LU qui va permettre de caint .
dre le déterminant de la matrice diagonalisante a un. 4.1 Approche de type classique

Toute matrice carrée peut toujours étre décomposee sous lagn ytilisant directement le critére (4) s/, on obtient
formeDPLU ou D est une matrice diagonalB,une matrice

de permutation eL et U des matrices triangulaires, respecti- J(UY) = Z |ZTdiag {R”(k:)}”2 (6)
vement inférieure et supérieure, de coefficients diagoizus kek

égaux a 1. Les indéterminations classiques de ce problémhe foavec

que les matriceP et P de la décomposition précédente ne R (k) = R(k) x5 UY. @)

pourront pas étre identifiées. Ainsi il est suffisant de reciner
une matriceB s’écrivant sous la formB = LU. Comme cha-  On cherche la solution optimale dg; minimisant (6). La trans-
cun des determinants de et U vaut un, on remarque qu’on formation (7) n'impacte que les éléments Bek) aux posi-
a biendet(B) = det(L) det(U) = 1. Dans ce papier, on pro- tions{(i,y, z) U (x,i, z) U (z,y,1)} avec(z, y, z) € N3, soit
pose d’estimer les matricésetU de maniere découplée, c’est- un élément diagonal &NV (N — 1) éléments hors-diagonaux.
a-dire que dans un premier temps, on minimisera (4) en posabk plus, on rappelle quB.(k) sont des tenseurs symétriques.
B = U puis on fera de méme en posaht= L. Par la transformation (7R% (k) sont symétriques aussi, cela
Les deux algorithmes proposés sont de type Jacobi. Cetigduit considérablement le nombre d’éléments hors-diagon
méthode consiste a décomposer une maf¥sice N en un pro-  intéressants. Ainsi, par la suite, on se concentrera unigae
duit dew matricesN x N «simples » que I'on appellera sur les éléments d&/ (k), pour toutk, dont les indices appar-
matrices élémentaires. AindJ et L sont décomposées de la tiennent & (i, m,n)|m € N',n € P} avecP = N\ {i}. Pour



tout(p, q) € P?, onaalors ChaqueR™ (k) ne contient alors, approximativement, qu’un

ij . 3 B Ny 2 seul terme hors-diagonal non-constant, a sakojr (k). Fina-
Ritg (k) = Riig (k) + 2Rujg (k)i + Ry (R lement, en utilisant (13) dans (9), aprés quelques calouls,
Rij (k) = Ripg (k) + Rjpq (k)ui - (8)  approche (12) par
Ainsi (6) peut s’écrire J (U™

~ 6 Z Rjj; (k) (Rijj (k) + Rjjj(k)uij)- (14)

JUI) =3 3 {3 (RI2(K) +2 3" RI2(K)} +C Cowy; A

hekaep pep ) En égalant (14) a zéro, on trouve |'expression analytique de
suivante
ou C regroupe les carrés de tous les éléments hors-diagonaux kz Rijj(k)R;j; (k)
qui n'ont pas été modifiés par la transformation (7). Ujj = — Z RO (15)
JJJ

En utilisant (8) dans (9), on obtient

T(UY) = ap + aruij + azuf; + asuy; + asuy; (10)  Cette approche adaptée permet une réduction de la congplexit
par rapport a I'approche classique.

avec

ap=3>» { Ze(k)+ > R (K)}+C . _ , .

,;c q;) ol 1;3 pal 5 Simulations numériques

ay =6 Z Z (2Riiq (k) Rijq (k) + Z Ripg (k) Rjpq (k) On va, maintenant, illustrer les performances des deux algo
kek geP pEP rithme proposés. Celui utilisant I'approche classique sém-

az =3 ) Y (4Riiq(k)Rjjq(k) + 2R3, (k) + > R2,,( plement désigné par T-ALUJA, tandis que celui utilisanp¥a
keK qeP peEP proche adaptée sera noté T-ALUJA-A.

Afin d’évaluer les performances de I'algorithme, on consi-
a3 =12 ];C 27; Rijq (k) Rjjq (k) dére l'indice de performance tel gu'il est défini dans [1B
crac Cet indice normalisé compare la matrice globgle- BA au

ar =3 Y R3( (11)  produit d’'une matrice diagonale et d’'une matrice de permuta
keK geP tion. L'indice vaut zéro sB est égale DP.

Pour trouven;;, on dérive (10) par rapportd;;, on obtient On considerel5 tenseurs symétriques a valeurs réelles de
5.7 (U dimensionsl0 x 10 x 10 définis dans un contexte bruité par
L = ay + 2agu;j + 3a3u§j + 4a4u§j. (12) T(k) + tN(k) ouN(k) sont des tenseurs de bruittetepré-

oy sente le niveau de bruit. Toutes les composantes de la matric

A et des tenseurs diagonaldXk) suivent une loi uniforme sur
[—1, 1] tandis que les composantesNék) suivent une loi nor-
male centrée réduite. Enfin, on choisit la matrice identitérp
initialiser B.

Comme c’est un polynéme d’ordre trois, les racmeQ%éU—)

peuvent étre calculées analytiquement. On choisit alora-la
cine réelleu;; minimisant la valeur d¢/.

T-ALUJA-A

4.2 Approche adaptée 0

Lorsque I'on examine en détail I'approche précédente, ol
remarque que certaines composantes des tenseurs tra@sfori
ont un poids plus fort par rapport aux autres lorsque I'on es
proche d'un solution diagonalisante (dans le sens ou petr to
k € K, tous les éléments hors-diagonaux &g) ont un mo-
dule tres petit par rapport a I'élément diagonal non nul de
R(k) de plus petit module). Sous cette hypothese, pour tot
(a,b,c) € {IN3\ (p,p,p)|p € N}, |Ranc(k)] < 1 et il est fa- 1o
cile de montrer quéu;;| < 1. Ainsi dans (8), dans la premiére 0 — e
équation, pour toug € P, on a|R;jq(k)uij| < |Riiq(k)| et nombre ditérations
|Rjjq(k)uz;| < |Riiq(K)|, et dans la second équation, pour
tout (r,s) € {P2\ (j,/)}, |Rjrs(k)ui;| < |Rirs(k)|. D'OU, FIGURE 1 —Indice de performance par rapportau nombre d'ité-
sous cette hypothése, (8) s'écrit rations pourl5 tenseurs d(_e dime_nsioﬂ@ x 10 x 10 dans un

R (k) ~ Ruso () contexte non bruité (100 tirages indépendants).
iiq ~ tlug
RY (k) ~ Riys(k) La figure 1 montre I'évolution de I'indice de performance
au fil des itérations dans un contexte non bruité pour 100 ti-

R (k) = Rijj (k) + Ry (k)ui. (13)  rages indépendants. Bien que l'nitialisationBsoit trés éloi-
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gnée d'une solution diagonalisante, on constate que T-ALUJ [2] E. Moreau and T. AdaliBlind Identification and Separation of
A présente une bien meilleure vitesse de convergence que T- Complex-valued SignalsOCUS Digital Signal and Image Pro-
ALUJA. En effet tous les tirages de T-ALUJA-A convergent cessing Series, Wiley-ISTE, 2013.

entre la4®™e et la 6°™ itération tandis que les tirages de T- [3] J.-F. Cardoso and A. Souloumiac, “Blind Beamforming am

ALUJA convergent entre la2¢™me et [a22¢™¢itération. Gaussian Signals’\EE Proceedings-F\Vol. 40, pp 362-370,
1993.

[4] P. Comon, “Independent Component Analysis, a New

—6— T-ALUJA ” Qi H ]
7 Concept ?”,Signal processing, Elsevie¥ol. 36, pp. 287-314,

1994.

[5] E. Moreau, “A Generalization of Joint-Diagonalizati@miteria
for Source SeparationlEEE Trans. Signal Processingol. 49,
No. 3, pp 530-541, March 2001.

[6] L. De Lathauwer, B. De Moor and J. Vandewalle, “Indepertde
Component Analysis and (Simultaneous) Third-Order Tensor
Diagonalization” IEEE Trans. Signal Processinyol. 49, No.

10, pp. 2262-2271, October 2001

5 10 15 20 2 30 35 2 [7] T. Trainini and E. Moreau, “A Coordinate Descent Algbrit
nombre ditérations for Complex Joint Diagonalization Under Hermitian and &an

pose Congruences|EEE Trans. Signal Processind/l. 62,
FIGURE 2 — Indice de performance moyen par rapport au No. 19, pp. 4974-4983, 2014.
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nombre d'itérations pout5 tenseurs de dimensiot8 x 10 x [8] G. Chabriel, M. Kleinsteuber, E. Moreau, H. Shen, P. Tictky
10 pour diffélren,ts niveaux de bruit € {1077,107%,107%} and A. Yeredor, “Joint Matrices Decompositions and Blind
(100 tirages indépendants). Source SeparationlEEE Signal Processing Magazinéol. 31,

. 3 L . . No. 3, pp 34-43, May 2014.

La figure 2 pres.ente ! evqutllon de_I md'.ce de perfor.mance [9] B. Afsari, “Simple LU and QR Based Non-Orthogonal Matrix
moyen (sur 100 tirages) au fil des itérations dans différents Joint Diagonalization,” irProc. ICA’2006, Springer LNCS se-
contextes bruitést(€ {1077,10~4,10~}). De nouveau, T- ries, pp 1-7, 2006.
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) - Loncernant ie nlvea,u € per. or.m.ance a e'_n 1€ bining Givens and Hyperbolic RotationdEEE Trans. Signal
deux approches donnent des résultats similaires. Parfcé u Processing\Vol. 57, No. 6, pp. 2222-2231, June 2009.
gorithme atteint un niveau de performance moyen Iégéremerﬂh]

. < L. Wang, L. Albera, A. Kachenoura, H. Shu and L. Senhadiji
meilleur par rapport a I'autre.
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