Apprentissage d’un modele graphique non orienté hybride
parcimonieux par utilisation du gradient proximal stochastique
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Résumé — Cet article présente une méthode d’apprentissage de modele graphique hybride non orienté parcimonieux 2 partir d’un jeu de
données, lorsque la structure du modele n’est pas connue. Le modele hybride proposé est construit a partir d’un modele d’Ising pour les variables
catégorielles et d’un modele gaussien pour les variables continues. L’apprentissage est réalisé a 1’aide d’une version stochastique de 1’algorithme
du gradient proximal, dans lequel le gradient de la vraisemblance n’est pas calculable et est estimé par des simulations de type Markov Chain

Monte Carlo.

Abstract — This article proposes a method for learning from data undirected sparse hybrid graphical models when the structure is not known.
The hybrid model we propose is based on an Ising model for categoriacal variables and a Gaussian model for continuous variables. The learning
part is done using a stochastic version of the proximal gradient algorithm. As the gradient of the likelihood is not tractable, we propose to

estimate it with a Markov Chain Monte Carlo method.

1 Introduction

Les modeles graphiques sont utilisés pour représenter effi-
cacement des distributions de probabilités et ont des applica-
tions dans de nombreux domaines. Plus particulierement, ils
sont une bonne solution au probléeme de la détection et de la lo-
calisation d’anomalies. Si le sujet avait déja été exploré dans le
domaine médical [1]], I’application dans le domaine de 1’aéro-
nautique pour la prévention des pannes est plus récente [2]. Une
caractéristique importante de ce domaine est la présence de va-
riables nombreuses et tres diverses, certaines catégorielles (ty-
piquement pour remonter I’état de fonctionnement de systémes
ou composants électronique sous la forme marche/ arrét/ hors-
service) et d’autres quantitatives (mesures physiques telles que
des températures ou des tension électrique).

L’apprentissage de modeles non orientés par régularisation
01 est un sujet qui a été largement étudié ces derniéres années,
notamment dans le cas des graphes non orientés par paires : [3]]
propose une large revue des méthodes actuelles traitant cette
problématique. On s’intéresse ici a I’approche de minimisa-
tion de la vraisemblance. Contrairement aux graphes orientés
acycliques, les graphes non orientés peuvent facilement €tre
associés a une fonction de vraisemblance concave (voir [4]],
§20.2.3) qui assure 1’absence d’optimum local. En outre, 1’ab-
sence de contraintes d’acyclicité sur les graphes permet d’utili-

ser des méthodes de descente de gradient (ou de gradient proxi-
mal dans le cas d’une pénalisation de type £!) pour atteindre
I’optimum global. Néanmoins, dans un contexte ol le nombre
de variables est grand (plus d’une centaine), la vraisemblance
et son gradient peuvent étre tres cofiteux a calculer. Pour faire
face a cette situation, [5] propose une méthode stochastique
basée sur le calcul de la pseudo-vraisemblance, mais cette mé-
thode est connue pour étre sous-optimale. Récemment, [6] a
proposé une méthode de recherche d’optimal d’une fonction
objectif concave régularisée a 1’aide d’une version stochastique
du gradient proximal. Cette méthode est adaptée a la grande di-
mension et dans le cas ou la fonction objectif ainsi que son gra-
dient seraient cofiteux a calculer de maniere exacte mais pour-
raient &tre approchés par une méthode de Monte Carlo reposant
sur une chaine de Markov (MCMC).

Les travaux réalisés dans le domaine de I’apprentissage de
graphes non orientés par régularisation [y traitent séparément
de données discretes ou continues, mais tres peu de données
mélangeant ces deux types de variables. D’autres approches
ont été envisagées ; par exemple, [7] propose une solution ou
les variables utilisées pour 1’apprentissage du graphe sont des
versions gaussiennes des données initiales, qu’elles soient dis-
cretes ou continues. L’approche utilise des noyaux de Mercer.
Ici, on propose en partie 2| un modele hybride mélangeant des
données discretes (catégorielles) et continues (quantitatives).



On propose en section [3| une méthode d’apprentissage de gra-
phes non orientés, modélisant la distribution jointe de ces va-
riables, en utilisant du gradient proximal stochastique.

2 Présentation du modele hybride

Parmi les diverses modélisations possibles de réseaux non
orientés, la classe des réseaux par paires utilise des potentiels
qui sont des fonctions d’une ou deux variables. Dans de tels
réseaux, la densité p(z1,...,xn) de N variables aléatoires se
met sous la forme

v) [ eiul@iz;), @
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p(x1,...,zN) =
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::]2
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ou I’ensemble E contient toutes les paires de variables que
I’on veut inclure dans le modele. Le graphe non orienté asso-
cié contiendra un arc entre les noeuds 7 et j si ;; # 1. Il est
aisé de paramétrer les potentiels ¢; et ¢; ; par des familles de
fonctions log-concave en les parametres. La variable Z est la
constante de normalisation nécessaire au calcul de la vraisem-
blance qui est cependant incalculable si IV est grand.

Deux modélisations sont tres utilisées pour les réseaux non
orientés par paires : les modeles d’Ising et les modeles gaus-
siens. Le cas gaussien est le plus simple puisqu’il revient & dire
que p est la densité d’un vecteur gaussien. Dans ce cas le cal-
cul de Z ne pose pas de probleéme car cela revient a calculer le
déterminant d’une matrice N x N. Le modele d’Ising (IGM,
Ising Graphical Model) correspond au cas ou tous les x; sont
a valeurs binaires, par exemple dans {0, 1}. Ces modeles ont
été généralisés a des ensembles de valeurs plus grands, sous
la forme par exemple du modele de Potts ([8]), mais ce dernier
peut étre reparamétré sous la forme d’un IGM en utilisant la pa-
ramétrisation de [9]], §4.3.4. Dans le cas d’un IGM, la densité a
la forme

—exp 20”3:14-229”9611‘] , (2
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pe(r) =

ol1 © = (6, ;) estun paramétre de RN(N+1)/2 Pour des raisons
pratiques on considere que O est une matrice symétrique N X
N. Comme z; = 22 pour x; € {0, 1}, on peut écrire alors

1
po(r) = —exp ( T@x) . 3)

Zeo

Cette forme est essentiellement similaire a une densité gaus-
sienne, mais © n’a aucune contrainte puisqu’elle n’est pas as-
sociée a une matrice de covariance. Le calcul de la constante de
normalisation Zg peut s’avérer tres coliteux quand IV est grand
(somme de 2%V termes).

On propose un nouveau modele hybride mixant des variables
X;, 1 € C, binaires (appelées catégorielles par la suite) et des
variables X;, ¢ € Q continues (appelées quantitatives par la
suite). Soient X = (X¢, Xo) I’ensemble des variables de notre
modele, a valeurs dans X = {0,1}¢ x R<. On propose le

modele graphique hybride par paires suivant :

1
pa(r) = Zo exp (m?@xc

1
+pulag — ingxQ + acCTCI)xQ> , 4

ol Q = (O, u, A, ®) avec © = (6;5); jec matrice symétrique,

= (ti)ico € R2, A = (Sup)uveo matrice symétrique et
® = (¢in)i,uccx o matrice quelconque. Pour que la fonction
Ppq soit une densité par rapport a la mesure produit composée de
la mesure de comptage sur {0, 1}€ et de la mesure de Lebesgue
sur R2, il est clair qu’une condition nécessaire et suffisante est
que A soit une matrice définie positive, ce que nous suppo-
sons par la suite. En revanche, aucune condition n’est imposée
a0, u et ¢ autre que © symétrique.

La densité a les propriétés suivantes. Vue comme une
fonction de x g uniquement, on a

1
pal@) x exp(w 2l ®)ag - 2@%) ,

ou  signifie I’égalité de fonctions a une constante multipli-
cative pres (ici pouvant dépendre de x¢ puisqu’on voit po(x)
comme une fonction de g uniquement). On reconnait dans le
membre de droite de la formule précédente une densité gaus-
sienne. On en déduit que, conditionnellement a X¢, Xo est
un vecteur gaussien de moyenne A™! (1 + ®7' X¢) et de co-
variance A~

De méme, il est aisé de montrer que, conditionnellement a
Xo, Xc est un modele IGM. De facon plus surprenante, on
peut aussi montrer que la loi non-conditionnelle de X¢ reste un
modele IGM (alors qu’il est clair que la loi non-conditionnelle
de X g n’est pas une loi gaussienne mais un mélange de lois
gaussiennes). En effet, si on note p¢q, la densité de X, on ob-
tient

pea(ze) < exp (a:?@xc)
1
/ exp <(u + &%) g — ng:vQ> dzg .
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On peut interpréter I’intégrale (2 une constante multiplica-
tive prés) comme une espérance Elexp ((u + ®T2¢)TU)] on
U est un vecteur gaussien centré de covariance A~!. On ob-
tient donc

1
pea(xe) x exp (:cc Oxc + = (u + @Txc)TA (,u + @Txc))

o exp (2 (© + <I>A71<I>T/2 + Diag (@A™ pn))zc)

o, a la derniere ligne, on a utilisé xf = x;. On reconnait le mo-
dele IGM (3) de paramétre ©+ PA~1®7 /2+ Diag (PA~1p1).
3 Apprentissage de structure

On s’intéresse maintenant a 1’apprentissage de ces réseaux
hybrides, par minimisation de 1I’opposé de la log-vraisemblance



pénalisée par une régularisation de type ¢'. Cette pénalisation
est 1égitime dans un contexte parcimonieux afin de favoriser les
parametres ) avec peu de connections. On définit notre estima-
teur par

Q) = Argmin — 4(Q) + g(Q) 3)
Q

ol £(€2) désigne la log vraisemblance et g(£2) est une pénalisa-
tion sur les arcs des graphes, définie par :

g =X D> 0+ D Awl+ Az DY [Pl
1<jeC u<veQ i,ueCXQ

Une méthode de recherche d’optimum global de la vraisem-
blance d’un graphe non orienté est proposée par [6]. L’algo-
rithme est un gradient proximal dans une version stochastique
liée a ’estimation de la constante de normalisation Zq qui est
d’ordinaire trop complexe a calculer exactement. L’algorithme
du gradient proximal peut étre vu comme un cas particulier des
méthodes de majoration-minimisation (MM), voir [10] section
1.3 et [11]]. Sous certaines hypotheses de régularité vérifiées ici
(voir [6l], H1 a H5), I’algorithme

Qpy1 = PrOX’Yn+1 (Qn + ’7n+1v£(Qn)) (6)

converge pour des pas {y,,n € N} positifs, ol Prox est 1’opé-
rateur de gradient proximal de g défini par

1
Prox, (0) = Argminq —|[9 — 0]|* + g(9) » .
9 2y

Avec la pénalisation g ci-dessus, 1’opérateur proximal est faci-
lement calculable, puisqu’il est I’opérateur de seuillage doux
Sy (€2) défini par

S%)\(Q) = (8%)\1 (@)7 Sy,22 (A)’ 5,23 (CI)))
et ol, hors termes diagonaux pour © et A,

191'3‘ — YA si ﬂz‘j >\,
sya(D)ij = S Wi + A sid; < =X,
0 sinon.

Pour compléter I’algorithme proposé par [6]], il s’agit de pro-
poser un calcul approché de V/(£2,,) a chaque étape n. Nous
expliquons la procédure MCMC utilisée pour cela au para-
graphe suivant.

4 Calcul approché de la vraisemblance
et de son gradient
Dans notre cas, ¢ et V/ ne sont pas calculables de maniére
exacte, et on s’oriente vers une version stochastique (voir [6],
section 3) dans laquelle V/(€2) est approchée a I’aide d’une

procédure MCMC. Pour des facilités d’écriture, on introduit la
statistique F' pour écrire la vraisemblance pq (X)) :

1
po(X) = 7 exp((, F)) , @)
Q
ou F' = (Fy, Fy, F3, Fy) avec :

e F estla matrice indexée sur C x C définie par F; = XCXCT s
o [ estle vecteur indexé sur Q défini par Fr = X,
e F3 estlamatrice indexée sur @ x Q définie par F3 = — %X oX .
o I, estlamatrice indexée sur C x Q définie par Fy = XX 5,
et ol (-, -) est le produit scalaire défini par

(Q,F) =Tr(OF]) + p' F + Te(AF ) + Tr(®F]).  (8)

D’apres , si D = {X(®}"2 sont des données d’appren-
tissage et si on note F'(*) 1a statistique F correspondant 2 1’ob-
servation X *), 1’opposé de la log-vraisemblance s’écrit

1 R
Q)= — (Q,F®)Y —log Zg, .
() mD;< ) —log Zg

L’identité de Fisher Eq[V{(€2)] = 0 donne donc
Vlog ZQ = ]EQ[F] = EQ []EQ [F | Xc]] (9)
Ce résultat suggere une méthode pour estimer V log Zq, :

(a) La loi conditionnelle de X o sachant X étant connue
(voir §, on calcule Eq[F' | X¢] explicitement comme
une statistique dépendant de X. On obtient plus préci-
sément

Eq(F1|Xe)
Eq(F2|Xc)
)

Iy
E(Xo | Xc) =A" (n+ @7 Xc)

1 _ 1
Eq(F3|Xc —§A 1 gEsz(FﬂXc)]Esz(Fz\Xc)T

]EQ(FAL‘XC) = XCEQ(F2|Xc)T

(b) La loi non-conditionnelle de X¢ suit un modele d’Ising
(voir § [2), que I’on peut simuler comme la loi station-
naire d’une chaine de Markov (voir [12], qui propose un
algorithme ayant de bonnes propriétés de mixage).

La succession de ces étapes fournit donc un algorithme MCMC
pour le calcul de V log Zq, donné par (9). .
L’ensemble des étapes de ’algorithme du calcul de Q2 dé-
fini par (5) est donc finalement décrit par une initialisation €
arbitraire, puis en itérant : pour I’étape n > 0, étant donné €2,,,
1. simuler une chaine de Markov de loi stationnaire pg (z¢),
2. calculer une approximation MCMC du gradient V log Zg,
donné par (O) en suivant les étapes [(a) et[(b)]
3. calculer I’approximation H,,1 de V/{(£,,),
4. calculer 0,41 = Prox,,,, (Qn + Ynp1Hp1).

L’algorithme fait apparaitre a chaque itération une complexité
temporelle O(N3+m,,|C|?), ot m,, est la longueur de la chaine
de Markov générée a I’itération n, |C| le nombre de variables
catégorielles et N le nombre total de variables.

S Illustrations et Exemples

Pour illustrer le modele proposé et la méthode d’estimation
décrite, nous montrons quelques simulations en faible dimen-
sion (3 catégorielles, 2 quantitatives). La figure[I|montre des si-
mulations de X ¢ dans le cas & = 0 (les variables quantitatives



sont indépendantes des variables catégorielles et suivent donc
une loi gaussienne), et dans le cas & # 0 (les variables quanti-
tatives sont dépendantes des variables catégorielles et suivent
donc une loi qui est un mélange de gaussiennes). La partie
gauche de la figure 2] montre la minimisation de 1’opposé de
la log-vraisemblance pénalisée (comme expliqué en début de
section §[3) dans la configuration ® # 0. On présente mainte-

FIGURE 1 — Réalisations i.i.d. de Xg en dimension 2. Les
valeurs de X¢ € {0, 1}? sont représentées par 2% couleurs dif-
férentes. A gauche ® = 0, a droite ® # 0.
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FIGURE 2 — Evolution du critére 2 minimiser en fonction

du nombre d’itérations de 1’algorithme en faible dimension (a
gauche) et en plus grande dimension (a droite).

nant des résultats en plus grande dimension. On considere 100
variables : 40 variables catégorielles et 60 variables quantita-
tives. On génere 500 échantillons a partir d’'un modele parci-
monieux ol en moyenne 5% des coefficients de ® et des co-
efficients sous la diagonale (diagonale non incluse) de © et A
sont non-nuls (en conservant le caractére défini positif de A).
Pour cette simulation, nous avons pris ,, constant égal 2 1073,
et \; = Ay = A3 = 0.1, obtenus apres différents essais.

La figure 2Jmontre a droite la minimisation de 1’opposé de la
log-vraisemblance pénalisée, et la figure [3] montre 1’évolution
des taux de faux et vrais positifs.

L apprentissage du modele hybride 4| trouve une application
dans le contexte industriel de détection et de localisation de
pannes sur radars aéroportés, voir [13], ou le modele est ap-
pris en minimisant la pseudo-log-vraisemblance, qui peut &tre
calculée analytiquement.
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