Estimation de mélanges de lois : évolution du KeRrobvers le critere KP-log
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Résumé — Cet article s'intéresse a proposer ungaueritére d’optimisation qui permette de résoudéproblemes
d’estimation posés par l'application du K-produdicdt dans [6] sur certains mélanges en monodiraensi ou en
multidimensionnel. Ce nouveau critére est testéesarcas illustrant ces problemes et une applicdioclassification
d’'images.

Abstract - We focus on the definition of a new optation criterion for mixture estimation which @als solving
some estimation difficulties seen with K-produgaaithm presented in [6] in univariate or multivae cases. This
new criterion is tested on the problematic caselsaamapplication in image classification is progbse

1 Introduction
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supervisée des espérances d'un melang¥ des de ayec ¢(y) présentant un unique minimum en 0 et
distributions inconnues. On dispose pour cela d’u[bndantvers linfini quang tend vers linfini
ensemble d&l observations multidimensionnelles.}]. Cest cette adaptgtion qui fera l'objet dé la deme

Dans [6] a été détaillée la liste des méthodesigass partie de larticle. Une méthode de résolution pant

dr(ier?(tzlimglgoli?n Etle 4%%253,3;;;'\2:;g;n'\:lri?nn;ﬁ;wdile fixe sera présentée et un exemple numérique drestes
ﬁn ospe d’appli ?Jer lalgorithme a partir d’un n(()qrebr gains acquis par rapport a K-Produit,
b ppid 9 P Les résultats obtenus permettent aussi de préserder

Sugﬁagég\;ggj“iﬁgg&d’0 timisation K-Produit a &t application en classification d’images. Ce serhjébde
P la troisiéme partie de l'article.

ensuite proposé, critere qui s'écrit avec la norm

euclidienne : 2 Limitations du K-Produit
N K o . , :
Jeo n (Ul’---’UK):Z ”Xn _Uk” Qomme indiqué _dgn; ImtroductlonA, le [(-I?rodun
=1 présente quelques limitations qui vont étre déiians

L'unicité du minimiseur a été démontrée dans le cagette partie.
monodymerysmnnel (cf. [6’3]). Ce minimiseur fourrdr;s 21 Mélange de quatre lois
approximations des espérances des lois avec uatibbje o ) _ .
de « consistance » : dans notre contexte de dtasiih, Dans [6], il a ete demontre que K-Produit peuterai
un ensemble deK vecteurs (uli""uK) est dit un mélange de trois lois uniformes de fagon

) . . inconditionnelle. En revanche, la « consistanceestn
« consistant » si chaque support de classe contient . , N N
plus garantie pour lapplication de K-Produit a un

vecteuru, . En asymptotique, ce critere s’écrit : mélange de quatre lois dont le quatriéme suppdrt es
K suffisamment éloigné des trois autres. Une hypethes
JKP(ul,...,uK)I .[ ﬂ”x—uk”h(x)dx pouvant expliquer ce phénoméne est que la prise en

= compte des éléments de I'échantillon qui sont tbin

En 1-D, ce critére, pour lequel il a pu étre démént support concerné de facon linéaire peut conduaeeér
que la « consistance » est atteinte pour des nedatg des biais. Ceci sera illustré dans les applications
trois lois uniformes, n’est en revanche pas robpste numériques de KP-log.
gzﬁz'ﬂfSTﬁéaggﬁigiigeatre lois, ce que nousrdhoss 2.2 Application du K-Produit en d-D

Par ailleurs, dans le cdsD, il peut présenter au moins  En n dimensionsn supérieur a 2, des simulations ont
un minimum local non global. La premiere partie d€ait apparaitre pour certains cas de mélanges int po

larticle détaillera ces points. _ __ singulier ou tous les, sont égaux. Selon les mélanges
Pour pallier ces problemes, une adaptation durerée Cs . . . . e
de lois a estimer, ce point singulier peut s'avé&iee

été réalisée en gardant le principe de conserverae « s -
suivante : g P P stable et étre ainsi un minimum local non globalos



linitialisation de l'algorithme, les itérations scessives 3.2 Définition d’'un nouveau critére
peuvent passer par ce bassin d’attraction et cgever
vers ce point singulier. Pour contourner le prokdgm
terme de régularisation peut étre ajouté pour foles
itérations a ne pas s'approcher de points a compassa
égales, mais cela demande lintroduction d’'un hyper 4 J‘”X u||
parametre de régularisation correspondant au diardet

ce bassin d'attraction, et son réglage n’est peikefaent
déterminable. La Figure 1 montre un exemple d’un t
point singulier qui se trouve en dehors des éclamdi
des lois et sur lequel I'algorithme peut converggelon
l'initialisation. Sur 1000 initialisations, ce mmum
local est apparu 180 fois.

La moyenne d'une loi donnébd peut étre vue
classiguement comme le minimum de la fonction-co(t
suivante en norme euclidienne :

IRd
Par analogie, dans le cas d'un mélange de lois
isjointes ou l'on veut déterminer chaque espérance
cette intégrale devrait n'étre réalisée que sisulgport
de la loi élémentaire considérée. Un moyen powr est
d’'introduire une fonction-seuil pour imposer que

limpact de la distance dea un poin, |x-u,|, soit

10 12
s 8 v P * négligeable au-dela d’une certaine valeur. |l faut
26 2 g maintenant définir une fonction-seuil qui permetie
a g a
5, - N 5 . * revenir ensuite a notre objectif d'optimisation zere.
£ , E \ * Une solution est d'introduire ['équivalent d’une
] * «F , » fonction-seuilx sur la distance :
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g 8 z * — -
- . g 4 < de pIus(p(O)—O, qﬁ(y)D@ﬂ%—’ +00 et ¢ dérivable
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g 4 - z o continiiment deux fois, gt parametre a ajuster.
= 5 0
R e T 3.2.1 Démarche de définition du critere
3eme composante 3eme composants Nous allons présenter la démarche conduisant au

Figure 1 : Minimum local (quatre étoiles en magent@onfondues

en dehors des échantillons) avec K-Produit sur un élange de critere final en 1D pour alléger les notations.

quatre lois en dimension 5 et minimum global (losages rouges) La fonction-seuilk permet de transforméx—u) en
3 Le nouveau critére KP-lo 1 h
g (x=ul(x~u) et = (x-u)* en [ k(& ~u)(& - u)dé.
Dans cette partie, nous allons présenter le nouveau 2 f

critere propose. Mais, de fagon préliminaire, nallens La fonction-cot compléte pour le calcul des
décrire quelles sont les propriétés que devraiira®o différentes espérances S’écrit alorS'

priori 'estimateur idéal, pour ensuite le traduire leax

possible en un critere d’optimisation. J(ul,“

ncrtére dopmsaton, =310} =
3.1 Propriétés d’'un estimateur idéal © “k1+ex;{¢(§k J

Revenons d’abord aux estimateurs existant. K-means
est en un certain sens un quasi-oracle : s'ilessiple de
dire a quelle loi appartient tel élément de I'édillam a
classifier, alors la moyenne des éléments affgraédoi
donne la meilleure estimation possible de I'espégaie
la loi. La fonction-colt exploitant le minimum de
distance pour laffectation d’'un élément au cerdee
classe ne permet pas d’effectuer une descentedeqt 1+ ex{dfk - Uk)j 1+1+ ¢ ( )( - )

dé, dx

Dans cette fonction-co(t, seuls legproches desi
induisent une variation de la fonction-colt poureun
variation deu.. La présence des exponentielles et des
intégrales limite son utilisation en optimisation.

L'idée est alors de réaliser un développementdimhé
la fonction-seuil au premier ordre. D'ou :

sur tout lespace pour trouver des estimations des
espérances de lois. Il s’en suit une caractéristimqunnue
de K-means : le minimum obtenu est local.

L'apport essentiel de K-produit est de fournir un

Cette expression permet de calculer explicitement
lintégrale entreus etx indépendamment de I'expression

réponse a la question de lestimation d'approxiav ede¢ des lors que celle-ci satisfait aux conditionsgess

des espérances avec une méthode rapide qui repose s u, )d&, _ 2y inl 1+ @'(0)(x-u,)?

une descente de gradient, moyennant les I|m|tat|orJ‘ 1 _ T
présentées dans la partie précédente. Sl+exdy w(fk u )) (O) 4y

En résumé, il faut un critére qui soit convexe faire
une descente de gradient avec un seul minimumiet g}l 2 Nouveau critere de classification
assure une « consistance » inconditionnelle.

Le nouveau critéere résultant, baptisé KP-log, #'écr
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avec
L'application pratique de ces développements se

= .“|X E || ) 2) faisant sur un échantillon, un point intéressart des

IR pouvoir affecter & chaque loi les éléments cornedpot

Ce critére s'inscrit dans la suite des précédemtsee pour pouvoir faire une estimation de 'espérancéyde
que, d’une part, la notion de produit est consereégui K-means. Pour cela, le fait que chagusoit une densité
permet de faire du calcul différentiel, et, d’aupart, ~de probabilité permet de comparer les valeurs geur
comme In(1+a"2 2): '2||X—u ”2 pour X un pointx, donné et 'de I'affecter & la lbipour laquelle

k Ie maximum est atteint.
voisin deu, le critére se rapproche du K-means dans ¢ i
voisinage, les autres termes variant assez peu. %5 Resutats

La difference essentielle tient au fait que, par Les résultats vont étre focalisés sur les poimgdint
construction, I'évolution al'infini du critére eséaucoup de K-Produit.
plus lente que celle du K-Produit.

3.5.1 Mélange de quatre lois en 1D

3.3  Meéthodes numériques La Figure 2 montre l'application des algorithmes K-
L'annulation du gradient dekpe.g pour toutl de Produit et KP-log sur 4000 observations issues d'un
1, ., K donne : mélange de quatre lois ou la derniére est éloighese

trois autres.

ﬂ In| 1 + _ Uk” (X —4 )h(X)2 dx=0 120 * echantilon I I I ‘ I
0’2 + ”X _ uk” ol & moyenne K-Produit o

k#l (3) & mayenne KP-log

Une procédure par descente de gradient pourrait étr 1
utilisée. Il est proposé ici d’exploiter un prineige point
fixe. Pour cela, nous réécrivons (3) comme sulit :

X 40+ g

Hln(ﬂ “u) jaz o) h(x)dx |

k#l

|<‘||n(1+X “)jaer(i_ul)zh(X)dX T"_‘—_ R
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Ceci crée une relation itérative. Il est possibke d
démontrer que pour un choix @esuffisamment grand,
cette application est contractante en considérast d 1000 initialisations différentes ont été testées,
itérations sur chaque. En parcourant successivementconfirmant lunicit¢ des minima des criteres. Les
lesu, la convergence s'effectue vers un point fixe glob estimations des moyennes issues de KP-log se
En pratique, les), sont modifiés simultanément confondent avec les moyennes réelles des lois. La

’ | .

) ) o ) moyenne de la troisieme loi estimée avec K-Proelstit
En faisant une analogle statistique, cela veut glie

trés biaisée et I'estimation de la deuxieme loiuespeu
chaquey est égal a I'espérance conditionnelle sachant1g8.:c4e et hors support.

u de la loi de densité de probablllte

60+ R

Figure 2 : Comparaison des performances de K-Produet de
KP-log sur un mélange de quatre lois

x y ) h(x) 3.5.2 CasendD
H In|1+ > 5 KP-log est appliqué ici sur I'échantillon qui avaits
a + (X u ) en défaut, selon l'initialisation, K-Produit. Leogennes
g (><1u|,uk¢|)— sl estimées correspondent aux espeérances réellest Il e
I In| 1+ (x-u ) h(x) gx 2ussi montré sur cet échantillon quil existe uaible
ﬂ a’ + (x— u )2 sensibilité sur le choix deautour de la définition choisie
kel ! (cf. équ. 2). La Figure 3 présente aussi le résdiaa

séparation du mélange de lois (une couleur pareloi)
Par ailleurs, les applications vont s’appuyer sar ufonction du critere de classification présenté.
échantillon fini notéx,). L'équation (3) s’écrit alors :
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Figure 3 : Résultat sur un échantillon & quatre clases en
dimension cinq — sensibilité au choix der

4 Application sur une image

Une application classique de la classification last
séparation de zones sur une image. Les exemp&gpri
proviennent d’'une bibliotheque Internet d'imagesigé
(http://www.museumtextures.cgm’'image de la Figure
4 est un exemple de classification binaire couleur.
L'image analysée Figure 5 présente a la fois upture
franche entre le disque solaire et le ciel, etrdemnces
plus continues. La Figure 6 montre plus préciséneent
classification effectuée et en particulier les safians
non franches.

5 Conclusions

Le nouveau critere proposé fournit des réponsessa d
problémes identifiés de K-Produit sur la consistada
minimiseur et, en dimension supérieure a 2, soniténi
Son utilisation permet de plus d’affecter les élgtaale
I'échantillon aux espérances de lois correspondante

Lillustration sur des images de ciel permet de trem
son utilisation sur une application concréte.
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Figure 6 : Comparaison classification — image suralix colonnes



