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Résumé — L’ utilisation du capteur vectoriel pour la goniométrie de sources électromagnétiques est opérationnellement intéressante grice au
faible encombrement du systeme. Ce réseau est composé de boucles et dipdles captants toutes les composantes du champs électriques et du
champs magnétiques. L’ objectif de cet article est de comparer les performances en présence d’erreur de modele de 1’algorithme MUSIC avec la
méthode de Nehorai adaptée a ce type de réseau dans un contexte mono-source.

Abstract — The use of the vectorial sensor for the DOA estimation of electromagnetic sources is operationally interesting due to the small
aperture of the system. This array is composed of loops and dipoles receiving all the spatial components of the electric and magnetic field. The
purpose of this paper is to establish closed form expression of the performances in presence of modeling error in order to compare the MUSIC

algorithm with conventional approach of Nehorai in single source context.

1 Introduction

Le contexte est celui de la goniométrie qui permet d’estimer
les angles d’incidences de sources électro-magnétiques pola-
risées recues par un réseau d’antennes tel que celui du cap-
teur vectoriel. Le réseau est soit mono-polarisation avec des
antennes adaptées a la méme polarisation soit a diversité de
polarisation dans le cas contraire. Il est alors envisageable d’es-
timer les angles d’incidences des sources avec des méthodes a
haute résolution telle que MUSIC[6] en mono-polarisation ou
Ferrara [1] en diversité de polarisation.

En mono-polarisation, il a été montré dans [2] que les per-
formances en terme de précision sont inversement proportion-
nelles a la dimension du réseau. Pour des petits réseaux, seule la
diversité de polarisation des antennes permet d’obtenir des per-
formances acceptables. Plus particulierement, un réseau mono-
polarisation avec des antennes identiques de méme positions ne
permet pas de mettre en oeuvre une goniométrie. Pour pouvoir
appliquer une goniométrie dans ce contexte difficile, il faut que
les capteurs soient sensibles a des polarisations différentes. En
particulier, le capteur vectoriel de la figure-1 qui est a diversité
de polarisation avec les trois boucles et les trois dipdles per-
met d’estimer les incidences des sources. Ce réseau dont les 3
boucles orthogonales captent les composantes du champs ma-
gnétique et dont les 3 dipdles orthogonaux captent le champs
électrique nécessitent un algorithme a diversité de polarisation.

Les réseaux composés de boucles et dipdles ne sont pas nou-
veaux dans le domaine de la goniométrie. On peut par exemple
citer le systetme Watson-Watt qui permet d’effectuer une go-
niométrie avec un dipdle et deux boucles verticales sous 1’hy-
pothese d’une seule source en polarisation verticale. Plus ré-
cemment et afin de s’affranchir de la polarisation de la source,
Nehorai propose une technique [5] a base du produit vectoriel

sur le capteur vectoriel. Pour terminer, la méthode a diversité
de polarisation de Ferrara [1] est applicable sur ce réseau avec
la capacité de traiter plusieurs sources.

L’ objectif de I’article est de comparer les performances des
différentes approches utilisant le capteur vectoriel en présence
d’erreur de modele. Le calcul des performances théoriques de
Ferrara [1] utilisera les résultats de [3]. Cela permettra d’en dé-
duire I’ouverture équivalente du capteur vectoriel comme dans
[2] pour les réseaux géométriques et de le comparer a un réseau
circulaire équivalent.

2 Modélisation et formulation du pro-
bleme

En présence de M sources, le signal x (t) = [x1 (¢) - - xn (1)]
observé en sortie du réseau de N antennes a diversité de pola-
risation s’écrit de la maniére suivante

M
x(t) =Y as;(t) +b(t) (1)
i=1
oll x, (t) est le signal en sortie du n*®™¢ capteur, b (¢) est le
bruit additif et s; (¢) est le signal de la i**™¢ source associé au
vecteur a,. En présence d’erreur de modele, le vecteur a; s’écrit
de la maniére suivante

a;,=a(0;,p;)+e (2)
avec afl (©,p)a(©,p) = N etou a(0,p) est le vecteur di-
recteur dépendant de 1’incidence O et de la polarisation p et e;
est I’erreur de modele (7 et 7 définissent le transposé conjugué
et le transposé).

Selon la figure-1, la source se propage vers les antennes du
réseau dans la direction donnée par le vecteur d’onde k (©) qui



dépend de I'incidence © = {0, A} ou 6 est ’azimut et A est
I’élévation. L’ onde de la source est polarisée suivant un champs
électrique P et un champs magnétique H se trouvant dans le
plan d’onde orthogonal & k (©) qui est défini par les vecteurs
ky (©) et ky (). La polarisation p =[o 3]” correspond a
I’orientation du champs électrique dans le plan d’onde tel que
pp = 1. Sachant que le champs magnétique H est orthogonal
a P, ces deux vecteurs s’écrivent de la maniere suivante en
fonction de la polarisation

P=aky (©) + fky (O) 3)
H= —aky (0)+ fky (O) “
Les dipdles sont sensibles au champs électrique et les boucles

au champs magnétique. Selon la figure-2 la réponse gpoucie
d’une petite boucle et gg;pore d’un petit dipole s’écrivent

H H
Gboucle = Ny H et Gdipole = Ny P

ol n, est le vecteur normal au plan de la boucle et n; est le
vecteur colinéaire a la direction du dipdle. En conséquence la
réponse yipole (O, p) d’un sous réseau de 3 dipdles orthogo-
naux est alors le champs électrique tel que
Edipole (97 P) = P= Gdipole (9) P (5)
G dipoic (©) [ kv (©) kg (©) ] (6)
et la réponse Zpoucie (O, p) d’un sous réseau de 3 boucles or-
thogonales correspond au champs magnétique tel que
H= Gboucle (@) P (7)
[ kn(©®) kv(©)]  ®

Le vecteur directeur associé au capteur vectoriel est alors

Shoucle (Ga p) =
Gboucle (@) =

20p) = Vix [ Ere G0 [ <cen o

ol GT (@) = \/g X [Ggipole (6) Glz;ucle (@)]T Les expres-
sions des vecteurs définissants le front d’onde sont les suivantes
—cos (#) sin (A) —sin (9)
ky (©) = | —sin(f)sin(A) ky (©) = | cos(0)
cos (A) 0

et k() = ky (0) A kg (O) sachant que A désigne le pro-
duit vectoriel. En utilisant les résultats de [3], I’objectif de cet
article est d’établir les performances du capteur vectoriel pour
estimer en présence d’erreur de modele les incidences ©; des
sources. Les algorithmes analysés sont ceux de Nehorai [5] et
Ferrara [1]. La matrice de covariance R, = E[x (t) x* (¢)] du
signal x (t) est supposée exacte. D’apres (1), R, s’écrit

R, = AR, A" + 51y (10)

ot A =[a,---ay] = A+ E sachant que E = [e,---ey/] et
A =[a(©1,p1) - a(Or,pr)]- Lamatrice R, est la cova-
riance du signal s (t)=[s, () -sp(t)] et o?Iy est celle du
bruit additif b(¢). On supposera dans les calculs de perfor-
mances que Eleell] = oLy et Ele;ell,;] = O et que ey,
est gaussien et circulaire.

Boucle

FIGURE 2 - Polarisation incidente a une boucle et un dipdle
3 Algorithmes et performances

3.1 Approche de Nehorai [5]

Cette approche fonctionne uniquement en mono-source sur
le capteur vectoriel et nécessite une estimation du vecteur a;
de la source de 1’équation (2). En utilisant le vecteur propre e;
suivant associé a la valeur propre maximale de R, on obtient

6ij = gdipole
e, =—=a; = | 3 V2
) \/6 ! |: Bbhoucle /
oll { gdipole = ej_(pgé + ejf'aeld/\/g
Bhoucle = ejcpg; + 6]“081;,/\/5
ou g}i = Bdipole (617 pl)’ g;} = Bboucle (@17 Pl), €14 = el(l :
3) etey, = e;(4 : 6). Sachant que k (©) = ky (0) Aky (©),
on peut prouver d’apres (5)(7) que k (©) = Zaipote (©,P) A
8roucte (©, p) indépendamment de la polarisation p incidente.
Lestimé k du vecteur d’onde k (©1) a alors I’expression sui-
vante

Y

k (@1) ~ R = [’d D ’LZI}T: §R (gdipole A gZoucle) (12)

ol * désigne le conjugué et R (.) la partie réelle. Sachant que

k(©) = [uvw]T avecu = — cos (#) cos (A), v = —sin () cos (A)

etw = —sin (A), Iestimation de I’azimut et de 1’élévation de
la source valent alors

01 = —Z(a+jo) Ay =2 (Va2 + 0% — ji)
ol Zz désigne la phase de z. En notant que u Av =T (u) v

et v Au= —u A v, on peut montrer d’apres (11)(12) que le
vecteur k est lié a I’erreur de modele de la facon suivante

k~ K (61) + R (1 (g1) eiy ~ T (g)) e1) /V3



En supposant que les vecteurs e,, et e;4 soient indépendants
de covariance 021 et que E[R (z) R (z)"] = R (E[z2"]) /2
lorsque z est circulaire, la covariance Ry, = E[0kokH] de
Ierreur d’estimation 0k = k — k (©1) vaut alors
2
O—e * *
R = (C(ga) T” (82) + T (&) I (837))
En remarquant que I' (u) ' (u) = I3 —u*u? lorsque ufu =
1, que GbOUClG (6) p= _Gboucle (@) pJ_* ou pLHp =0et
que pp’ + ptp* =1, on peut montrer que
2

R = 2 (Gaipote (01) Glipore (01) + 2k (01) k7 (61))
2
=2 (L +k(01) K" (61)) (13)

parce que Ggipore (©) Ggipole (©) =I3 -k (0)kT (©). Il est
possible de démontrer que la relation entre les erreurs 00 =

[00 OA]T de I’incidence et celle du vecteur d’onde Ok s’écrit

0o —L_
00 = J (0) 0k avec J () = — ( . SOS(A) > G Jipote (©)
La matrice de covariance Re = E[0000] de I’erreur d’es-
timation des incidences vaut alors

Ro=J (©) Ry JT (@):( (EQMo)” (14)

(EQMa)® >
ol (EQMy)? = E[|80]%] et (EQMa)* = E[|OA]?] sont les
Erreurs Quadratiques Moyennes (EQMs) en azimut et éléva-
tion. D’apres (6), on vérifie que Ggipole (©) Gipore (©) =1z

etque GJ; . (©) k (©) = Ocarles vecteurs k (©), ky (©) et
kyr (©) forment une base orthonormée. D’apres (13), les pré-

cisions en azimut (E'Q) Mpy) et élévation (EQM ) vérifient
EQMy = Zomy BQMa=1% (9

Ainsi les performances sont indépendantes de la polarisation.

3.2 Approche MUSIC de Ferrara [1]

La méthode MUSIC permet d’estimer les incidences ©,,, de
plusieurs sources. L’expression (9) du vecteur directeur néces-
site la minimisation suivante du critere

Jpp (©,p) =a (0,p)II(E)a(0,p) /6

suivant les parametres © et p. La matrice 11 (E) est le projec-
teur bruit de la matrice exacte R, de I’équation (10) vérifiant

fI(E) =TIy — A (AHA)_lAH

En exploitant la structure a (0, p) = G (©) p et minimisant
le critere Jpp (O, p) en fonction de p, I’algorithme de Ferrara
[1] réduit I’estimation sur les angles avec

O =it Anin (GT (O)TL(E)G (@)) /6 (7

Ol Amin (Q) est la valeur propre minimale de Q. Le projecteur
I1(E) vérifie II(E) A = 0 sachant que E = A — A est I'er-
reur de modele telle que II (E) A # 0 lorsque E # 0. Dans

ces conditions 1’algorithme fait une erreur d’estimation 00,,, =
Om — O, L’objectif est de donner une I’expression analy-
tique des EQMs de I’azimut 6,,, et de 1’élévation A,, a par-
tir de la covariance de I’erreur de 90,, = [90,, 0A,,]1. Les
erreurs d’estimations 90, et Op,, sont issues d’une optimisa-
tion du critére Jpp (O, p) au voisinage de O,, et p,, selon [3].
D’apres (17), les erreurs s’écrivent

~H;' (E) V. (E) (18)
V. (B) =k (VI TL(B)a(0:,p))

00;
on,;= l: oD ] avec H, (E)=R (Vﬁ 1T (E) Vz)

K3

19)
GF[ OGE;(ge)i)Pi ai(fi)m } e Vi=[ G, G(&) ]

D’aprés [4][3], Iapproximation d’ordre 1 de IT (E) vérifie I (E) ~
IT+ ATl avec IT = I1(0), ATl = AU+AUY AU = —TIEA*
et A# = (A" A)""AH . On en déduit alors que I’approxima-
tiond’ordre 1 de V; (E) s’écrit V,; (E) = (VZT Hei) et que
I’erreur devient

on; ~ HL (0) R (\'fiT Hei> (20)

En rappelant que e; est gaussien et circulaire de covariance
o 2Ly et que lorsque z est circulaire on obtient E[R (z) R (z)” ]
R (E[zz"]) /2, la covariance de On; vaut alors

EQM,,=,/RPT
RDP=ZH; ' (0) avec P
EQMa= /Ry, a1z

ou EQMy,, et EQMAa,, sontles EQMs en azimut et élévation
de la m**™¢ source et Ry;j;] est I'élément de la ™ ligne et
j%¢™e colonne de R. L objectif est de donner leurs expressions
dans le contexte mono-source ol

II=1Iy— G(el)Pl%fIGH(el)

En utilisant les propriétés de G (©) ainsi que de ses dérivées
selon (5)-(9), on obtient

— Al B{ o h11 0
Hl(O)—3{B1 Dl] avecAl—{0 1

- D, = 2R (I, — p1p})
B, =[u 0] { u =2R (pi — z1p1) sin (4,)

o =pipt hiu=1+ (1 _9 |zl|2> (sin (A1) (22)

sachant que p; = [~/ ] lorsque p; = [a 3]T. En utili-
sant I’inversion par blocs de la matrice H; (0), la covariance
de I’erreur d’estimation 0© s’écrit alors

2
o _ _ _ _
REP = 5 (AT +AT'BI Q7 'B ALY (23)
D;'uu’D;!
h11 — uTDl_lu

D’apres les équations précédentes, les expressions des variances
2 2
RE 1 = (BEQMy,)” et RG! o) = (EQMa,)” vérifient

Q;'= (D, -B,A'BY) " =D+



o2/(60) et (EQMa,)* = 02/6 avec ¥ =
2

(EQMy,)* =
h11—u” D7 u. En montrant que p? p,=1—|z |°, |21 °=(j z1)
etD; ' =2R (p,pf) /|1 ?, onen déduit que ¥ = cos (A;)*
et donc que les EQMs de 1’azimut et de 1’élévation EQ My, et
EQMAa, s’écrivent comme ceux de 1’algorithme de Nehorai
a I’équation (15). En contexte mono-source les performances
de MUSIC sont alors indépendantes de la polarisation et de
I’azimut pour le réseau vectoriel. Toutefois la polarisation a
une influence sur les performances en contexte multi-sources
conformément a (19)-(21). Sachant qu’un réseau circulaire uni-
forme de N capteurs et de diametre D a selon [2] une préci-
sion en azimut de o, /(7/ND/\) a élévation nulle, on en dé-
duit que le diametre équivalent du capteur vectoriel vaut D, =

V6/N/T.

4 Simulation

L’ objectif est de comparer d’une part les performances des
algorithmes MUSIC et Nehorai sur le capteur vectoriel et d’autre
part de valider les expressions théoriques des EQMs avec des
estimations empiriques sur 500 réalisations. La figure-3 effec-
tue ces comparaisons pour une source d’incidence 6; = 180°
et A1 = 60° en fonction du niveau d’erreur de modele o,.
La figure-4 donnent les resultats en présence d’une seconde
source d’incidence 65 = 80° et Ay = 20° de polarisation
p2 = [1 0]7 sachant que p; = [0 1]T. Les courbes en noir
sont les EQMs (ou précision) en azimut et les courbes en bleu
sont celles des élévations. Les traits pleins correspondent aux
expressions analytiques et celles en pointillés aux empiriques.
Les résultats valident les calculs analytiques en montrant que
les EQMs empiriques suivent les théoriques. D’autre part, on
constate bien que 1’algorithme de Nehorai ne fonctionne pas en
bi-sources et donne un résultat barycentrique donnant un biais.

5 Conclusions

Dans cet article nous avons étudié le comportement du cap-
teur vectoriel pour estimer les directions d’arrivées des sources
incidentes. Pour cela nous avons calculé et validé les EQMs
théoriques de I’algorithme de Nehorai ainsi que ceux de MU-
SIC en diversité de polarisation. On montre ainsi théorique-
ment que le capteur vectoriel donne pour les deux algorithmes
[5][1] les m&mes performances en mono-source et que dans
ce contexte les EQMs sont indépendantes de la polarisation et
de I’azimut. Le capteur vectoriel a une ouverture équivalente
au diametre D, d’un réseau circulaire avec N antennes valant
D, = /6/NX/7. En multi-sources seul I’algorithme MUSIC
peut fonctionner.
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