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Résumeé —Dans cette communication, un algorithme LMS mdadifist propos pour estimer les noyaux d’'un sgste de \Volterra ligaire-
quadratique lorsque les observations de I'eatet de la sortie sont perti@ds par des bruits additifs blancs gaussiens et&srfrour obtenir
une estimation au sens des moindres@sanon-biaige nous introduisons, dans la mi@ur du vecteur des paraétnesa estimer, une matrice
de compensation et un vecteur de compensation @uerdent de la variance du bruit additif. L&ttmode propd=e est efficace ame pour de
faibles rapports signaux bruit en entee et en sortie.

Abstract — In this paper, an unbiased modified LMS algorithm is proposed to estimakethels of a linear-quadratic Volterra system when
the input and the output observations are disturbed by additive whitestaauwises. To get an unbiased estimation in the LS sense we suggest
introducing when updating the estimate a compensation matrix and a coatipangector which depend on the input-noise variance. The
proposed method is efficient even for low signal-to-noise ratio at the arpdithe output.

1 Introduction bloc reposant sur &quation de Wiener-Hopf (WH) peétre
utilisée si I'entée du systme est une excitation persistahte
Cette condition permet de garantir l'inversit#lite la matrice
de corélation du vecteur d’ente stockant tous les produits
possibles des eries.

Dans le cadre d'une approchecursive, Tsimbinos [16] a
propo des formules empiriques pour fixer le pas d’adaptation
du LMS jusqua un ordre du mogleégala 5. Pour araliorer la
linéaires. De plus, le mate de Volterra est stable au Sensvite;se de ,conyergenceéetlte moins Qpe_ndar}tdes statis_tiqugs

du signal d’entee, on applique un principe d’orthogonalisation

entiee borigée et sortie bore. . .
Dans un contexte SISO ou MIMO, il suscite toujours unau signal d'enee. Dans ce cadre, on opte souvent pour une
’ structure en treillis [9]. Par ailleurs, Griffith et al. [Shopro-

rand inérét [3], [4], [10] et [15] et ce dans de nombreux champs _ _, L ,
g’application[ t]eIFs ]qlEe I]’anLullltion dcho ou les sydtmes de pp0$ de formuler I'estimation des noyaux de Volterra d'ordre

S . ) A p comme un proldme d’estimatiorap — 1 contraintes tradui-
communication mobile pour tenir compte des noredries au ant les valeurs que devraient prendre les noyaux des ordres
niveau de letage RF, etc. De plus, les auteurs dans [14] e% 9 P y

[6] ont propo€ d’exploiter la tieorie du "compressed sensing” precedents. Cela&toule sur une structure impliquant MS

S , y . N opérant en paradle avec des pas d’adaptation difints.
pour &duire le nombre d’'observationgéeessaire, souvenes : : - ;
o N e N En supposant qu’un bruit additif blanc gaussien perturbe la
éleve, pour menea bien l'identification de sysmes de Vol-

terra sortie du sysime, Mathews [11] a compaites performances

Cette communication traite de I'identification d’'un Ssie de T'algorithme LMS avec celuigcursif des moindres c&s

SISO non-lirgaire fon@e sur le éveloppement enésies de (RLS) avec un facteur d'C.)Ub”’ en terme; de ragidie conver-
Volterra a partir d’'observations bri@es de I'ente et de la gence et de dtt calculatoire. De plus, Kibanga al. ont pro-

sortie du systme. Classiquement, dans un cas non érlés R , . -

N ., . 1. Une "excitation persistante” assure que tous les modedimeaires du
noyaux de Volterra peuvegtre estines au sens des moindres syspme sont excits. Par exemple, un bruit blanc est une excitation persistant
cariés. Quand l'ordre du made est connu, une approche pardordre infini tandis que Bchelon de Heaviside est persistant d'ordre 1.

Le traitement des signaux non-&aires est devenu un sujet
de rechercha part engre depuis plusieursédennies. Parmi
les moekles les plus utiliss, le @veloppement erésies de Vol-
terra est souvent expl@itcar il est lirgaire par rapport aux pa-
rametresa savoir les noyaux de Volterra, mais noréliire vis-
a-vis du signal d’enére. Cela permet d’envisager deg&tim-
des d'identification habituellement utiies pour des medes




po<t dans [7] des formules analytiques pour estimer les noyaux Introduisons le vecteur d’erite et le vecteur des paratres

d’un syseéme de Volterra d’'ordre 5 avec des @& i.i.d.. de tailleN = w x 1 sous la forme triangulaire :
Dans les mathodes prcedentes, I'ordre est suppmsonnu.
Pour lever cette hypoétse, Abbast al. [1] proposent de prendre U(n) = [Ql(n)T QQ(n)T}T (3)

un ordreélee. Puis, pour conserver les noyaux les plus@sen-

tatifs, ils proposent @valuer les coefficients de cétation entre avecU, (n) = [ (n) un—1) u(n—2) ... uln — M +1)|T
le processus&fini & partir du noyatetude et celui grerea U, (n) = [u n)2u(n)u(n—1)u(n)u(n—2)...u(n)u(n—M+1)
partir de tous les noyaukI'exception de ce dernier. uln — 12 u(n — Du(n —2) ... u(n — M +1)%7

A notre connaissance, il y a peu de publications sur I'iden-
tification d’un moale de Volterra & I'entrée et la sortie du o(n) = [0,(n)T Qz(n)T]T 4)
syskeme sont pertudes par des bruits additifs. Dans [12], les
auteurs suggrent 'emploi d’une enge cyclo-stationnaire mo- avecd; (n) = [~1(0) hi(1) hi1(2) ... hi(M —1)]" et

dulee en amplitude et pronisent 'usage des statistiques d'or-92(1) = [72(0,0) h2(0,1) + ha(1, ) h2(0,2) + h2(2,0) ..

dres suprieurs. Si I'entée est persistante d'ordre @ujeura  h2(0, M — 1) + ho(M —1,0) ho(1,1) ho(1,2) + ho(2, 1)

celui du moéle de Volterra, Kimet al. [8] proposent d’esti- - ha(M —1,M —1)]”

mer la variance du bruit d’eréte en exploitant l'intercorrela-  En utilisant (3) et (4), (2) peut&trire :

tion entre la sortie bruie obserée et celle du mage dont T T

I'entrée est bruie. Puis, les noyaux de Volterra sont e§tm y(n)=0"U(n) =U(n)" 0 (5)

itérativemgnt en exploitant I'ex_pressipp du biais d’esjcimat Dans le cas sans bruit, la solution optimale de WH éfinie

des noyaus partir des observations brixgs. Dans [13], I'iden- de la manére suivante :

tification repose sur la recherche du noyau d’'une matricé don

les coefficients correspondent aux produits de termes deda f 0 = (E[U(m)U(n)T]) L E[U(n)y(n)] = Ry'ry,  (6)

tion d’intercorglation entre les sorties obséps bruikes et

I'entrée bruie. Cela permet detduire les noyaux de Volterra ol E[.] repiesente I'esprance matbmatique,Ry la matrice

a un facteur multiplicatif pks. Cependant, ce dernier ne peutd’autocorglation de tailleN x N deU(n), etry, le vecteur

étre estind que si I'entée est coldre. d’intercor€lation de tailleV x 1 du vecteutU (n) avec le signal
Cette communication s’organise de la n&eisuivante : la  de sortiey(n).

partie 2 traite du biais de I'estimation au sens des moindres

cares des noyaux d’'un meéte de Volterra partir d’observa- u Séries
tions bruiges. Nous proposons alors un algorithme LMS mo- de Volterra
difie compensant l'influence des bruits de mesure. Ce travall b,

est compdmentairea celui peseng dans le chapitre 7 de [2].

Dans la partie 3, des exemples rengques montrent I'effica- v

cité de notre rathode. Enfin, nous dressons des conclusions et
proposons des perspectives de travail.

2 Position du probleme
2.1 Syseme de Volterra avec des observations

FIGURE 1 — Syséme de \olterra avec des observations @est

Cependant, I'enée et la sortie du sy&sine sont pertudes
par des BBGQ, etb, de variancer;, eto;, respectivement,

bruit ees voir figure 1 :
Soit le moele de Wolterra dans le domaine discret dennoire B b
M et d'ordreP : {”(”) = u(n) + by(n) R
P M—1M—-1 M-1 i (n) =y(n) + by(n)

n) = Z Do 2 D hulnna, i) H u(n —n;) (1) L'estimation des noyaux de Volterra, si elle reposait dizec
hmToma=h el = ment sur les observations biests, s’exprimerait comme suit :
ou u désigne le signal d’enge du systme,y le signal de sortie
du syseme eth; le noyaux de Volterra d’ordre 0V, 2) = (EV(n)V.(n)"]) ' E[V(n)2(n)] = Ry'ry. (8)
Dans la suite, obtudie le cas d’'un maxde de Volterra ligaire-

quadratique P — 2) défini par : avecRy la matrice d’autocoélation du vecteur des observa-

tions d’entée bruie V (n) défini de la n@me marére qudJ(n)

M—1 etr, . le vecteur d'intercoklation du vecteuV (n) avec le si-
= > hi(m)u(n—mn) gnal de sortie obseé(n). Ils vérifient :

TL1:0

M-1 @) Ty, =Ty + dy(03,) 9)

+ Z ha(nq, ne)u(n — ny)u(n — ng)

nzo

RV = RU + CJV[ (Ulng Ulilu) (10)



avec

dy(@)= [0 aBlm)]

T (12)
dyrsa(0) = 04y B[] day_y(0)7]
Ky(a)  Oan-m
Car(a,) = : 12
w(e, ) |:0NM,M Fry(a,7) (12)
Fi(a,v) = 6ar.ww(0) — 3y
Fusi(a,y) =
6ary,(0) — 3y 0y pro1 sz;z—l(aﬁ)
QM—1,1 (20740 (0) — ) Ini—1 QM—l,N—zM
Grroi(e,) ON—2m,M—1 Fr—1(a,7)
(13)

T

{ G (@,7) = 20100(0) =7

Grsi(ay) = [2047"“,(0) -7 Onmn-m QA{—I(O‘77)T:|
(14)
ou Kp(a) = aly, Ipy est la matrice identt de taille M,
ro0(0) = E[v?(n)] et(a, 3,7) sont des constantes.
Dans le cas d'observations brésts, I'algorithme LMS serait

défini ainsi :

Opir = O, + pV(n)(2(n) = V(n)"0,)

— 0, + WV (n)e(n) 4o

avec) < u <

(16)

max

oU ¢, désigne la valeur propre maximale de la matrice d’au-

tocorélation du signal d’enée obserg etg,, I'estimation du
vecteur des noyaux de Volterra reposantrsebservations.

En prenant I'esprance matbmatique de (15), en se plagant
a l'état dequilibre, i.e.E[0, ] = E[f,] et en supposant que

E[V(n)V(n)T9,] = E[V(n)V(n)T]E[0,] on obtient, en uti-
lisant (8), l'egali& suivante :
Elf,41] = E[V.(n)V.(n)"] B[V (n)2(n)]

W a7)
- RV Ty, = Q(Ka Z) = E[Q(KV Z)]

Ainsi, en combinant (6), (8) et (10) et en utilisant le lemme [/
d'inversion matriciell&, le biaisB de I'estimation au sens des

2.2 Algorithme adaptatif LMS modifi € non biai®
pour 'identification du mod ele

Pour pallier le prol#me de biais d'estimation, on propose
d’adopter la formule du LMS mod#isuivante :

Qn-‘rl = FYQ'IL + H’K(n)e(n) + A (19)

ouy = In + f(oz,) et f une fonctiora évaluer.
Déterminonsf et A pour obtenir une estimation non biaes
En prenant I'esprance matbmatique de (19), il vient :

E[Qn-i-l] :E[Qn} + f(a-gu)E[Qn]

L (20)
+ uBIV (n)z(n)] = pEV(n)V(n)" 6] + A

Ensuite, en supposant que I'on adtétat dequilibre et que
E[V(n)V(n)Tg,] = E[V.(n)V.(n)T|E[9,) et souséserve que
f(o2,) — Ry soitinversible, (20) devient :

El,) = <Rv—%f(osu»*lzvz}—<f<o§u>—uRv>*A (21)
En combinant (9), (10) et (21),on a:

1 _
E[Qn] :(RU + CM (O—}?uv Ug‘u) - pf(a-l?u)) 1£Uy]

— (f(o3) = uRv) ™ (pdar(0p,) + A)

(22)

Ainsi, en combinant (6) et (22), on aboutit par identificatio
aux relations suivantes :

{CM(Jl%u’ Ugu) - i (Ul?u) =0
(f(of,) — nRyv) " (udrr(of,) +2) =0

- f(o3,) = nCu(og,, oy,,)
A= —pdy(og,)

(23)

Remarque : La matricg(o2,) — uRy est bien inversible, car
f(o2,) — pRy = uCu (o2, ot,) — puRv = —uRy et Ry est
définie positive.

Finalement, [equation de I'algorithme propésécrit :

:(IN + MOM (Ug’w Ugu))gn

; (24)
+ V. (n)e(n) — du(op,))

moindres cags, dans le cas d'un algorithme LMS ou avec

I’ équation de WHa partir d’'observations brugs vaut :

B=E[o,] -0

_ _ (18)
= —Ry'Cn(03,.04,)0 + Ry dyy (07,)

Remarque : Il esi no€ que d’apés (9) et (10) I'estimation des
noyaux de Volterra&pend der;,, et est inépendante de;, .

2. SiA,D etF trois matrices inversibles, alofgl+ F D7) =1 = (A=1 —
ATIF(I+DTA-1F)~1DT AL,

On montre que la formulation (19) ne modifie pas la condi-
tion sur le choix du pasy savoir qu'il \erifie (16), s lors que
E[V(n)V(n)"6,] = EV(n)V(n)"|E[,,).

Remarque : pougviter le probéme du choix du pag, I'algo-
rithme NLMS aurait piétre utili€. Cependant la normalisation
par||V(n)||% dans (19) fait que gali€ (17) n’est plus satis-
faite (||.||2 désigne la norme 2). Par ailleurs, on peut s’inspirer
de I'approche de Giffith [5] pour agétiorer la convergence de
I'algorithme. De plus, une alternative @grant unettape de
pre-orthogonalisation pourratreétudiée.



TaBLE 1 — Valeurs des paragires de simulation

hi1(0) hi(1) h2(0,0) ho(0,1) + ho(1,0)  ho(1,1) o2 W nombre déchantillons
mole1 | €asl 25 -185 -1.3 3.2 64 15x 10*? 40000
Cas2 25 -18.5 -1.3 3.2 64 106 x 107> 20000
mocdle 2 Casl 9.8 6.2 0.5 0.2 -1.1 15x 10’:1 40000
Cas2 9.8 6.2 0.5 0.2 -1.1 106 x 107° 20000

TABLE 2 — Simulation pour un RSB de sorgala 15 dB. Moyenne sur 200 tests.

RSB d’entée (dB)
Méthode 10 15 20 25
61% €2 C[% €9 61% €2 61% €2
Cas 1 LMS 20.08 3.2282 ) 9.02 3.7356 x 10_‘1 6.26 4.3169 x 10_‘2 5.49 8.2735 x 10"?S
notre approche 12,54 2.28820~2 7.91 9.4052 x 10~% 6.13 5.7902 x 10~% 5.50 4.6757 x 1073
Cas 2 LMS 20.32 3.2710 ‘ 7.23 3.8940 x 10"1 3.98 4.8376 x 1072 2.97 9.9387 x 10~°
notre approche  9.92  4.289502 560 1.4537x 1072 3.73 7.3659 x 1072 2.94 5.2034 x 1073
Cas 3 LMS 20.74 1.1546 11.97 1.3352 x 10°1  9.00 1.5583 x 10=2 8.14 3.0427 x 103
notre approche  17.44 7.688%0~% 11.11 3.1966 x 1073 8.91 2.0201 x 10~% 8.14 1.6681 x 1073
Cas 4 LMS 19.81 1.1690 ) 7.52 1.3806 x 10"I 4.36 1.6636 x 10’:2 3.48 3.0668 x 10":3
notre approche  10.55 9.59530~% 5.81 2.9431 x 10~3 4.08 1.6062 x 10~3 3.43 1.2561 x 10~3
3 Exemples nuneriques aux mémes conclusions. Concernant I'extension de cette ap-

proche pourP > 2, elle
(orthogonalig, etc.).

De nombreux mogles de Volterra orété tesés. Nous psen-
tons les eésultats pour deux métesa coefficients dterministes
excites par des erttes BBGC de variances diffentes (qui sont
donc persistantes d’ordre infini). Cf. Tableau 1. Ces éhesl
présentent des fonctions d’'incetence diferentes, permettant
de traiter plusieurs cas de nondari€. Les simulations de type
Monte-Carlo ong&t réaliges avec 200egjuences de bruits ad-
ditifs selon un RSB dortn Le RSB en dcibels (dB) s’exprime
en entée et en sortie de la mame suivante :

(1

P,
RSB = 10log19 (;) (25)

ba
ou P, désigne la puissance du signajavecx = u oux = y)
et P,_ celle du bruit additi®,.
Les crieres choisis pougvaluer les performances de l'algo-
rithme LMS classique avec notre algorithme LMS madxifon
biaist sont les erreurs suivantes :

, 1o |0 0 | S
er(0) = max(; Z o) et @ =10-23 28 w
- [10]
avecd; le iemecoefficient du vecteur des paratres estirasf
de taille N x 1. [11]

D’apres le Tableau 2, I'estimation des noyaux de \olterra
avec notre approche est meilleure que celle avec un algwith
LMS méme pour de faibles RSB d'eft.

[12]

[13]

4 Conclusion et perspectives

La compensation de biais d’estimation d’un algorithme LMS rel
permet d’'obtenir dessultats significatifs, Bme pour des RSB [15]
d’entrée de 10 dB. Le dit calculatoire supgimentaire vient du
calcul de la matrice de compensatiGRy, et du vecteur de com- 14

pensationi,,. Les esultats de simulations d’'un nombre fini de
mockles de Volterra de coefficientsés atatoirement a abouti

reste sujetta plusieurs contraintes
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