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Zoé SIGRIST1,2, Eric GRIVEL1 et Benôıt ALCOVERRO2
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Résuḿe – Dans cette communication, un algorithme LMS modifié est propośe pour estimer les noyaux d’un système de Volterra lińeaire-
quadratique lorsque les observations de l’entrée et de la sortie sont perturbées par des bruits additifs blancs gaussiens et centrés. Pour obtenir
une estimation au sens des moindres carrés non-biaiśee nous introduisons, dans la miseà jour du vecteur des paramètresà estimer, une matrice
de compensation et un vecteur de compensation qui dépendent de la variance du bruit additif. La méthode propośee est efficace m̂eme pour de
faibles rapports signaux̀a bruit en entŕee et en sortie.

Abstract – In this paper, an unbiased modified LMS algorithm is proposed to estimate thekernels of a linear-quadratic Volterra system when
the input and the output observations are disturbed by additive white Gaussian noises. To get an unbiased estimation in the LS sense we suggest
introducing when updating the estimate a compensation matrix and a compensation vector which depend on the input-noise variance. The
proposed method is efficient even for low signal-to-noise ratio at the input and the output.

1 Introduction
Le traitement des signaux non-linéaires est devenu un sujet

de recherchèa part entìere depuis plusieurs décennies. Parmi
les mod̀eles les plus utiliśes, le d́eveloppement en séries de Vol-
terra est souvent exploité car il est lińeaire par rapport aux pa-
ramètres,̀a savoir les noyaux de Volterra, mais non-linéaire vis-
à-vis du signal d’entŕee. Cela permet d’envisager des métho-
des d’identification habituellement utilisées pour des modèles
linéaires. De plus, le modèle de Volterra est stable au sens
entŕee borńee et sortie borńee.

Dans un contexte SISO ou MIMO, il suscite toujours un
grand int́er̂et [3], [4], [10] et [15] et ce dans de nombreux champs
d’application tels que l’annulation d’écho ou les systèmes de
communication mobile pour tenir compte des non-linéarit́es au
niveau de l’́etage RF, etc. De plus, les auteurs dans [14] et
[6] ont propośe d’exploiter la th́eorie du ”compressed sensing”
pour ŕeduire le nombre d’observations nécessaire, souvent très
élev́e, pour mener̀a bien l’identification de systèmes de Vol-
terra.

Cette communication traite de l’identification d’un système
SISO non-lińeaire fond́ee sur le d́eveloppement en séries de
Volterra à partir d’observations bruitées de l’entŕee et de la
sortie du syst̀eme. Classiquement, dans un cas non bruité, les
noyaux de Volterra peuventêtre estiḿes au sens des moindres
carŕes. Quand l’ordre du modèle est connu, une approche par

bloc reposant sur l’équation de Wiener-Hopf (WH) peutêtre
utilisée si l’entŕee du syst̀eme est une excitation persistante1.
Cette condition permet de garantir l’inversibilité de la matrice
de corŕelation du vecteur d’entrée stockant tous les produits
possibles des entrées.

Dans le cadre d’une approche récursive, Tsimbinos [16] a
propośe des formules empiriques pour fixer le pas d’adaptation
du LMS jusqu’̀a un ordre du mod̀eleégalà 5. Pour aḿeliorer la
vitesse de convergence etêtre moins d́ependant des statistiques
du signal d’entŕee, on applique un principe d’orthogonalisation
au signal d’entŕee. Dans ce cadre, on opte souvent pour une
structure en treillis [9]. Par ailleurs, Griffith et al. [5] ont pro-
pośe de formuler l’estimation des noyaux de Volterra d’ordre
p comme un probl̀eme d’estimatioǹap− 1 contraintes tradui-
sant les valeurs que devraient prendre les noyaux des ordres
préćedents. Cela d́ecoule sur une structure impliquantp LMS
opérant en parallèle avec des pas d’adaptation différents.

En supposant qu’un bruit additif blanc gaussien perturbe la
sortie du syst̀eme, Mathews [11] a comparé les performances
de l’algorithme LMS avec celui récursif des moindres carrés
(RLS) avec un facteur d’oubli, en termes de rapidité de conver-
gence et de côut calculatoire. De plus, Kibangouet al. ont pro-

1. Une ”excitation persistante” assure que tous les modes non-linéaires du
syst̀eme sont excit́es. Par exemple, un bruit blanc est une excitation persistante
d’ordre infini tandis que l’́echelon de Heaviside est persistant d’ordre 1.



pośe dans [7] des formules analytiques pour estimer les noyaux
d’un syst̀eme de Volterra d’ordre 5 avec des entrées i.i.d..

Dans les ḿethodes pŕećedentes, l’ordre est supposé connu.
Pour lever cette hypothèse, Abbaset al. [1] proposent de prendre
un ordréelev́e. Puis, pour conserver les noyaux les plus représen-
tatifs, ils proposent d’évaluer les coefficients de corrélation entre
le processus d́efini à partir du noyaúetudíe et celui ǵeńeŕe à
partir de tous les noyaux̀a l’exception de ce dernier.

A notre connaissance, il y a peu de publications sur l’iden-
tification d’un mod̀ele de Volterra òu l’entrée et la sortie du
syst̀eme sont perturb́ees par des bruits additifs. Dans [12], les
auteurs sugg̀erent l’emploi d’une entŕee cyclo-stationnaire mo-
dulée en amplitude et préconisent l’usage des statistiques d’or-
dres suṕerieurs. Si l’entŕee est persistante d’ordre supérieur à
celui du mod̀ele de Volterra, Kimet al. [8] proposent d’esti-
mer la variance du bruit d’entrée en exploitant l’intercorrela-
tion entre la sortie bruitée observ́ee et celle du mod̀ele dont
l’entrée est bruit́ee. Puis, les noyaux de Volterra sont estimés
itérativement en exploitant l’expression du biais d’estimation
des noyaux̀a partir des observations bruitées. Dans [13], l’iden-
tification repose sur la recherche du noyau d’une matrice dont
les coefficients correspondent aux produits de termes de la fonc-
tion d’intercorŕelation entre les sorties observées bruit́ees et
l’entrée bruit́ee. Cela permet de déduire les noyaux de Volterra
à un facteur multiplicatif pr̀es. Cependant, ce dernier ne peut
être estiḿe que si l’entŕee est coloŕee.

Cette communication s’organise de la manière suivante : la
partie 2 traite du biais de l’estimation au sens des moindres
carŕes des noyaux d’un modèle de Volterràa partir d’observa-
tions bruit́ees. Nous proposons alors un algorithme LMS mo-
difié compensant l’influence des bruits de mesure. Ce travail
est compĺementairèa celui pŕesent́e dans le chapitre 7 de [2].
Dans la partie 3, des exemples numériques montrent l’effica-
cité de notre ḿethode. Enfin, nous dressons des conclusions et
proposons des perspectives de travail.

2 Position du problème
2.1 Syst̀eme de Volterra avec des observations

bruit ées

Soit le mod̀ele de Volterra dans le domaine discret de mémoire
M et d’ordreP :

y(n) =

P
∑

i=1

M−1
∑

n1=0

M−1
∑

n2=0

...

M−1
∑

ni=0

hi(n1, n2, ..., ni)

i
∏

j=1

u(n− nj) (1)

où u désigne le signal d’entrée du syst̀eme,y le signal de sortie
du syst̀eme ethi le noyaux de Volterra d’ordrei.

Dans la suite, ońetudie le cas d’un mod̀ele de Volterra lińeaire-
quadratique (P = 2) défini par :

y(n) =

M−1
∑

n1=0

h1(n1)u(n− n1)

+
M−1
∑

n2=0

h2(n1, n2)u(n− n1)u(n− n2)

(2)

Introduisons le vecteur d’entrée et le vecteur des paramètres
de tailleN = M(M+3)

2 × 1 sous la forme triangulaire :

U(n) =
[

U1(n)
T U2(n)

T
]T

(3)

avecU1(n) = [u(n) u(n− 1) u(n− 2) ... u(n−M +1)]T et
U2(n) = [u(n)2u(n)u(n−1)u(n)u(n−2)...u(n)u(n−M+1)
u(n− 1)2 u(n− 1)u(n− 2) ... u(n−M + 1)2]T

θ(n) =
[

θ1(n)
T θ2(n)

T
]T

(4)

avecθ1(n) = [h1(0) h1(1) h1(2) ... h1(M − 1)]T et
θ2(n) = [h2(0, 0) h2(0, 1) + h2(1, 0) h2(0, 2) + h2(2, 0) ...

h2(0,M − 1) + h2(M − 1, 0) h2(1, 1) h2(1, 2) + h2(2, 1)
... h2(M − 1,M − 1)]T

En utilisant (3) et (4), (2) peut s’écrire :

y(n) = θTU(n) = U(n)T θ (5)

Dans le cas sans bruit, la solution optimale de WH est définie
de la manìere suivante :

θ = (E[U(n)U(n)T ])−1E[U(n)y(n)] = R−1
U rUy (6)

où E[.] repŕesente l’esṕerance math́ematique,RU la matrice
d’autocorŕelation de tailleN × N deU(n), et rUy le vecteur
d’intercorŕelation de tailleN×1 du vecteurU(n) avec le signal
de sortiey(n).

yu

bu by

v z

FIGURE 1 – Syst̀eme de Volterra avec des observations bruitées

Cependant, l’entŕee et la sortie du système sont perturb́ees
par des BBGCbu et by de varianceσ2

bu etσ2
by respectivement,

voir figure 1 :
{

v(n) = u(n) + bu(n)

z(n) = y(n) + by(n)
(7)

L’estimation des noyaux de Volterra, si elle reposait directe-
ment sur les observations bruitées, s’exprimerait comme suit :

θ(V , z) = (E[V (n)V (n)T ])−1E[V (n)z(n)] = R−1
V rV z (8)

avecRV la matrice d’autocorŕelation du vecteur des observa-
tions d’entŕee bruit́eV (n) défini de la m̂eme manìere queU(n)
et rV z le vecteur d’intercorŕelation du vecteurV (n) avec le si-
gnal de sortie observéz(n). Ils vérifient :

rV z = rUy + dM (σ2
bu) (9)

RV = RU + CM (σ2
bu, σ

4
bu) (10)



avec











d1(α) =
[

0 αE[z(n)]
]T

dM>1(α) =
[

0M,1 αE[z(n)] dM−1(α)
T
]T

(11)

CM (α, γ) =

[

KM (α) 0M,N−M

0N−M,M FM (α, γ)

]

(12)































F1(α, γ) = 6αrvv(0)− 3γ

FM>1(α, γ) =






6αrvv(0)− 3γ 0
1,M−1

GT
M−1

(α, γ)

0M−1,1 (2αrvv(0)− γ)IM−1 0M−1,N−2M

GM−1
(α, γ) 0N−2M,M−1 FM−1(α, γ)







(13)






G
1
(α, γ) = 2αrvv(0)− γ

GM>1
(α, γ) =

[

2αrvv(0)− γ 0M,N−M GM−1
(α, γ)T

]T

(14)
où KM (α) = αIM , IM est la matrice identité de tailleM ,
rvv(0) = E[v2(n)] et (α, β, γ) sont des constantes.

Dans le cas d’observations bruitées, l’algorithme LMS serait
défini ainsi :

θn+1 = θn + µV (n)(z(n)− V (n)T θn)

= θn + µV (n)e(n)
(15)

avec0 < µ <
2

ζmax

(16)

où ζmax désigne la valeur propre maximale de la matrice d’au-
tocorŕelation du signal d’entrée observ́e etθn l’estimation du
vecteur des noyaux de Volterra reposant surn observations.

En prenant l’esṕerance math́ematique de (15), en se plaçant
à l’état d’́equilibre, i.e.E[θn+1] = E[θn] et en supposant que
E[V (n)V (n)T θn] = E[V (n)V (n)T ]E[θn] on obtient, en uti-
lisant (8), l’égalit́e suivante :

E[θn+1] = E[V (n)V (n)T ]−1]E[V (n)z(n)]

= R−1
V rV z = θ(V , z) = E[θ(V , z)]

(17)

Ainsi, en combinant (6), (8) et (10) et en utilisant le lemme
d’inversion matricielle2, le biaisB de l’estimation au sens des
moindres carŕes, dans le cas d’un algorithme LMS ou avec
l’ équation de WH,̀a partir d’observations bruitées vaut :

B = E[θn]− θ

= −R−1
V CM (σ2

bu, σ
4
bu)θ +R−1

V dM (σ2
bu)

(18)

Remarque : Il est̀a not́e que d’apr̀es (9) et (10) l’estimation des
noyaux de Volterra d́epend deσ2

bu et est ind́ependante deσ2
by.

2. SiA,D etF trois matrices inversibles, alors(A+FDT )−1 = (A−1
−

A−1F (I +DTA−1F )−1DTA−1.

2.2 Algorithme adaptatif LMS modifi é non biaiśe
pour l’identification du mod èle

Pour pallier le probl̀eme de biais d’estimation, on propose
d’adopter la formule du LMS modifíe suivante :

θn+1 = γθn + µV (n)e(n) + λ (19)

où γ = IN + f(σ2
bu) etf une fonctioǹa évaluer.

Déterminonsf etλ pour obtenir une estimation non biaisée.
En prenant l’esṕerance math́ematique de (19), il vient :

E[θn+1] =E[θn] + f(σ2
bu)E[θn]

+ µE[V (n)z(n)]− µE[V (n)V (n)T θ] + λ
(20)

Ensuite, en supposant que l’on està l’état d’́equilibre et que
E[V (n)V (n)T θn] = E[V (n)V (n)T ]E[θn] et sous ŕeserve que
f(σ2

bu)−RV soit inversible, (20) devient :

E[θn] = (RV −
1

µ
f(σ2

bu))
−1rV z]−(f(σ2

bu)−µRV )
−1λ (21)

En combinant (9), (10) et (21), on a :

E[θn] =(RU + CM (σ2
bu, σ

4
bu)−

1

µ
f(σ2

bu))
−1rUy]

− (f(σ2
bu)− µRV )

−1(µdM (σ2
bu) + λ)

(22)

Ainsi, en combinant (6) et (22), on aboutit par identification
aux relations suivantes :

{

CM (σ2
bu, σ

4
bu)−

1
µ
f(σ2

bu) = 0

(f(σ2
bu)− µRV )

−1(µdM (σ2
bu) + λ) = 0

⇔

{

f(σ2
bu) = µCM (σ2

bu, σ
4
bu)

λ = −µdM (σ2
bu)

(23)

Remarque : La matricef(σ2
bu) − µRV est bien inversible, car

f(σ2
bu)− µRV = µCM (σ2

bu, σ
4
bu)− µRV = −µRU etRU est

définie positive.
Finalement, l’́equation de l’algorithme proposé s’́ecrit :

θn+1 =(IN + µCM (σ2
bu, σ

4
bu))θn

+ µ(V (n)e(n)− dM (σ2
bu))

(24)

On montre que la formulation (19) ne modifie pas la condi-
tion sur le choix du pas,̀a savoir qu’il v́erifie (16), d̀es lors que
E[V (n)V (n)T θn] = E[V (n)V (n)T ]E[θn].
Remarque : pouŕeviter le probl̀eme du choix du pasµ, l’algo-
rithme NLMS aurait pûetre utiliśe. Cependant la normalisation
par ‖V (n)‖22 dans (19) fait que l’́egalit́e (17) n’est plus satis-
faite (‖.‖22 désigne la norme 2). Par ailleurs, on peut s’inspirer
de l’approche de Giffith [5] pour aḿeliorer la convergence de
l’algorithme. De plus, une alternative intégrant unéetape de
pre-orthogonalisation pourraitêtreétudíee.



TABLE 1 – Valeurs des param̀etres de simulation

h1(0) h1(1) h2(0, 0) h2(0, 1) + h2(1, 0) h2(1, 1) σ2
u µ nombre d’́echantillons

mod̀ele 1
Cas 1 2.5 -18.5 -1.3 3.2 64 1 5× 10−4 40000
Cas 2 2.5 -18.5 -1.3 3.2 64 106× 10−5 20000

mod̀ele 2
Cas 1 9.8 6.2 0.5 0.2 -1.1 1 5× 10−4 40000
Cas 2 9.8 6.2 0.5 0.2 -1.1 106× 10−5 20000

TABLE 2 – Simulation pour un RSB de sortieégalà 15 dB. Moyenne sur 200 tests.

Méthode
RSB d’entŕee (dB)

10 15 20 25
eI% e2 eI% e2 eI% e2 eI% e2

Cas 1
LMS 20.08 3.2282 9.02 3.7356× 10−1 6.26 4.3169× 10−2 5.49 8.2735× 10−3

notre approche 12.54 2.2882×10−2 7.91 9.4052× 10−3 6.13 5.7902× 10−3 5.50 4.6757× 10−3

Cas 2
LMS 20.32 3.2710 7.23 3.8940× 10−1 3.98 4.8376× 10−2 2.97 9.9387× 10−3

notre approche 9.92 4.2895×10−2 5.60 1.4537× 10−2 3.73 7.3659× 10−3 2.94 5.2034× 10−3

Cas 3
LMS 20.74 1.1546 11.97 1.3352× 10−1 9.00 1.5583× 10−2 8.14 3.0427× 10−3

notre approche 17.44 7.6839×10−3 11.11 3.1966× 10−3 8.91 2.0201× 10−3 8.14 1.6681× 10−3

Cas 4
LMS 19.81 1.1690 7.52 1.3806× 10−1 4.36 1.6636× 10−2 3.48 3.0668× 10−3

notre approche 10.55 9.5953×10−3 5.81 2.9431× 10−3 4.08 1.6062× 10−3 3.43 1.2561× 10−3

3 Exemples nuḿeriques

De nombreux mod̀eles de Volterra ont́et́e test́es. Nous pŕesen-
tons les ŕesultats pour deux modèlesà coefficients d́eterministes
excit́es par des entrées BBGC de variances différentes (qui sont
donc persistantes d’ordre infini). Cf. Tableau 1. Ces modèles
présentent des fonctions d’incohérence diff́erentes, permettant
de traiter plusieurs cas de non-linéarit́e. Les simulations de type
Monte-Carlo ont́et́e ŕealiśees avec 200 séquences de bruits ad-
ditifs selon un RSB donńe. Le RSB en d́ecibels (dB) s’exprime
en entŕee et en sortie de la manière suivante :

RSB= 10log10

(

Px

Pbx

)

(25)

où Px désigne la puissance du signalx (avecx = u oux = y)
etPbx celle du bruit additifbx.

Les crit̀eres choisis pouŕevaluer les performances de l’algo-
rithme LMS classique avec notre algorithme LMS modifié non
biaiśe sont les erreurs suivantes :

eI(θ̂) = max(
1

N

N
∑

i=1

| θ̂i − θi |

| θi |
) ete2(θ̂) = ‖θ̂ − θ‖22 (26)

avecθ̂i le iemecoefficient du vecteur des paramètres estiḿes θ̂
de tailleN × 1.

D’après le Tableau 2, l’estimation des noyaux de Volterra
avec notre approche est meilleure que celle avec un algorithme
LMS même pour de faibles RSB d’entrée.

4 Conclusion et perspectives

La compensation de biais d’estimation d’un algorithme LMS
permet d’obtenir des résultats significatifs, m̂eme pour des RSB
d’entŕee de 10 dB. Le côut calculatoire supplémentaire vient du
calcul de la matrice de compensationCM et du vecteur de com-
pensationdM . Les ŕesultats de simulations d’un nombre fini de
mod̀eles de Volterra de coefficients tirés aĺeatoirement a abouti

aux m̂emes conclusions. Concernant l’extension de cette ap-
proche pourP > 2, elle reste sujettèa plusieurs contraintes
(orthogonalit́e, etc.).
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[2] G. Favier, “Signaux aĺeatoires : mod́elisation, estimation, d́etection,” Chap. 7 :
Estimation paraḿetrique de mod̀eles entŕee-sortie , Ed. M. Guglielmi, Hermes,
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