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Résumé -LLa Sample Covariance Matrix (SCM) est trés utilisée engraént de signal car elle a de bonnes propriétés statisti@ss facile a

mettre en oeuvre. Cependant, lorsque le milieu est nonsgausu que les données sont contaminées ou manquantesrfeesipnces peuvent
étre trés mauvaises. Il peut alors étre intéressant detilin)/-estimateur a la place. Dans cet article nous montrons gesame normalisation
appropriée, le comportement asymptotique désstimateurs est le méme que celui de la SCM. lIs ont la mésteakdition asymptotique
gaussienne que la SCM a un facteur pres. Ce résultat estélper des simulations d’estimation de direction d’aeiyBOA) par la méthode
MUSIC. Ainsi, la SCM peut facilement étre remplacée parMrestimateur avec des changements mineurs dans I'analggeed®ermances
d’algorithmes de traitement de signal.

Abstract — The Sample Covariance Matrix (SCM) is widely used in sigmatpssing applications for its good statistical propsréied for its
tractability. But it can exhibit poor performance in non«@aian, contaminated data or missing data conté{testimators provide then a good
alternative. In this paper, we show that with an appropnitenalization they asymptotically behave as the SCM. Maeeipely, they share
the asymptotic Gaussianity of the SCM with an asymptoticavere different only up to a scale factor. This result is hgjtted by simulations
of DOA estimation using a MUSIC approach. A consequencedsttie SCM can easily be replaced bf-estimators with minor changes in
performance analysis of signal processing algorithms.

1 Introduction (coup calculatoire supérieur, parameétres a régler) ainsila
complexité apparente de leurs propriétés statistiquess Dat

Les applications de traitement de signal qui nécessitest I' article nous étendons au cas complexe un résultat établi par
timation d’une matrice de covariance, utilisent souvel@da-  Tyler [10] dans le cas ded/-estimateurs réels. Plus précisé-
ple Covariance Matrix (SCM) pour ses bonnes propriétés stanent nous démontrons qu’aprés une normalisation appeoprié
tistiques et sa facilité de mise en ceuvre. Toutefois, l@dgu de la matrice de covariance estimée, Msestimateurs com-
milieu est non gaussien, comme par exemple en Radar adapfexes et la SCM partagent la méme loi asymptotique. Dans la
tif ou en Sonar [1], ses performances peuvent étre fortemeplupart des applications de traitement de signal, cetteaer
dégradées. De plus, cet estimateur est peu robuste aux deRation n’affecte pas les résultats des traitements égpibla
nées aberrantes ou manquantes. Pour répondre a ces preblemeatrice de covariance estimée. En effet, bien souvent sule
de nombreux travaux ont été meneés en théorie de I'estimatructure de la matrice de covariance importe. C’est le nas e
tion robuste [2, 3, 4]. Parmi les solutions proposéesMes |ocalisation de source (Direction-Of-Arrival, DOA) ou dala
estimateurs introduits par Huber dans [5] et généralis&aau majorité des traitements Radar et Sonar. Cet article eahisg
multivarié par Maronna [6], offrent une alternative in&sante  comme suit : la section 2 pose le probléme tandis que la sec-
mais peu utilisée en traitement de signal, a I'exceptiorti@es  tion 3 contient les résultats principaux. Nous présentossgite
vaux récents d’Ollila dans le domaine du traitement d’améen dans la section 4, des résultats de simulation qui illustesn
[7,8,9] résultats théoriques. Cet article s’achéve par une coodys
On peut expliquer ce manque d’intérét par leur mise en oeuvigction 5.

*Les auteurs remercient la Direction Générale de I'Armeni@@&A) pour
le financement de ce projet.



2 Contexte - I'équation (3) (resp. (2)) admet une unique soluti¥n
(resp.Vy) et

Dans cette partié,représente selon le contexte, I'opérateur V =0A, (4)
transposé ou l'opérateur transposé conjugtfé Pour toute
matriceA, on définit :
COV(A) = E [(vecA — E[vecA]) (vecA — E[vecA])'].
On noteK la matrice de commutation qui transforme ¥een
ved AT) et® le symbole de Kronecker.

ol o est donné dans [13],
- une simple procédure itérative permet d’'obtéviiy,
- 'V est un estimateur consistant¥e

2.3 Distributions de Wishart

2.1 Distribution elliptique La distribution de Wishart réelld’ (N, A) (resp. complexe
N

Soitz un vecteur aléatoire réel (resp. complexe) de dimencyy (N, A)) est la distribution dez z,7.,, ol lesz, sont
sionm. z a une distribution elliptique réelle (resp. complexe) )

si sa densité de probabilité peut s’écrire réels (resp. complexes, circulaireg),li.i.d, gaussieastrés et
1 rA—1 de matrice de covariance. La SCM, estimateur du maximum
92(2) = | A" h=((2 = ) A~ (2 = 1)), (1) de vraisemblance en gaussien, largement utilisée ennraite
ol h, : [0,00) — [0,00) est une fonction telle que (1) defi- de signal pour sa simplicité et ses propriétés statistitpiers
nisse une densité de probabilijé.est la moyenne statistique N
etA une matrice de dispersion. La matrice de disperdioe- ~ connues, est définie comm&y = N~ Z 7,7, Par la
flete la structure de la matrice de covariancezgen d’autres
termes, la matrice de covariance est égale @un coefficient
prés. Cette distribution elliptique réelle (resp. complesera
notéeE(u, A) (resp.CE(u, A)). Dans cet article, nous sup-
poserons que la matrice de dispersion est égale a la magrice d d
covariance. En effet, la fonctiag, dans (1) peut toujours étre VN (vecW  —veeA) == N (0, %), (respCN (0, 5)) (5)
définie de maniére a ce que cette égalité soit verifiée. aveTc enréel¥ = (A ® A)(I+ K) et en complexey =
(A" ®A).

n=1
suite, nous appeleroW y;, matrice de Wishart, bien qu’elle en
différe en toute rigueur d’'un factew¥. La distribution asymp-
totique de la matrice de WishaW y; est gaussienne.

2.2 M-estimateurs de la matrice de dispersion
Soit (z1, ..., zx) un N-échantillon de vecteurs réels (resp. 2.4 Distribution asymptotique desM-estimateurs

complexes, circulaires) aléatoires indépendants de diiben réels

m avecz; ~ E(0,A) (resp.CE(0,A)),i = 1,....N. Le M- Soit My un M-estimateur réel qui vérifie les conditions de
estimateuiV y reel (resp. complexe) d est defini comme la  \varonna dans [6] et dont les échantillons sont i.i.d. Laridist
solution de bution asymptotique db  est donnée par Tyler dans [14],

N
1
rxr—1 / d
Vy = N E u (znVN zn) ZnZ, (2) VN (vedM y — vedM) — N (0,1I) , (6)
n=1
NN M (vedV)”
ol est une fonction satisfaisant un ensemble d’hypothéses i+ II = o, (I + K)(M ®,M) + oovedM(vedV)”, o, etoy
. ; s : . sont des scalaires donnés dans [14, 13].
tées dans [6]. Bien que [6] considére ddsestimateurs réels, . L
: p N , ) > _Comme le montre Tyler dans [10], apres une normalisation
Ollila a montré dans [7] que ces hypothéses s’appliquent éga . . ! - S
S N adéequate, les M-estimateurs réels ont la méme distribaspmp-
lement au cas complexe. Elles sont rappelées ici dans laicas

_ 0o %tique gu’une matrice de Wishart réelle, au coefficienprés.
pu="5- L . . Nous nous proposons dans cet article, d'étendre ce réaultat
- u est non-négative, non croissante, et continuguo).

- Soity(s) = su(s) et K = sup,~q ¥(s). m < K < 0o, v cas complexe.

est croissante, et strictement croissante sur l'intez\al

y<K. o g 3 Principaux résultats en complexe
- Soit Py(.) la distribution empirique déz,...,zy). |l

existea > 0 tel que pour tout hyperplan Him(H) < 3.1 Notations

m — 1, Py(H) < 1— 2 — a. Cette derniére contrainte

peut étre fortement relaxée [11, 12]. - On pose pour tout, z, = X, + jyn, un, = (x5, y; )" et
Considérons maintenant I'équation suivante, en quelqtte so v, = (—y2,x})”. On peut montrer qua,, etv,, partagent la
la limite de (2) : méme distribution elliptique.
_ 0 _Im
V =E [u(zV'z)zz], B -A= (Im 0 >,

ouz ~ E(0,A) (resp.CE(0, A)). Alors, les hypothéses pré- L 1,
cédentes étant respectées, "E= 5\ §In

)lG:gT®gH'



-Soit M ;; solution deM ; =

1 _ _
N g (u,, (uZMI_{lun) unug + U, (ngglvn) vnvg)
n=1

olu,(s) = u(2s).
- Soit M, solution de

1Y —
N E (ur (uZM;lun) unuf).
1

n—=
- SoitM,, solution de

M, =

M, =E[u, (ulM; u,)u,ul )
= E [u, (VIM; 'vy) v vl
- On peut montrer que -
Vy = 2g"Mpg. (8)

3.2 Distribution asymptotique des)M -estimateurs
complexes

Un lemme, dont nous ne donnerons pas la démonstration par

manque de place, est d'abord nécessaire.

— 1/~ —
Lemme 3.1 My, et 5 (Mu + AMUAT) ont la méme distri-

bution asymptotique et en particulier la méme covariangegs
totique.

Théoreme 3.1 La distribution asymptotique dii/ -estimateur
complexéV y est donnée par

VN (vecV y — vedV) -5 CN (0, %), 9)

ou
3 =coMVNVy) =1 VT @ V + govecV (vecV)  (10)

o1 etos étant les variables apparaissant dans I'expression de =

la variance asymptotique dﬁu, dans (6).

Preuve 3.1 En utilisant (8),
coV(VNVy) = 4Gcov(vV NMp)GH
On applique alors le lemme 3.1, ce qui hous donne
cov(v NVy) = 4GIIGH

I1 étant défini dans (6). Il suffit alors de dévelopjp&ret sim-
plifier 'expression obtenue pour finalement aboutir a (10).

3.3 Distribution asymptotique des)M -estimateurs
complexes normalisés

Nous montrons ici qu’'aprés une normalisation appropriée
(A-normalisation), lesM -estimateurs et matrice de Wishart

complexes ont la méme distribution asymptotique. Séitine

matrice de taillen x m, la matriceA-normaliséeM est telle

que ~ m
M=—"—A. (11)
tr(A™"M)

A noter que pour toute matrid®l = «A, on al\N/I = A et

donc

A=AetV =A. (12)

Finalement, en utilisant I'égalité(tA" B) = (vecA)”vedB,
la normalisation (11) peut s’écrire comme

~ 1
= 1
vecdM ched\/IveCM’ (13)
1
Uc = —vedA™ ). 14
olc mveo( ) (14)

Pour prouver le résultat principal, un lemme est d’aboreeéc
saire.
Lemme 3.2 soit(zy ) ven Une séguence de vecteurs aléatoires
tels que

VN(zy —m) -% CN(0, %). (15)

1 .
——m, olc est un vecteur

Onposezy = ———zy etm = —
clzy cdm

Hg
arbitraire. Alors

VN(zy —m) -5 CN (0, AZAT) (16)
avecA = 1 I me’!
T cHm cHm /|’
Preuve 3.2 Définisson® y = zy — m. Alors
~ m-+oy m+ 0y
ZN = = . 17
N cH(m+dn) ch(1—|—‘§I—‘iﬁ) a7

Ainsi, pourN grand, i.e.d y petit, un développement limité a
I'ordre 1 nous donne |

ZN :%( —ff,ig)(mMN)
=m+ Ady.

Ainsi,v/N(zy —m) = A\/Néy lorsqueN est grand, ce qui
conclut la preuve.

Théoreme 3.2 Soit \NIN (resp.VNVN) un M-estimateur com-
plexe (resp. matrice de Wishart compleAehormalisé(e). Alors

VN(Vx — A) et/o,N(Wy — A) ont la méme distribution
asymptotique.

Preuve 3.3 A partir de (5) dans le cas complexe, on applique
le lemme 3.2 avezy = veCcW y, m = vecA etc donné par
(14) donne

VO N(VecWy — vecd) -5 CN (0,0124),  (19)
avecS 4 = covVNW) = A(AT @ A)AH.

vecA ¢
cvecA

1
etA = I-
checA<

(I — %vecA(veo(A‘l))H> .



De maniére similaire, a partir de (10) nous obtenons

VN(Vy — A) -4 N (0,T14), (20)
avec
My =covvNVy) (21)
= A (61 VT @ V + gyvecV (vecV)H ) AH
(A 1 1 vecve\ " -
SLAM = Civeev | T vy | — 77 (22)

la derniére égalité découlant de (4). En remarquant que
AvecV = vecV — LvecV(ve V1)) vecV =0, (23)
ona
COV(VNVy) = Ay (VI @ V) Al

~ (24)
= 01CoV(vVNW)

EQM (degA?)

N

FiG. 1 - EQM des DOAs obtenues avec les estimés d’'Huber et
la SCM. Echelles logarithmiques; = 1.15

précisément, nous avons montré que ces estimateurs normali
sés ont la méme matrice de covariance asymptotique que la ma-
trice de Wishart complexe normalisée, a un facteur pressiAin
moyennant un accroissement des données d’un fastewes
estimateurs, plus robustes aux perturbations ou a un modele
non gaussien, atteignent les mémes performances qu’une SCM

ce qui conclue la preuve.

classique.
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