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Résumeé —Nous caractérisons le débit d’'une source d'informatiwspirée par la théorie des jeux. La distribution de la sewtépend d’'un

état qui varie de maniére arbitraire symbole aprés syeneble décodeur observe une version dégradée des sysnifmllisés par la source
d’information. Ce modele nous permet de quantifier I'imfiation supplémentaire que nécessite un joueur dans udgdang-terme avec

observation imparfaite des actions passées. Nous applquotre résultat au jeu couramment appelé "le dilemmaridonnier” pour lequel la

région des paiements atteignable se trouve réduite.

Abstract — We characterize the rate of an information theoretic soinsgired from game theory. The distribution of the sourcpetes on
a state which vary in an arbitrary manner. Moreover the decbds a degraded version of the sequence of symbols. Thislnsoetlevant
to quantify the additionnal information needed by a playeirty a long-run game with imperfect observation of pasioast We provide an
applicative example considering "the prisoner’s dilemrwa"which the achievable payoff region is decreased.

1 Introduction LTk
Ji n

Une source d’'information aux variations arbitraires dépe : ! K
d’'un état qui varie independamment de toute loi de probabi
lite, symbole aprés symbole. Nous caractérisons lé daine 7 T3 a" = (af, ..., Tg) z
telle source, en supposant que le décodeur observe unenvers 3
dégradée des symboles réalisés par la source d'infam&e /
modele se révele pertinent lorsque I'on considéere wnde 7 Ty o n
long-terme avec observation imparfaite des actions paggg 2 ! Y

A chaque étape, les joueuis € K choisissent une proba- IT]_H m
bilité P; sur leurs action; et I'on notex = (z1,...,2x) le
vecteur des actions réalisees parles jouetrsy (xf, ..., 2i) FIGURE 1 — Le joueur/; observe une imaggdes actions:.

la suite de vecteurs de longueurLe joueurJ; (voir figure 1)
observe, a travers le carfl] une image partiellg du vecteur  [1] sur les sources corrélées aux variations arbitraioes proches
d’actionsr réalisé. La source d’'information que I'on considerede nos travaux, notamment le theoréme 4’ [1]. La diffeeen
est le vecteur: des actions des joueurs et I'information adja- principale avec nos travaux est la définition de I'etatdgdurce
centey représente I'observation partielle dont dispose le jouelet |a technique de la preuve. Le fait de considérer lesatievis
J1. Un encodeuf est chargé de quantifier I'information € unilatérales des joueurs nous obligent & transmettreeaaur
M supplémentaire, nécessaire au jouguafin qu'il observe  |a suite d’actions d’un des joueurs. Notre preuve utilise un
parfaitement les suites d’actions des autres joueurs. suite de coloriage de graphe ol les sommets sont des sysnbole
Par hypothese, chaque joueur joue une suite de protesbilitalors qu’Ahlswede [1] utilise un coloriage de graphe ou les
i.i.d. etle retard d’observation di au codage ne pénphsdes  sommets sont des suites de symboles. Afin d'utiliser la Isi de
joueurs. Le codage de source classique n’est pas adaptipui grands nombres pour les suites de symboles, cette technique
un joueur malveillant/; € K peut modifier la distribution de de preuve nécessite une condition de “positivite entogi
probabilité sur ses action3; € A(X;). Ce joueur peut choi- enoncée page 221 de I'article [1] :
sir une suite d’actions qui induit une erreur dans le schéena
codage et modifie le régultat du jeu. H(X(s)[Y (5)) x H(Y (5)|X(s)) >0, Vse€S @)
La compression d’une source ou I'information est une suitdans le cas de notre source d’information, cette conditgin e
d’actions choisies par des joueurs pouvant dévier de en@ani’ remplacée par une condition sur les suites d'états adbtéss
arbitraire n’est pas étudiée a ce jour. Les résultadhdwede (voir la condition 2) et par le fait que la variable aléagqjrne



dépende de qu'a traverse. Notre résultat s’applique aux cas Définition 1 Un (n, M )-code est &fini par un couple de fonc-
des transition§” déterministes alors qu’une telle transition netions :
satisfait pas la contrainte d’Ahlswede.

Nous présentons, dans la section 2, le modele de sowrdi& gt
accompagné, dans la section 3, du résultat principalstilée | 5 probabilite d’erreurP” assocke au(n, M )-code est éfinie
théoreme 1 ainsi que de sa preuve, section 4. Ensuite, NOESmme suit
présenterons une application de notre résultat au cagudu j o
du dilemme du prisonnier 5. Nous verrons que la région des P, = max max P((X",Y") # (X", Y")|s}) 4)
paiements atteignables se trouve modifiee si I'on ajout un R stealxr
contrainte de capacif® < C sur le débit de la source.

Par souci de clarté, on not&(X;) I'ensemble des distri-
bution de probabilité sur 'ensembl€;. Considérons une fa-
mille d’ensemble$X;);c x et une famille de distributionB; €  Définition 2 Un débit de communicatio® est atteignable si
A(X;) pour chaque composante K.NotonsX = [],., Xi  pour toute > 0, il existe un(n, M )-code tel que :
le produit cartésien P le produit des probabilites défini par

f: X" — M, g:MxY" — Xm 3)

La probabilité d’erreur, doit &tre bornée supérieugatrpour
chaque suite™ € S™ = U;c xk A(X;)®" d'états de la source.

P = Qicx Pi € [Liex A(X:) et P_, la probabilite définie T )
parP_; = Q,; Pj € [],.; A(X;) ol la composante € K n
a été retirée. Le cebit de la sourceR est I'infimum des &bits de communi-

cations atteignables.

2 Modele o
, , , o 3 Reésultats principaux
Nous étudions une source d’information aux variations ar-
bitraires (AVS). Linformation est modélisée par uneiabte Nous caractérisons le débit d’une source aux variations

aléatoireX dont la distribution de probabilit®(z|s) dépend arbitraires avec information adjacente au décodeur. kiava
d’'un parametre d'état € S qui varie de maniere arbitraire tion arbitraire de la source nous empéche d'utiliser uraged
symbole apres symbole. La source d’informatidrque nous 3 la Slepian et Wolf [4]. Pour quantifier la qualité de limf
considérons est un vecteif = (X1,..., Xx) de variables mation adjacente, nous introduisons le concept de coleriag
aléatoires. une suite d'états de la sowtec S™ est une suite d'un graphe auxiliaire. Notons;_; le vecteurz privé de sa
de distributions sur I'une des composanfes K du vecteur ;-gme composanté_; la probabilité produitP_; = ®#i P
a" = (z1,...,7x)". OnnoteS™ 'ensemble des suites d'états et Supp P_; le support de la probabilit2_;.
de la source.
Définition 3 Pour chague composantes K, le graphe auxi-
8" = Uiek A(X;)®" @) Jiaire G; = (X;, E;) est cefini comme suit. Les symbolese

Considérons par exemple, la suite= (Q;(1) Q;(n)) e X, de la composanté € K de la source sont les sommets
1) PR | . A~ _ ) 12 .

S™ qui seulement modifie la distribution de probabilite de ladU 9raphe. |l (e/X|§te une atee; = _(x“xi) € E; entre deux

composantg € K du vecteur:” = (z1,...,ax)". Alétape ~ SOMMets; etz; si et seulement si:

1 <t < n la composante;(t) est tirée suivant);(t) € S, € Supp Py, y €Y, 36 > 0, sit.

A(X;) alors que les autres composantg$t) sont tirées sui-
vant une distributiorP, € A(X}) iid. Le vecteur de d'infor-
mationz(t) est tiré, a I'étape, avec la probabilité suivante :

min(T'(y|zs, x—4), T(y|zj, x—)) >0

Définition 4 SoitC un ensemble de couleurs. Un coloriage du
P(z1,...,2j,...,7|8) = [P1®...® Qj(t) ®...® Pk|(x) grapheG; est une fonction; : X; — C qui satisfait :

Nous considérons la situation ou le décodeur possegtor- Ve, = (z4,2}) € E;, onag;(x;) # ¢i(x))
mation adjacente. Il observe, a travers une probablitéshesi-
tionT : X — A(Y"), une version dégradéedes symboles
chaisis par la source d’information.

Un coloriage minimal du graphé&’; est un coloriagep; pour
lequel la cardinalie |C| est minimale.

5" Définition 5 Le nombre chromatique; du grapheG; est la
n n cardinalité deC pour le coloriage minimal du graph@,.
e D=
L LE] . . . o
—~ y" Remarque f'information adjacente; € Y ainsi que la cou-
(Z) leur ¢ € C du sommetr; € X; dans le graph&s; permet

au décodeur de retrouver exactement le symbole X;. La
On notes! € A(X;)" une suite d’états de la source qui propriété principale est que ce décodage ne dépendebs d
modifie lai-eme coordonnée du vectete= (z1, ..., 2 k). distribution de la source.



Afin d’encoder les symboles_; € X_;, nous définissons, La fonction de écodageg;. Le décodeur décode séparément
pour chaque symbole, € X;, la probabilité de transition mar- les information concernant la composaities autres compo-

ginaleT,, associée au symboisg. santes—i.
T..:X_; — A(Y) (6) - Conngissant I_a compqsan’t@_ K choisie lors des tests
statistiques, I'information adjacenie € Yet la couleur
v-i — Tu(yle—) =T(yleia—) (1) ¢; € x; caractérise un unique symbole d’étapec X;
On noterdy,, le signal aléatoire, distribué suivant la loi de pro- de la composante
babilité induite pafl},.. Le décodeur caractérise la partitiofy et X, de 'ensemble

des symbolex;.
— Pour la transitiorf,, avec le symbole; € X, la suite de
symboles:_; est décodée directement.
— Pourlatransitiofl’,, avec le symbole; XZ-C, le décodeur
R = max[max H(X_;|Yz,) + log x;] 8) cherche dans le bim € M,, une suitez™; qui soit

€K x;€X; .. . . . .
i} , . conjointement typique avec l'information adjacente
H représente I'entropie de Shannon [3] gt le nombre chro- pour la distributionP_; © T, € A(X_; x Y).

ti d hér,. . ) o 1% 1o .
matique du grap Le debit du codeSoit i, > eElrmIXilos I Xoi "Noys
montrons que pour tout > 13, le débit du code est borné par
4 Preuve du Theoreme 1 la quantité suivante :

Théoreme 1 Soit X une source d’information aux variations
arbitraires et une probabilié de transition. Le @&bit de la
sourceR est dong par I'équation suivante :

4.1 Atteignabilité log M < maxmax H(z_ilys.) +log x| + 3¢

Nous construisons un codage basé sur le coloriage desggraph " l_ez ””7‘63&
et les tests statistiques. =Hroe
La fonction d’encodagg. L'encodeur procede a untest sta-  La probabilite d’erreur. Supposons que la distribution arbi-

tistique en calculant 'ensemble suivant : traire ne concerne que la composante K du vecteurz =
. N(z",|z_;) (x1,...,2zK). Lorsque I'encodeur choisi la composante K
arg i Z |f = P_i(z—)] 9) grace aux tests statistiques, alors la suite des veci€uest

i €X_; reconstruite parfaitement avec une grande probabilité.

et choisit une composaniec K. Les symboles de la com-  Supposons que I'encodeur choisisse, lors des testsigjiadist
posante; € K vont étre encodés en utilisant le coloriage duune autre composanie# ¢ € K. Cela implique l'inégalité

graphe correspondant. suivante :
— Encoder l'index de la composante choisien utilisant N(z_jlz_;)
|K'| messages. > |+ = P_j(z—;)| (10)
— Encoder la suite des couleufsavec a chaque étapg= r_j€X—j
¢;(x;) en utilisant un encodage avgf messages. N(z_;|z_;)
Les autres composantes, seront encodées en fonction de < Z | n Pi(z )] (11)
T, €X_;

la probabilité de transitioff” et de la suiter?. Si le symbole
z; a été souvent utilisé, la suitg,,, tiree selon la probabilite La suitez” est tirés iid avec la distributiof;, donc elle est
T.,, est suffisamment longue pour utiliser un codage de sourdgpique avec une grande probabilité. Par conséquentitade
avec information adjacente a la Slepian and Wolf [4]. Dans | la composante est typique avec grande probabilité et donc
cas contraire, I'information:_; doit étre encodée sans aucunecorrectement encodée. On peut donc trouver saffisamment
compression. L'encodeur divise la suig& en une partition grand tel que la probabilité d’erreur soit bornée par
(yz, )z, ex, iINdexée par les symboles € X; correspondant &
Ia_transitio_rﬂ}i. Notonsn,, ;,N(xﬂxi) ety,. la sous-suite 4.2 Reciproque
d’informations adjacentes tirées avég,. L'encodeur calcule
la partition (X, f(f) des symboles I'ensembig € X;. Pour montrer la réciproque, nous supposons que le débit
— SiN(z|z;) = ng, < 3, alorsz; € X, et la suiter_;  soit inférieur a la quantité suivante.
est encodée an;X,i|”_messages. . _ R < max|max H(X_i|Ya.) + log vi] (12)
— SiN(xP|x;) = ng, > 11, alorsz; € X; et chaque suite i€k m,€X; ‘
z; est encodée en utilisant le "binning” aleatoire avecsypposons que le maximum soit atteint pour la composante

My, = 2" H(e-ilv=)+29) messages. i € K etle symboler; € X;. La distribution sur le vecteur
L'ensemble des messagas d'un tel schema de codage est deginformationz = (z1,. . ., zx ) estle produit des distributions
cardinalite : marginales sur chaque composantg € K. Le débit optimal
M=|K| x}- |X,Z-|Zzie>ff, Mei H Qe (H(z—ilys;)+2¢) R s’écrit donc comme la somme des débits des composantes

I R =3,k Ri. Laréciproque est divisée en deux parties.



Tout d’abord, supposons que le schéma de codage ait un

débit R; < logy;. Par la propriété du coloriage minimal, la 1_3 1
e o — 15 Z&
probabilité d’erreur tend vers 1 lorsqueend vers l'infini. T(h,g) Shy Shd
ygd) =
H.CCNZ',ZCNZ'/, E'Jffi S Supp P,i, Hy S Y, 35 > O, is %g
mln(T(y|xl,x,Z),T(y|:C;,:1:,1)) 2 4 5bg Sbd
= Y(f,9), P> Z FP1—=0)"" —n g 1 FIGURE 3 — La probabilité de transition lorsque I'acti¢h, ¢)

t=1 est jouée.
Il existe une suite d'états de la source telle que les sye#ipl
etz;’ ne puissent étre distingués par le décodeur. Pour uee tel
suite, la procédure de codage induit une erreur qui terslver £=05

Ensuite, supposons que la suitesoit parfaitement recons- : c=17
truite au décodeur mais que le débit de la suite restaitte so
R-i < H(z-ilys,) = max H(X-i[Ys,) (13) -

Utlllte du |0ueur 1

Dans ce cas, la probabilité d’erreur tend vers 1 lorsquaita s
d'étatss? = z;" et quen tend vers I'infini.

Ceci contredit I'hypothese que le débit suivant soitiatte
gnable.

R=R_i+Ri < max H(z—ilys,) +logxi (14) 0

Utilité du joueur 2

5 Une appllcatlona la théorie des JeUX  Figure4-— Région des utilités atteingnables pour le dilemme
le dilemme du prisonnier du prisonnier avec une contrainte de capacite.

Nous considérons la situation décrite figure 1 & deuxyesle bits par seconde. La figure (3) représente la région des pai
ou un encodeur veut quantifier I'informatianque le joueur 1 ments espérés des joueurs pour lesquels la distribuéiqrat
pourra correctement décoder. Le jeu est défini par la oeatri babilité satisfait la contrainte de capacité.
de paiements décrite Fig. (2) et la probabilité de tramsiest
définie Fig. (3). Par exemple, la probabilité de recevogignal ;

“Shg” estdel—zs, lorsque I'action(h, g) est jouée. Cette tran- 6 Conclusion

sition est définie de maniére symétrique pour les autraples o o .
dactions(h, d), (b, g) et (b, d). Nous étudions une classe de sources aux variations arbi-

traires avec information adjacente au décodeur. Noust&aisons

g d le débit optimal d’une telle source et montrons que celt&su
s’applique au cas d'un jeu dans lequel les joueurs peuestgd”
h 3,3 0,4 de maniere unilatérale. Notre résultat garantit quaLjoueur
ne peut manipuler le schéma du codage en changeant la distri
b 4,0 1,1 bution de probabilité sur ses actions.
FIGURE 2 — La matrice des paiements pour le “dilemme duReferences
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contrainte de capacité sur le débit de la sodkce C = 1,7



