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Résumé � Nous nous intéressons ici aux problèmes inverses mal posés en très grande dimension. En pratique, les approches non

supervisées classiques basées sur la méthodologie bayésienne nécessitent un temps de calcul trés important. C'est pourquoi nous

proposons ici un algorithme non supervisé de reconstruction, plus rapide que les méthodes existantes, basé sur la méthodologie

du bayésien variationnel. Les performances de cet algorithme sont évaluées sur un problème inverse où l'information a priori met

en valeur la parcimonie de l'image. Une comparaison avec les méthodes bayésiennes standard montre que notre approche permet

d'avoir une très bonne qualité de reconstruction en un temps relativement faible.

Abstract � This paper is devoted to the de�niton and application of an unsupervised reconstruction algorithm for ill-posed

problems. The main goal is to determine an e�cient method for large dimensional datasets. The main tool involved is given by

the Variational Bayesian methodology. In a �rst part of this paper we de�ne our method whereas in a second part we enhance

the performances of our algorithm by comparating it with classical methods on a sparse image. The simulation results show that

our approach gives a good reconstruction in a few time.

1 Introduction

Les dernières avancées technologiques ont fait apparaître
des masses de données de tailles de plus en plus impor-
tantes. Une approche classique pour étudier de tels si-
gnaux est alors de prendre en compte l'information in-
hérente au problème, via l'estimation bayésienne, et de
modéliser la source par une variable aléatoire suivant une
loi donnée, [3]. L'avantage de telles méthodes est qu'elles
sont non supervisées, au sens où elles permettent l'ajus-
tement automatique des paramètres liés au modèle, au
travers du compromis entre l'information a priori , impo-
sée à la source, et l'a posteriori venant des données. La
principale di�culté dans ce cas est alors de déterminer
exactement, à partir d'un a priori donné, la distribution
a posteriori correspondante. En pratique, l'a posteriori a
une structure telle qu'elle ne peut être déterminée direc-
tement. Une étape d'approximation est donc nécéssaire.
Cette approximation peut être stochastique par le biais
des algorithmes MCMC (Monte Carlo Markov Chain),
voir [4] par exemple, ou analytiques dans les méthodes
du Bayésien variationnel, [6, 2].

Dans cet article, nous nous proposons de dé�nir un nou-
vel algorithme bayésien basé sur le principe du bayésien
variationnel. L'intérêt de cet algorithme est qu'il permet,
en un nombre limité d'itérations, de trouver une approxi-
mation de la loi a posteriori pour des problèmes en grande
dimension. Le principe de la méthode proposée est d'adap-
ter une méthode classique d'optimisation convexe à l'es-

pace des densités de probabilités. A titre d'exemple, nous
montrons la mise en ÷uvre de cette méthode sur un pro-
blème de tomographie où l'information a priori utilisée
favorise les solutions parcimonieuses (images composées
de pics).

2 Présentation de l'algorithme

2.1 Le Bayésien variationnel

Pour une meilleure compréhension de la méthode pro-
posée dans cet article, nous commençons par rappeler les
concepts de base du bayésien variationnel introduit dans
[6]. Dans la suite, nous noterons Y ∈ R

M le vecteur
des données et W ∈ RN le vecteur des sources que l'on
cherche à estimer. Le principe de la méthode est d'appro-
cher la distribution a posteriori p(W|Y) par une densité
de probabilité séparable en minimisant la divergence de
Kullback-Leibler entre les deux. Cependant, trouver un
minimum dans ce cas peut s'avérer relativement compli-
qué. C'est pourquoi on préfère utiliser la relation suivante,
[2] :

log p(Y) = F (q(W)) +KL[q(W)||p(W|Y))], (1)

où F est l'energie libre donnée par

F [W] =< log p(Y,W) >q(W) +H(W) (2)

Dans l'équation précédente, H(W) est l'entropie de W
sous la loi de q tandis que

< log p(Y,W) >q(W)=

∫
log(p(Y,W))q(W).



Par conséquent, minimiser la divergence revient à maxi-
miser l'énergie libre.
Dans la suite nous cherchons la densité de probabilité

séparable q qui maximise F . Comme F est une fonction-
nelle concave, cette minimisation peut se faire par calcul
des variations, [2], et nous donne, pour tout i = 1, . . . , N

qi(wi) =
1

Zi
exp

(
< log p(Y,W) >∏

j 6=i qj(wj)

)
. (3)

Cette solution analytique est cependant inutilisable en
pratique puisqu'elle n'a pas de forme explicite. C'est pour-
quoi des algorithmes itératifs sont mis en ÷uvre pour cal-
culer l'optimum à partir de (3). Le plus classique est d'uti-
liser les algorithmes de minimisation alternée. Malheureu-
sement l'utilisation de ces algorithmes augmente considé-
rablement le temps de calcul. Elle ne permet donc pas de
traiter des données en très grande dimension. C'est pour-
quoi nous proposons une méthode di�érente plus rapide
que les méthodes existantes.

2.2 Méthode proposée

Le principe de notre algorithme est d'utiliser, dans la
dé�nition du problème d'optimisation précédent, la struc-
ture de l'espace de dimension in�nie sous-jacent, à savoir
l'ensemble des densités de probabilités. Pour cela, plu-
sieurs approches peuvent être considérées. La première
consisterait à dé�nir cet ensemble comme un sous-espace
de l'ensemble des fonctions intégrables. Dans ce cas, la
contrainte de masse totale doit être prise en compte et
l'algorithme le plus adapté serait une méthode de type
gradient projeté. L'autre point de vue, qui est celui adopté
ici, est de considérer cet ensemble comme un sous ensemble
de l'ensemble des mesures de probabilités. C'est pourquoi
nous proposons d'utiliser une version de la descente de
gradient, adapté à la structure de cet ensemble. Cette
méthode d'optimisation se rapproche de la méthode du
�gradient exponentialisé�, voir [5], introduit dans la com-
munauté du � Machine Learning �.
Pour cela, supposons qu'à l'itération k, où k ≥ 0, on

ait construit {qk1 , . . . , qkN} et que qk(W) =
∏

qki (wi). On
veut alors que qk+1 soit une densité de probabilités telle
que qk+1dλ, où λ est la mesure de Lebesgue sur RN , soit
absolument continue par rapport à qkdλ. Dans ce cas, le
théorème de Radon-Nikodym, voir [7], nous o�re un cadre
naturel pour mettre à jour notre loi en considérant :

qk+1 = hqk (4)

où h ∈ L1(qk) est une fonction à valeurs dans R+. Il nous
reste alors à déterminer la fonction h. Pour cela, on s'ins-
pire de la méthode de descente de gradient. Autrement dit
on choisit

h(W ) = exp(∇F (q(W )))α. (5)

où ∇F représente la di�érentielle de F au sens de Fréchet
et où α > 0 est le pas de l'algorithme. Cette expression de

h est la plus à même de nous assurer que F (qk) est une
fonctionnelle croissante.

Or

∀i = 1, . . . , N ;
∂F

∂qi
=< log p(Y,W) >∏

j 6=i q
k
j (wj) − log qi − 1.

Ce qui nous donne �nalement pour tout i = 1, . . . , N ,

qki (wi) = qki (wi)

 1

Ki

exp
(
< log p(Y,W) >∏

j 6=i q
k
j (wj)

)
qki

α

.

(6)
On peut constater que dans ce cas, la suite (F (qk))k∈N

est bien une suite croissante.

3 Application à la tomographie im-

pulsionnelle

3.1 Modélisation du problème

Nous mettons ici en ÷uvre notre méthode sur un pro-
blème classique de tomographie en utilisant un a priori

favorisant les images parcimonieuses. Pour cela, nous écri-
vons le modèle direct linéaire :

y = Hx+ b, (7)

où H est une matrice de projection associée à la trans-
formée de Radon, y est le vecteur des données, x est le
vecteur des inconnues et b ∈ RM est une réalisation d'un
bruit Gaussien iid de variance σ2

b . De plus, on introduit un
a priori sur x suivant une loi de Student-t qui peut favo-
riser naturellement les solutions parcimonieuses. La mise
en oeuvre d'un a priori de Student-t dans des méthodes
bayésiennes variationnelles a été notamment décrite dans
[1].

La distribution de Student-t peut être représentée sous
forme d'un mélange scalaire de gaussiennes (GSM), voir
[8], où la loi de chaque coordonnée Xi sera Gaussienne
sachant une variable cachée Zi, ce qui s'écrit :

∀i ∈{1, . . . , N},

p(xi) =
b̃ãi
i

Γ(ãi)

∫
R

√
zi

(2π)N/2|σ2
1 |1/2

e
− zix

2
i

2σ2
1 zãi−1

i e−zib̃idzi.

(8)

Où, Zi ∼ G(ãi, b̃i) suit une loi Gamma, etXi ∼ N (0, σ2
1/zi)

suit une loi Gaussienne.

A partir de ce modèle a priori , nous voulons mettre
en oeuvre une approche non-supervisée nous allons donc
aussi estimer la variance du bruit σ2

b et la variance de l'a
priori sur X, à savoir σ2

1 . Ainsi nous réglerons le com-
promis entre l'information parcellaire contenue dans les



données et l'information a priori de parcimonie. Comme
nous suivons une démarche bayésienne variationnelle nous
introduisons des a priori conjugués avec la vraisemblance,
suivant donc des lois inverse Gamma sur ces deux va-
riances. En rassemblant toutes les lois on détermine la
loi a posteriori jointe à une constante près,

p(x, z, σ2
b , σ

2
1 |y) ∝ σ−M

b exp

[
−‖y −Hx‖2

2σ2
b

]
σ−N
1∏

i

√
zi exp

[
−zix

2
i

2σ2
1

]
b̃ãi
i zãi−1

i e−zib̃i

Γ(ãi)

×
b̃ãb

b σ
−2(ãb−1)
b e

− b̃b
σ2
b

Γ(ãb)

b̃ã1
1 σ

2(ã1−1)
1 e

− b̃1
σ2
1

Γ(ã1)
.

(9)

3.2 Approche bayésienne variationnelle

Appliquons la méthodologie bayésienne variationnelle
décrite par [6] à notre densité a posteriori eq. (9). Choisis-
sons tout d'abord le degré de séparabilité de la loi appro-
chante q. Comme l'on veut un algorithme rapide permet-
tant de résoudre des problèmes de grande dimension, nous
choisissons une loi séparable selon toutes les dimensions
q(x, z, σ2

b , σ
2
1) =

∏
i qi(xi)

∏
j q̃j(zj)q(σ

2
b )q(σ

2
1). L'hypothè-

se faite sur les lois a priori , en l'occurence que ce soit des
lois conjuguées, implique que les lois approchantes mini-
misant la divergence de Kullback-Leiber appartiennent à
des familles connues :

q0(x) = N (m0,Diag(σ
2
0))

q̃0(z) =
∏
j

G(a0j , b0j)

qb(σ
2
b ) = IG(a0b , b0b)

q1(σ
2
1) = IG(a01, b01)

où σ2
0 est le vecteur des N variances initiales et l'opérateur

Diag transforme un vecteur en une matrice diagonale.
L'optimum est déterminé par le schéma de minimisation

suivant :

q̃k+1(z) = argmax
q̃(z)

F
(
qk(x)q̃(z)qkb (σ

2
b )q

k
1 (σ

2
1)
)

qk+1(x) = argmax
q(x)

F
(
q(x)q̃k+1(z)qkb (σ

2
b )q

k
1 (σ

2
1)
)

qk+1
b (σ2

b ) = argmax
q(σ2

b )

F
(
qk+1(x)q̃k+1(z)q(σ2

b )q
k
1 (σ

2
1)
)

qk+1
1 (σ2

1) = argmax
q(σ2

1)

F
(
qk+1(x)q̃k+1(z)qk+1

b (σ2
b )q(σ

2
1)
)

Notre algorithme est mis en ÷uvre uniquement pour la
deuxième maximisation, la loi conditionnelle a posteriori

sur le vecteur Z étant déjà séparable et permettant donc
une utilisation rapide de l'approche bayésienne variation-
nel standard.

4 Expérimentation

Nous exposons ici des premiers résultats sur données
simulées. Nous avons considéré un problème mal posé de
petite taille, 64× 64, a�n de comparer notre méthode avec
des méthodes existantes (la rétroprojection �ltrée FBP,
l'algorithme classique Bayésien Variationnel BV, et l'ap-
proche MCMC avec un échantillonneur de Gibbs). L'image
simulée est composée de 7 pics d'amplitudes di�érentes,
comprises entre 0.5 et 1 (voir �g. 1(a)).
Les résultats sont résumés dans le tableau 1 et sur la

�gure 1. Nous avons appelé BVGPI notre approche avec
les hyperparamètres, à savoir variance du bruit et para-
mètres de la loi a priori , �xés et BVGPI non supervisé
(BVGPI-NS) la même méthode avec conjointement, l'es-
timation de tous les paramètres. Les approches concur-
rentes ont été initialisées avec les même images et avec
les mêmes hyperparamètres que notre approche BVGPI.
On remarque clairement que �xer les hyperparamètres à
des valeurs favorisant la parcimonie permet d'améliorer
nettement la qualité des reconstructions (voir �g. 1 (d),
(e) et (f)). On observe aussi sur la �g. 1 (c) que la mé-
thode MCMC est la méthode bayésienne qui donne les
moins bon résultats, ce qui est en contradiction avec les
résultats théoriques. Cette qualité moindre vient essentiel-
lement de la faible vitesse de convergence de la méthode
qui induit un temps de calcul trop important. Autrement,
on voit sur la �g. 1(e) que notre méthode (BVGPI) per-
met d'obtenir des résultats sensiblement de même qualité
que l'approche classique (voir �g. 1(d)) pour un temps
de calculs 13 fois plus faible. Elle o�re aussi une réelle
amélioration en terme de qualité d'image par rapport aux
MCMC, tout en gagnant un facteur pratiquement égal à
100 en temps de calculs.
En�n, nous avons développé une méthode non supervi-

sée où le compromis entre l'information a priori et la vrai-
semblance est réglé automatiquement par la méthode. Les
résultats sont de meilleurs qualités que dans l'approche
supervisé (voir �g. 1 (f)). On peut en conclure que nous
avons pas fait su�samment d'essais avec l'approche non-
supervisé pour avoir un très bon réglage des hyperpara-
mètres.

Table 1 � Performances des di�érentes approches.
Méthodes FBP BV BVGPI MCMC BVGPI-NS
CPU (s) 0,05 586,2 44,77 37079 87,34
nb d'iter. 1 15 500 1000 1000
err rel L2 1,6% 0,26% 0,25% 1,15% 0,67%
err rel L1 22% 7,95% 7,76% 19,1% 14,8%

5 Conclusions

Nous avons exposé une nouvelle approche pour résoudre
des problèmes inverses basée sur le Bayésien variationnel



dont on a montré en pratique qu'elle est nettement plus
e�cace que les principales approches entièrement bayé-
siennes concurrentes. La méthode développée ici ne fait
pas intervenir d'inversion de matrices, contrairement aux
méthodes classiques de MCMC et de bayésien variation-
nel. Même sur un exemple de petite dimension, nous pou-
vons voir qu'elle améliore déjà le temps de calcul. De plus,
cette approche est su�samment générique pour dévelop-
per des approches non-supervisées avec un coût calcula-
toire relativement faible par rapport aux méthodes clas-
siques.
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Figure 1 � Les images sont représentées avec la même
échelle de gris : (a) l'image vrai composée de 7 pics,
(b) La méthode de rétroprojection �ltrée (FBP), (c) ap-
proche MCMC avec un échantillonneur de Gibbs, (d) Ap-
proche bayésienne variationnelle classique, (e) notre ap-
proche dans le cas où les hyper paramètres sont �xés ar-
bitrairement, (f) notre approche non-supervisée.


