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Résunt — Le filtrage particulaire (FP) et le filtrage particulaire diaire (FPA) sont deux méthodes classiques de Monte Gaatpientielles
(MCS) pour estimer la densité de filtragg,, dans une chaine de Markov cachée. Sur un plan théoriqualgerithmes ont été analysés du
point de vue de la statistique asymptotique. Dans cet antioLis proposons une analyse comparative asymptotique, pour un nombre fini
de particulesle deux algorithmes MCS : I'algorithme SIR optimal, et l'adighme FPA totalement adapté (FA). Partant d’'un nuagencom
de NV particules, nous calculons la moyenne et la variance d¥estiurs empiriques d’'un moment gg,,. Les deux algorithmes ont la méme
moyenne, mais en cas de rééchantillonnage la variancalderithme SIR est toujours supérieure a celle de I'athoe FA. Nous soulignons
finalement le réle du nombre de particules efficaces darsd®de variance.

Abstract — Particle filters (PF) and auxiliary particle filters (APFeawidely used SMC techniques for estimating the filtering pdf, in a
hidden Markov chain. These algorithms have been theoligteaalysed from an asymptotical statistics perspectinehis paper we provide a
non asymptotical, finite number of samptasnparative analysis of two SMC algorithms : the Samplingdntance Resampling (SIR) PF with
optimal importance distribution, and the fully adapted APR). Starting from a common set @f particles, we compute the mean and variance
of empirical estimators of a moment gf,,,. Both algorithms have the same mean, but if resampling id, ube variance of the SIR algorithm
always exceeds that of the FA one. We finally outline the roka® number of efficient particles in the excess of variance.

1 Introduction particulier le role du nombre efficace de particules dagscles

de variance), et nous effectuons des simulationilau
Soit X, (resp.Y;,) un processus caché (resp. observé). Soit

P(Tn|yo.,) (OUP,,) la densité der,, sachanyo., = {y:}io-

On suppose quéX,, Y, }n.ev st une chaine de Markov ca- 2 Jne analvse non asvmptotique des al-
chée ip(xo:n, Yon) = p(xo) [T, p(wilzi-1) [Tisg p(yil2i)- y ymptotig

Le filtrage bayésien consiste a calcylér, |yo., ), ou au moins gorithmes SIR et FA
une approximation de la mesupédz,,|yo.,) de densit@,,, . )
Pn|n PeUt &tre calculée & partir gg_;,,_1 Via 2.1 Algorithmes SIR et FA
_ _ p(YnlTa) [ p(zn|Tn—1)P(@n—1]Y0in—1)dTrn_1 Rappelons tout d’abord brievement les algorithmes SIR et
P(@nlyom) = 2(YnYom—1) FA. L'algorithme SIR avec densité d’importance optimad [

(1) consiste en la succession d'une étape d'échantillonSagee
Si le calcul exact de (1) est impossible on recourt a des apéactualisation des poid4/ et une étape (optionnelle) de ré-
proximations, parmi lesquelles le FP et le FPA (cf. par ek. [1 échantillonnagé:
[3]) sont des méthodes MCS qui propagent une approxim
tion discretep(dx,, |yo.n) de p(dx,|yo.»). D'un point de vue
théorique, des résultats de convergence de certaindthlpes
de FP ont été établis, voir par ex. [4]-[7] et leurs réfices.  SOitH(dzn—1]yon-1) = Sn N‘SISIR i
Ces résultats ont recemment été étendus au FPA [8].

Tous ces résultats sont asymptotiques, c’est-a-diisgont S. pourl <i< N, tirer ™t ~ p(a, |25 yn);
vérifiés lorsque le nombre de particules tend vers l'inféns
cet article nous proposons une analyse comparatinesymp-
totiqued’un algorithme de FP: I'algorithme SIR avec densité R, Pourl <i< N, tirer 2587 ~ 27 1 Wy, 5 IS.i.
d’importance optimale [9], et I'algorithme FPA totalemenap-
té (FA) [2]. Notre article est organisé de la fagon suteatyne  AlOrs p(dan[yo:n) = 1y %0, smi & p(dwn| You).
analyse au second ordre des algorithmes SIR et FA est grepos” Venons en au FPA [2] [3]. Remplagons dans{@r,—1]yo:n—1)
au §2. Nous en discutons les résultats §u(et analysons en par une approximation dlscregz . 6, . Onobtientune

%gorithme SIR (avec densit optimale et
rééchantillonnagea chaque pas).

W. Pourl <i < N, calculerw?, ocp(y, |23, SN wi =1;



approximation continue,, dep,,,, : E(OF*) = E(O18) = E(65™}) = E, (f(X)), et
1

il i var(OF*) = <vary, (f(X)) (6)
PYn|Ty _ i n Tn )
Wn,(xn) :Z N( | 1) p(l‘n|$n_1, yn) (2) N
=1 2iz1 P(Ynlzy—1) AIS N 5
. V&I’(@n ) = Zai Ji(f)v (7)
Il reste a obtenir des échantillon$,. S'il est impossible de i=1

tirer selonm,, on peut utiliser 'échantillonnage d'importance, R 1 No1

ce qui fournit la classe des algorithmes de FPA. Sienrewanch  var(©7'}) = ~ V. (f(X))+ TZ Zoi(f). (8)
on peut tirer directement des échantillons setgron est dans i=1

le castotalement adapt&elon la terminologie de [2]:

Algorithme FA 3 Discussion et Dle de N, ;¢
itp - N L FA,i ; ~
Soit p(dan—1|yon—1) = 2=y 30,0 Conditionnellement &', ety,,, les trois estimateu@F»,

W. Pourl <i< N, calculerw?, ocp(y, |zE™), o8 wi =1; O!S et 65T’ ont méme moyenne, et nous les comparons donc

n—1 . . .
_ ) N en fonction de leur variance conditionnelle.
R. Pourl <i< N, tirerz} _;~> ., wgéwié,f;

S. Pourl <i< N, tirer 28 ~ p(z, |1, yn). 3.1 Algorithmes SIR et FA.
Alors j(dz, |yom) = SN, %5&’“ ~ p(dn| Vo). En comparant (6) et (8) on voit que pour ta\it var(©5}|

Comme on le constate I'algorithme FA est@ordonnance- ngl, Yn) > var(OFA| Xizfl, yn). Partant d'un ensemble com-

mentde l'algorithme SIR. Dans l'algorithme SIR les étapesmun de particules, il est donc préférable d’effectuetliepes
successives soit — W — R alors que la boucle de l'algo- (W,R,S)dans cet ordre, plutdt que d’échantillonner d’abord, de
rithme FA est constituée des étapes succes$iWes R — S.  réactualiser les poids puis de rééchantillonner.

2.2 Moments du second ordre d’estimateurs d'un 3.2 Algorithmes SIR et S.
moment d'intérét Méme si (8) decomposer(©S™®|x!"} 1) comme la somme
de deux termes positifs, il ne faut pas confondre (8) avezgallité

- i} def [ N def  p(ynlzi_y)
Soit désormaisc,’ = {z,,}iL;, i = m de Rao-Blackwell qui ici s’écrit (cf. par ex. [7, p. 213])
def i def def N i R i
pi(-) = p(|@5,_1,yn), 1i(f) = Ep, (f(X)) etoi(f) = vary, Var(@iIR|xiE1,yn) = Var(925|xijl,yn) +4A, 9
(f(X)). Supposons que le but est de calculer un mor@gnt ASIR - AIS\2(. {i}
Ep, .. (f(X)) (ou f(.) est une fonction d'intérét) de la vraie An = B((OR7 = 01) ¥Xn-1,m),

densitép,, . A n — 1 on dispose deV points xjf_}l (tires  OUA, estdl au seul rééchantillonnage. Il est donc bien connu

approximativement selop,,_;,,_,). Partant de cet ensemble qu'il est pré'f'e'rabie de 06]1\|[CU|@nAé partir de 'ensemble de
commun de points, lalgorithme FA (resp. SIR) produit un-nou Points pondérégz;™*, «;};7, plutot qu'a partir de 'ensemble

_ , , , . e SR, N
veau nuage de poin&. 17 (resp XIS et x51R-{ihy quia  non pondérga; ™, 1/N}i:}; o ) o
son tour permet de calculer les estimateurs suivan, e Rappelons cependant qu'a l'origine cette étape dedtid-

lonnage multinomial a été introduite afin de limiter lagéaé-
AFA (A {i} 1 X AL rescence des poids,. et effectivement il est'pertinenirdr!éér
0, (X, ) = & DA, (3)  des particules de poids faible. Cependant si tous les poidsis
=1 peu pres égaux, rééchantillonner fait courir le risqi@iminer
N 7 ’ > it A’
éi,s(xi,s’{i}) _ Z Oéif(XTILS’i), @ de bonnes particules. On s a_ttend a c_e[.‘p.,geso:ltﬁtf:l aujtfantQp[uls
pt grand que le nombre delpe_lrt|cules efficades, = (Z.i:}ai )
L& [10] est grand. Nous précisons maintenant cette idéex deu
ASIR (xSIR,{i}\y _ SIR,iY. guments sont disponibles.
On (X ) = N ;f(X” ) ©) Supposons tout d’abord qu?&feff particules ont un poids
non nul et que la masse totale est distribuée uniformésent
dans le cas de I'algorithme SIA' (resp.O5'") est I'estima-  ces Ny particules. SoitN’ le nombre de particules aprés
teur construit avant (resp. apres) I'etape de réédlmmiage. rééchantillonnage. AlolB(N') = g(Neff) = Nepr— Nepp X
Le résultat suivant comparppur un nombre finiV de parti- (1 — fff)N' g > 0etg” < 0doncE(N’) s’éloigne d’autant

cules la moyenne et la variance des estimateurs (3), (4) et (5)p|us deN i quen, ++ augmente (cf. Fig. 1).

Théoréme 1 Soit OF2, OIS et ©S™® definis en (3)-(5), et soit — SiN.;; = 1, on est certain de retirer I'unique particule,
m,(.) le melange (2). Alors conditionnellemeatx!’ | ety,,, OSIR et OIS coincident, et\,, = 0;



- ¢"(.) s'annule eV, sy = XL tant queN,;, < 2H

En général, le signe d&/, depend de la fonctiofi d'intérét et

le nombre moyen de particules perdues est faible, madu modele, sauf dans les deux cas extrémes suivants:

augmente de facgon significative apres ce point;

— SiN.sy = N,E(N’) ~ ' : rééchantillonner fait perdre
(en moyenne) un tiers des particules.
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FIG. 1: Taille (moyenne) du support ags ©échantillonnage,
en fonction deV.; ¢ (IV = 500).

Lorsque les particules sont a peu pres équilibréesslizice
tion du support aprés rééchantillonnage est doncreéwn
s’attend alors a ce que la difference de variantgsdans (9)
soit significative. Méme sstricto sensu\,, n’est pas une fonc-
tion croissante déV. s ¢, nous avons le résultat suivant:

Proposition 1 Soity = i:rrll_l_r_lNai(f), r= igﬁxNai(f), A=

cmin fua(f) = (OP A = max [ua(f) — (5.
Alors
A 1 A
(- )0+ 5) A< (- )T+ 5). (10)

A,, est borné inférieurement et supérieurement par deusfon
tions croissantes d¥. s, donc le terme de variance induit par
I'étape de rééchantillonnage aura tendance a creitré. ;
croit; en quelque sortA,, mesure si le rééchantillonnage au-
rait d0i avoir lieu ou non.

3.3 Algorithmes IS et FA.

Comparons maintena®'S et OF4, Des résultats de sta-

tistique asymptotique [8] montrent qu'aucun de ces deux es-

timateurs n’est meilleur que I'autre dans tous les cas dedigu

Dans ce paragraphe nous essayons d’expliquer ce phéromen

en mettant en évidence les parametres qui jouent unmdle i
portant dans le signe d&, %' var(6FA) — var(65). On a

AL Zal Jl(f)"'_ Z i (N (H)*. (12)

1<z<]<N

- Sia; = LVi, Al, > 0 etO est préférable. Cela n'est
pas surprenant car I'étape de rééchantillonnage dgofal
rithme FA élimine environ un tiers des particules, alors
que toutes les particules sont prises en compte dans l'al-
gorithme IS.

Remarque 1 A/ dans ce cas e§igal au deuxme terme

de (11), et écrdt quand les distance§u; (f) — 1;(f))?

décroissent. En effet quand ces distances sont faikles r

échantillonner est peu dangereux, parce que les images

f(X1) onta peu pes toutes la i@me moyenne, igpen-

damment des particule, , selectionrges.

S'il existej tel quea; = 1 eta; = 0 pouri # j, alors

AL = Ngi(f) < 0etOFA est préférable. Cela n'est
pas surprenant car dans ce €4S ne tient compte que
d’une particule !5 = f(X7) ou Xj ~ p;), alors que
OFA = LSV f(X1) ou X} ~ pj.

Considérons maintenant les cas intermédiaires ou taliis

tion des poids n’est ni uniforme ni réduite a une seule mass

non nulle:

Proposition 2 Soitv, I', A et A définis en Proposition 1. On a

A

A
I _|_§ )
2N Neff

N

A
Y+35

A 1
< A/
N

ﬁ)Neff - "

—(r+

<

—(v+

29+A AFA
stra alors ©;7 est

< N5 < N alors O%

Corollairel Sil < Neyr < ap =
préferablea ©}°. Sib, = N
est peferablea OFA.

Remarque 2 Les tésultats du Corollaire 1 sont parggtrés

parv,T', A, Aand N. Commentons quelques cagsjfiques:

— Poury, T et N fixés,a, — tN siA — 0, etsiy =T
an, = N: OF7 est peferable néme siN.;; ~ N. A
petit ety ~ I signifient quew;(f) eto;(f) sont quasi
constants donc irgpendants dé Dans ce cas@chan-
tillonner est sans risque, car quelle que soit la particule
#! | selectionréea I' étapei, la moyenne et la variance
de f(X}), ou X} ~ p;, ne cependent pas d&,

— Pour~, I et N fixes, b, — 1si A — oo: dans ce cas
O!S est peferable néme siV, s ; est petit. Rappelons que
dans l'algorithme FAX? ~ p;, ou & _, estlai®™® par-
ticule reechantillonree. Puisqu'icil” est petit par rap-
porta A, f(Xi) et f(XJ) sont bien épaies sizi | #

z’_,, dans un rame voisinage sinon.é8chantillonner
crée donc des amas de points (les points dans un amas
proviennent d’'une particuleétectionrée plusieurs fois),
et des egions vides, car si’,_, estécarée lors du é-
échantillonnage, une compensation provenant des parti-
cules qui onété rééchantillonrees est &s peu probable,
et il n’y aura donc pas de point au voisinage @g f ).

En pratique on peut dans certains cas calculer pour quelles
valeurs delV.;; O est peferablea ©F*. Consicrons



par exemple le castoy ~ I'. Alors siA = 2I' b,, =
%; pour ces valeurs des parastres (qui signifient que
les pointsf (X} ) sont bien épaies), iéchantillonner est
dangereux rame siN. ;; est faible & ).

4 Simulations

Soit le modele ARCH

Xnt1 = VBo+B5X2xU, (13)
Yn = Xn + Vn ’

ou{U,} et{V,} sonti.i.d, mutuellementindépendants et indé-
pendants deX,, avec X, et U, ~ N(0,1), V,, ~ N (0, R),
ﬁO =9, 51 =5etR = 1ip(yn|$n71) = N(O’ R+ﬂ0+51x%71)

e Bo+Biz;_ (Bot+pray )R
etp(@nlen-1,yn) = N (g 15z TRY Gorpiar 1 1R):

Nous faisons tourner I'algorithme FA (avé¢ = 1000) sur
P = 400 réalisations du modele (13); pour chacune, en tout
nous utilisons le nuage de points commiun, _; }Y, produit

par cet algorithme FA pour calcul&™™ 65 ou OIS avec

f(z) = z. Dans la Fig. 2 nous tracod(n) %< LSF (6,-

E.,(f))?, 6, représentantidd™™, OS5} ou S,

du rééchantillonnage sont moins séverds(sV, ;) est faible.
©!S semble préférable & (N, ;) est proche dev.

35
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FiG. 3: e.q.m. relative et moyenne @& ;; - mockle ARCH,
Bo=5,01=3,R=5.
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FIG. 2: P(n), mottle ARCHSGy, =9,61 =5, R=1

On vérifie (cf (8)) quePsir (n) ~ Pra(n) + % x Pis(n), et
quePpa(n) — Pis(n) n'est pas de signe constant.
La figure 3 visualise le role d&.;;. Ici o = 5, 51 = 3 et

R=5,etMSE(n) © L7 (6,,—E,, ()% 0lE,, . (f)

est calculé avec un filtre bootstrap adee 10° particules. Ces
e.g.m. sont normalisées par rapport a celle de I'algovéthA

de fagon & comparer le comportement des algorithmes I8 et F
en fonction deE(N.s¢(n)) (MSEra(n) = 2 x 1073 pour tout
n). QuandE(N. ;) n'est pas proche d& OF* est meilleur
queO!S. Cestle cas & = 2 OUE(Neyy) = & var(0L)
est alors proche dear(©5™®), ce qui illustre que les effets
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