Mise en ceuvre du signal analytique dans les algebres de Clifford
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Résumé - Nous traitons ici de la formulation du signal analytique 2D quaternionique et de sa mise en ceuvre dans le
cadre de lalgebre de Clifford. Nous proposons une réalisation basée sur une modélisation cliffordienne
quaternionique du signal analytique. Cette démarche peut étre directement étendue a des dimensions supérieures
dans une algebre de Clifford multiquaternionique. Nous montrons un exemple de résultat de signal analytique
cliffordien 2D et d'extraction de ses phases dans une application li€e a I'tmagerie médicale.

Abstract - In recent years, new mathematical tools based on Clifford algebras have been developed for modeling and
imaging. Whereas other developments have privileged a geometric approach, the paper presents an algebraic
multiquaternion formulation of Clifford algebras. Clifford algebras allow the definition of Clifford Fourier
transforms and the introduction of analytic signals in n dimensions. The paper focuses on the 2D analytic signal,
using quaternion Fourier transforms and gives concrete implementations of quaternion Fourier spectra, quaternion

analytic images, as well as quaternion fusion of images.

1 Introduction

Ces dernicres années, de nouveaux outils
mathématiques fondés sur les algebres de Clifford ont
été développés pour la modélisation et l'imagerie [1, 2,
3]. Beaucoup de ces développements ont privilégié une
approche géométrique [4, 5], tandis que nous proposons
une approche algébrique multiquaternionique {6, 7]
permettant une mise en ceuvre numérique immédiate de
l'algebre de Clifford [8].

Ce travail se concentre sur le signal analytique 2D
cliffordien utilisant la transformée de Fourier
quaternionique. La mise en ceuvre du calcul de ce signal
analytique et de l'extraction des phases est réalisée dans
cette étude. Nous proposons un cadre général en
adoptant une formulation cliffordienne
multiquaternionique  du  signal analytique. Cette
approche permet une généralisation du signal analytique
a n dimensions, dont l'article illustre le cas 2D avec un
exemple d'application a I'imagerie médicale.

2 Algebre de Clifford multiquaternionique
2.1 Définition

Une algebre de Clifford C" est
composée de n générateurs ¢,,¢,,...,¢

#

une algebre
suivant la régle

de multiplication ee;, =—ee, (i# j) et tels que
e2=x%1. Lalgebre de Clifford C" contient 2"

éléments constitué des n  générateurs, des produits
ee;,ee e ... etdelélément unit€ |.

A

2.2 Signal analytique n-D
On note F(u,,u,,...,u,) la transformée de Fourier
cliffordienne n-D [1, 11] d'un signal réel f(x,x,,...x,)

Fu,uy,...,u,) = Lnf(xl,xz,...xn) (1)

n ~e 27U X gn
[T e s
analytique f,(x,,x,,...x,) est défini
respectivement en fréquence et dans l'espace par les
relations (2) et (3) :

Fo(uyuysen,) =[] [1+sen(u)] (2)

X F(u,u,y,...,u,)

Le signal

Falg,x,,0.x,) = f(x,x,,..x,)
e, (3)
H::I 5(xk)+ -
AY) ,A\': O ”*x]\
ou le produit de convolution n-D est noté % | la

LAY ety
partie scalaire de f, donne le signal n-D de départ. Par
I'information contenue dans un

conséquent, scule

orthant sur 2" orthants de l'espace de Fourier est
nécessaire.

3 Signal analytique de Clifford 2D : mise en
ceuvre

La notion de signal analytique introduite par D.
Gabor [9] et J. Ville [10] en 1948 peut étre présentée



dans le cadre des algebres de Clifford. En 2D, la notion
de signal analytique peut &tre étendue de plusieurs
maniéres [11, 12, 13]. Dans le cadre de l'algébre de

Clifford quaternionique /& et des générateurs

(e, =i; e,=J; ee,=k), un élément s'exprime par
q=q,+iq, + jq, +kq,, son
4. =G~ i~ jg; —kgy,  un
X =ig, + jg, avec XX, =-X’=(q,)’+(g,)*, un

conjugué par

vecteur par

bivecteur par B = kg, , et un scalaire par g, .
On définit le vecteur unitaire a = ia, + ja, (aa, =1)
et son dual a*=ka (a*=ak, =ak). La symétrie

orthogonale par rapport a une droite passant par |'origine
O et perpendiculaire au vecteur unitaire a appliquée au

vecteur X donne le vecteur X'=£2=gXqg [7],

appliquée au bivecteur B=X AY =—-1(XY -YX)

donne B'=-—aBa et le scalaire est invariant (Figure 1).

La symétrie orthogonale appliquée au quaternion ¢
donne g'=a*qa.*. Cette expression permet de

déduire les formules d'involution. En particulier, si
a =i (symétrie orthogonale par rapport 4 Ox;), ona:
q' =K,(q)=i*qi*=kigik

=—Jjqj = q,~iq, + jq, —kq,
ou K,(g) est une involution de g. De méme, si a= j
(symétrie orthogonale par rapport 2 Ox,),ona:

q' =K,(q)=j*qj*=kjigk

=—iqi = q, +iq, — jq, —kq,
Une combinaison des deux symétries orthogonales

(4)

(5)

(i = —i, j—>—j) conduit a une rotation de 7 autour
de l'origine

q' =K,(q)=ijqjii=—kqk
=4, —in —jQ2 +kQ3
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XXX .
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Figure 1 : symétrie orthogonale

Ces involutions sont centrales pour la compréhension
du signal analytique cliffordien et de la transformée de

Fourier quaternionique (TFQ). Nous partons ici de la
définition [2, 14]

F(I/tl ’ uz) - L: o127 f(x1 , X, )e‘jZIm:xz dxldxz (7)

ot f(x,x,) et F(u,u,)
respectivement scalaire et quaternionique.

sont des fonctions

A partir de la définition de la TFQ et des propriétés
de symétrie orthogonale, il s'en suit qu'un seul quadrant
du plan de Fourier est nécessaire puisque (Figure 2) :

F=uy,u,) = K, [F Q1) | = = jF (u, 1) j (8)
F(u,—1t,) = K, [F(u,,u,)| = =iF (u,,u, )i (9)
F(—u,,—u,) = K, [F(u,,u,)) = —kF (u,,u)k ~ (10)

Donc la TFQ analytique est définie par
F o (t,,1,) = [L+sgnu, ) 1 +sgn(u,) |F (g, u,) et le
signal analytique par :

folx,x) = j‘kl ¢MNE (1, u,)e’ ™ 2 dudu,  (11)

= f(x,x,)+ih(x,x,) (12)
+ jh, (X, x,) +kh(x,, x,)
o(x,
ou h(x,x,)=f(x,x,) * 20%) et
Xp,X7 ﬂ'xl
O(x
h(x,x)= f(x,x,) * o) sont les transformées
X1.Xy ]z'xz
. . 1
de Hilbert partielles et h(x,,x,) = f(x,,x,) * —
T XX,
la transformée de Hilbert totale [2].
u2
Fl-u.u) Flu,u,)
=K F(uu,l
=-jF(u Ui
u%
Fl-u,.-u,) Flu,-u,)
=K [F(u,u)] =K IF{u,u )]
=-kF(u1,u2)k =-iF(u1,u2)i
Figure 2 propriétés de symétrie du spectre

quaternionique. Un seul quadrant est nécessaire pour
retrouver le signal réel de départ.

D'un point de vue pratique, le calcul du signal
analytique est réalisé a partir de la relation (11). Pour le
calcul numérique de la TFQ directe, on procede en

cascade en intégrant d'abord selon x; a l'aide d'une
transformée de Fourier rapide (FFT) 1D. Puis une autre
FFT est appliquée (selon x,) a chaque composante
réelle des coefficients complexes précédents et les



quatre composantes réelles résultantes constituent les
quatre  composantes du  quaternion  (spectre
quaternionique). Le détail du calcul est décrit dans le
tableau 1. Pour la TFQ inverse, on procéde de la méme
facon sur chaque composante réelle du spectre
quaternionique.

Tab 1 : schéma de calcul de la TFQ directe avec une entrée
quaternionique (pour la TFQ inverse, les formules sont
identiques mais la FFT est remplacée par une IFFT)

TFQ de f(x;,x,)=a(x,x,)+ib(x,x,)+ je(x, x,)+kd(x,x,)

composantes | a(x,%,) ih(x,x,) Je(x,x,) kd (%, %)

FFT sur X, a, +ia',_: l(bx +ib2) j(CI +l‘C:) k(dl +i(12)

FTe x, | (Gat i) | ibatiby) | Jag ko) | K+ jdy)
2 Hatgy + jayg)| by + jboy) | k(oo + jerg) | —ildo, +idsy)

TFQ=(ay, ~by, —c\ 5 +d,5)+ila,, +b, ~c,, +d, )
+j(au,—bw+cl,,—d2a)+k(aw+bw+cga+d,a)

Le signal analytique €tant un quaternion, il est

iaejﬂekr

représenté sous la forme q==lq|e avec le

module lql et le triplet de phase (@, 3,7) .

lal =+aa.
= F G0+ (6,5 +h (5,5 +h(x,5,) (13)
T T
a, P, €] ——,— U s U —7T, T
(ﬁ”[zz}{zJ[ [
Ce triplet de phase n'est pas unique. Par rapport a [2]
les sauts de phase sont reportés sur Y. Le tableau 2

donne des exemples de signaux analytiques calculés a
partir de I'équation (11).

Tab 2 : exemples de signaux analytiques

fonction f(x;,x,) signal analytique f,(x;,x,)

cos(x; ) cos(x,) s
sin(x)sin(e) | € (ke

sin(x;) cos(x;) e (—i)e’®
cos(x,)sin(x,) &M (= e

4 Résultats

Deux exemples d'utilisation du signal analytique de
Clifford sont proposés dans cette partie.

4.1 Exemple introductif

On considere le cas élémentaire d'un signal 2D
f(x,t)=cos(wt — k. x)+cos(ant —k,x) avec @ la
pulsation et k le nombre d'onde. On obtient par

I'équation (11) ou a laide du tableau 2, le signal
analytique :

£ = 2cos(@)cos(@,) 2sin(¢@)cos(@,)
AU osin(g)cos(@y)  2c0s(d) cos(dy)
-0 kr -k

h @ ky+k
avec @ ==5-"t1—--1x, 9, =—5-r——-x, duquel

en appliquant la  conjugaison  quaternionique
8cos? 0

d=f.fs :{ O(¢2) O] et en notant d[1] la lere

composante du quaternion, on a

¢, =1 Arccos(4!

physiques contenus dans le signal analytique tels que :
2

—1) . On peut extraire les parametres

. =0 .
la vitesse de groupe v, =— %; et la vitesse de phase
dax "
- _ %?’1 = Arct fal2]
v, = a%l,avec¢5]-- retan-ao.
4.2 Exemple d'application a I'imagerie médicale

On considere deux images réelles a et b (figure 3 b
et ¢) correspondant a la méme coupe anatomique mais,
issues de deux modalités différentes (IRM et CT). On
propose ici un exemple de combinaison de spectres.
Cette approche a pour objectif d'obtenir une image
fusionnant les caractéristiques issues des deux modalités
d'images. A partir de ces deux images, on construit
Iimage quaternionique dentrée A=0+ai+bj+0
dont les 4 composantes sont présentées sur la figure 3
(a, b, c, d).
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Figure 3 : les 4 composantes de I'image quaternionique
A (a, b, ¢, d) et le spectre de I'image A apres conservation
du 1° quadrant (e, f, g, h).



Le spectre quaternionique (0, obtenu par la TFQ du
quaternion d'entrée A représente une combinaison des
spectres quaternioniques Q, et @, des images réelles

a et btelle que Q,=0,+Q,. La TFQ inverse est

appliquée au 1° quadrant du spectre combiné (), dont

les 4 composantes sont représentées sur la figure 3 (e, f,
g, h). Les TFQ directe et inverse ont été obtenues selon
le schéma de calcul proposé dans le tableau 1. Ainsi, on
obtient dans l'espace image, une image quaternionique

f4. Cette image, est selon (11) égale & if, + jf, avec
respectivement f, le signal analytique de a et f, le

signal analytique de b. L'expression du signal
analytique combiné écrit sous forme polaire donne :

] 12y J k ~i j 12) -k
fA _— rae‘(aa+” )eJ:Bue Ya + ’;)e ‘abel(/jb*‘” )e Yy
io, jﬂae

1 j k k A
=r.e“ef e avec f,=re%e e et de méme

pour f,. Les 4 composantes (1,, j,k) de l'image
quaternionique f,, ainsi que son module et ses 3

phases (o,,B,,Y,) sont représentés figure 4 (a, b, ¢, d,
e, f, g h,).

5 Conclusion

Ces dernieres années, de nouveaux outils
mathématiques fondés sur les algebres de Clifford ont
été développés pour la modélisation et l'imagerie.
Beaucoup de ces développements ont privilégié une
approche géométrique, tandis que nous proposons une
approche algébrique multiquaternionique permettant
une mise en ceuvre numérique immédiate de l'algebre de
Clifford. Cette étude a proposé une réalisation dans les
algébres de Clifford du signal analytique 2D et de
l'extraction de ses phases. La méthode utilisée ici en
deux dimensions peut étre étendue de maniere directe en
trois dimensions (2D+t) en utilisant des biquaternions
ou en quatre dimensions (3D+t) en utilisant des
tétraquaternions.
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Figure 4 : les 4 composantes de I'image quaternionique
f 4 (a, b, ¢, d) et le module et les 3 phases (e, f, g, h).



