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Résumé — Cet article approfondit des connaissances théoriques actuelles sur la correspondance qui permet de passer des
coefficients d’un filtre polynoémial (AR ou MA) aux coefficients définissant la représentation en treillis de ce dernier. Cette étude
permet, en particulier, d’établir des propriétés topologiques et géométriques du domaine de stabilité des filtres polynéomiaux.

Abstract — This paper investigates the theoretical knowledge of the application associating to a polynomial linear filter
coefficients (AR or MA), the coefficients appearing in the lattice representation of this filter. This study allows, in particular, to
establish topological and geometrical properties of the stability domain of polynomial filters.

1 Introduction

Un filtre autorégressif ou & moyenne ajustée est compléte-
ment déterminé par un polyndéme qui caractérise sa fonc-
tion de transfert. Dans la suite, nous identifions un tel
filtre et le polynéme associé supposé unitaire et mis sous
la forme :
Po(2)=2"+a1z" '+ +a,. (1)
Nous identifions également le polynéme P, et la matrice
colonne de ses coefficients
a=la, - ,a,)" €C"
On sait que algorithme de Levinson [1] [2] [4] [5] [6] [7]
permet d’associer, a tout vecteur k = (ki,...,k,)!, un

polynéme complexe unitaire unique P, défini par (1) en
utilisant la relation de récurrence suivante :

Pry1(2) = 2Pn(2) + kmi1 Pj(2) (2)

ol P (2) = 2mP,,(1/2) et P,, désigne le polynéme obtenu
en conjuguant les coefficients de P,, sans conjuguer la
variable z. La récurrence est initialisée avec m = 0,
Py = Fy =1 et s’arréte pour m =n — 1.

Le vecteur k,, est une représentation en treillis de P, et
les coefficients k; sont les coefficients de réflexion associés
a cette représentation. La relation (2) permet ainsi de
construire récursivement [4] Papplication 7, de C™ dans
lui-méme définie par:

T.(k)2aecCt (3)

T,:keC —

ot les notations Cy et Cj désignent les espaces affines

de dimension n définis sur le corps des complexes dont les
points ont pour coordonnées respectivement k et a.

2 Expression de Papplication 7,

A titre d’exemple, on obtient pour n=2et n =3

ko
ki + koky + kko
ko + ksky + kskoky
ks

= <k1+k2k1> ke C? (4)

ke C?. (5)

IS
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Les expressions (5) déterminent complétement 73 et
sont obtenues récursivement a l'aide de (2). Elles perme-
ttent, par exemple, d’obtenir une expression explicite de
T5(ks) = Ps, en fonction des coefficients k; sous la forme:

Pg(Z) = 23 + [lﬁ + kigEl + k3%2]2§2
+  [ko + ksky + kskoki]z + k3. (6)

Quelques propriétés structurelles de 7, , c’est-a-dire des
coefficients a; en tant que fonctions des k;, peuvent étre
obtenues sans difficulté en utilisant des raisonnements par
récurrence sur n. Par exemple, dans le cas réel, la relation
(2) montre que chaque a; est une fonction polynomiale
dont les indéterminées sont les k;. Le degré total est in-
férieur ou égal a n et le degré partiel par rapport & chacun
des k; vaut soit 0, soit 1.

L’application (3) n’est ni injective ni surjective [4] et une
expression explicite de cette application, établie récem-
ment dans [1], permet de compléter les connaissances sur
la représentation en treillis des filtres et sur leur stabilité.
L’objectif principal de ce papier est d’apporter des com-
pléments au résultat établi dans [1] et de faire une étude
générale du domaine de stabilité des filtres réels en dé-
taillant particuliérement les cas R? et R2. Pour ce faire,
introduisons pour (n,p) € N? les fonctions définies comme



suit :
@) =
GP(z) = 0 pour p>n
- kiykiykiski, - - kfp
- Z y—n—e(i1,...,ip)
n>ig > >0, >1
pour 1<p<n (7)
ol

k;;p = k;, sip est impair et ki*p = Epsi p est pair

e(il, N
k=1

et la somme est prise sur ’ensemble

{1, ,ip)

Exemple 2.1 Pour n = 3: on obtient G9(z) = 23 et

tel que m>ip >dg > - >0, > 1}

G = ¥ ke
3>i>1
= k1Z2—|-k'QZ+k‘3
Gi(z) = Z ki, kg 25 FE01012)

3241 >i22>1
= [kg%l + kgEg}Zg + ]{73%12’
Gi(2) = Z iy oy kg 22 F e i2:03)
3241 >i2>13>1
= kgElez.

On peut remarquer que, pour z fixé, chaque fonction G,
définit un polynome a coefficients dans {0, 1} des variables
k1, k1, ko, ko, ..., kp, kp, homogeéne de degré total p et de
degré 0 ou 1 par rapport & chacune de ces variables. Le
nombre de termes dans la somme définissant G? est égal

a CP. En particulier, G} se réduit au monome suivant,
obtenu pour (i1,...,i,) = (n,n—1,...,1):

GZ(Z) = knEnflkn,QEni‘g L kf2n+e(n""71)
avec n+e(n,...,1) =n+3,_ (=1)*(n+1—k) = partie
entiére de (n +1)/2.

Proposition 2.1 Les G? sont des polynomes qui satis-

fons la relation de récurrence suivante pour tout (n,p) €
N2 ;
Gri(z) = 2GEM(2) + ki Gl (2)7 (8)

ot GP(z)* = z”ai(zfl) pour 0 <p<m,etona:
Pu(z) =) Gh(2). (9)
p=0

La relation (9) peut étre vérifiée pour n = 3 en utilisant
Pexpression (6) de P5. On obtient :

3
Py(z) = Z Gh(2) = 2% + [k12® + kaz + ks3]
p=0

+  [kaky + kako]2® + ksk12] + kakok: 2
= 23 + [kl + k2E1 + k3%2]22
+ [kQ + k3E1 + kgEle]Z + kg

La démonstration de la proposition ci-dessus peut étre
obtenue en suivant une démarche similaire & celle proposée
dans [1]. L’expression (9) permet d’établir des résultats
utiles dans des applications telles que la synthése des filtres
et Panalyse spectrale [5] [6] [7]. A titre d’exemple, consid-
érons un filtre d’ordre n = 3 défini par k1 = ko = k3 = 0.1.
L’approximation de ce filtre P3(z2) = 22:0 Gh(z) = 2%+
0.122240.1112 +0.1, & l'aide des seuls termes GY, G, G%
sans prendre en compte G3 = k3kaok122 est donnée par

2
Py(2) = > Gh(2) = 2° + 0122 + 0.112 + 0.1.
p=0

Dans cette approximation, seul le coefficient de z a été
affecté et la différence est de 'ordre d’un milliéme.

3 Inversion de 7, et stabilité

3.1 Algorithme de Schur-Cohn

L’inversion de 7, consiste & déterminer k & partir d’un
vecteur donné g identifié au polynéme P,. Cette inversion
peut étre obtenue de maniére récursive en utilisant (2).
En effet, P, et P41 vérifient (2) si, et seulement si, il
vérifient la récurrence :

(1- \km+1|2)sz(z) = Prt1(2) + karlP;LJrl(Z)' (10)

Cette relation permet de déterminer k,, i = —I;Z‘J“lggg
m-41

a partir de P, 41. Ce coefficient existe toujours et il est
unique puisque P, ,(0) = 1. La détermination de P,
a partir de P41 se fait ensuite en utilisant (10) et en
distinguant les trois cas suivants.

1. Si k1] # 1, alors P, existe et il est unique.

2. Si |kpg1| =1 et Ppog1 + k1 Py = 0, alors Py,

existe et il est n’est pas unique.

3. Si |kmy1]| =1et Ppyi1(2) + kg1 Py (2) # 0, alors

P,, n’existe pas.

On obtient ainsi I’algorithme suivant, dénommé algo-
rithme de Schur-Cohn (S.C), qui permet de déterminer
I'image inverse, 7, !(a), d’'un vecteur quelconque a

Algorithme S.C : C.I. P, donné. Pour m = n,n —
1,...

2Q(x) 2 Pul2)+knPi(2), km = —Pu(0)/F;, (0).
Si |km| # 1 Prendre P,_; =Q (11)
= 1 et Q=0, Prendre P,_; 2P, (12)

1 et Q#0, Fin. (13)

Les polynémes P, intervenant dans cet algoritme ne sont
pas unitaires et on peut & chaque étape replacer P,, par
aP,,, a € C. En effet, cette opération réduit le nombre
d’opérations sans changer la valeur des k,,.

Proposition 3.1 L’algorithme S.C permet toujours de déter-

miner a partir de P, une suite unique ky, = —P,,(0)/Px(0),
m=mn, n—1, ..., 0 ou ky désigne le premier coefficient
de module 1. On a alors les trois situations suivantes.
1. T,/ (a) se réduit a un seul élément k,, si, et seule-
ment si, £ =1 et |k;| # 1 pour 1 <i<n.



2. T,71(a) contient une infinité d’éléments si, et seule-
ment si, £ =1 et il existe au moins un indice j > 1
tel que |k;| = 1.

3. T, 1(a) est vide si, et seulement si, £ # 1.

Désignons par I, = {1,...,n}, par A C I,, un sous en-
semble quelconque de I,, et introduisons les sous-ensembles

de C™ suivants :
siie A
sii g A

(1<j<n)

D w){kec 'W(|h|<1

H;(k) = {k € C" tel que |k;| =1},

et posons

U= J DA%k et H=
AeP (1)

U Hk)

1<j<n

ot P(I,) ensemble des parties de I,,. On remarque que
'ensemble D? correspondant & A = () est le domaine de

stabilité:
D (k) 2 5y

et on a :
H| Ju=cC".

L’application 7, n’étant pas surjective, soit T I’ensemble
non vide des vecteurs a tels que:

7.0 @ JT ="

On a évidemment 7,7 }(T) = 0. Dans le cas réel, on
introduira:

Hf ={ke€R": kj=1}et H; ={k€R": k; =1}

Hj(k) = {keR": k2 =1} SH! UH;. (14)

Proposition 3.2 La restriction de T,(k) a S(k) est une
bijection et on a :

T.(Sk) =S, et

3.2 Cas R%*(a)

Pour n = 2, on obtient :

H = {(1,ks) ke €R} et Hy = {(~1,k2) ko € R}
et
Hy = {(k1,1) ki € R} et Hy = {(k1,—1) ki € R}
L’expression explicite de 75 :
(a1,a2) = ki + k1ko, ko)
conduit a:
hzlf@,h:@ si kg £ —1
ou
ko =ax=—-1, a1 €R si ky=-1.

On a alors les résultats suivants ot A7, A7, AF et A
désignent les quatre droites apparaissant dans la Figure 2.

TL(HY) = Af,
T,(Hy) = Af,

To(Hy) = A7 (15)
T,(Hy ) = {(0,-1)} # Ay (16)
Il est facile de voir que:
T = A5 \{(0, 1)} = {(a1, =1),
T, 1(T) = 0.
Les 4 droites A7, AT, AJ and A définissent une parti-

tion du plan complexe en 9 régions qui sont les images des
9 régions D4 (a) = 73[D4(k)]. Parmi ces régions seuls celle

a] € R*}

qui correspond au domaine de stabilité, D?(a) 2 Sq, est
bornée. Un point (a1, az) appartient & S, si, et seulement
si, les inégalités suivantes sont vérifiees : —1 < 11112 <let
—1 < as < 1. Ces inégalités définissent 'intérieur du tri-
angle ayant pour sommets les trois points: (—2,1), (0, —1)
et (1,2), voir Figure 2.

On sait [3] que ce domaine est représenté dans lespace
des coeflicients du filtre par une région qui est convexe
pour n < 2 et non convexe pour n > 2. Des propriétés
topologiques de S, seront données dans le cas n quel-
conque dans la suite.

ko

Hy H
1
Hy
-1 0 1 ky
—1 Hy

FIG. 1: Les ensembles D (k) et H; (k) dans R}

AT $2 Af
1
\ / AF
—IN 0 1 ay
) Ay

FIG. 2: Les ensembles T5(D?) et T5(H,;) dans R2.

3.3 Cas R3(a)

L’inversion de 73 revient & la résolution du systéme:

k1 k1 + k1ko + koks u
T3 | ko | = ko+kiks+Fkikoks | =] v
k3 k3 w

qui admet, pour |k;| # 1, (1 < j < 3), la solution unique:

U — ovw v —uw

k _rmuw
! 1 — w2

k2 et kg = w.

14+ v—uw—w?’



Introduisons les ensembles A;t = ’Z},(Hf) Les six plans
H;' et H (1 < j < 3) se transforment par 73 en trois
surfaces d’équations:

U +1
Af={]| v cu—v+w=1letw=#-1}U{|[ -1 |}

w —1

U -1
AT ={| v cutvtw=—-letw=#1}U{| -1 |}

w +1

AT = {(u,v,w)" : w? —uw +v=1}

et trois droites d’équations:

Ay = {wv,w):utw=0etv=—1}
A7 = {(wv,w): u—v=0etw=1}
A; = {(’U/7’()7’lU)t: U+U:Oetw:—1}.

Notons que Ay UAT et A;’ UAT correspondent aux plans
cu—v4+w=1letu+v+w=—1. Le point (u,v,w) ap-
partient & S, si, et seulement si, ses coordonnées vérifient
les six inégalités —1 < k; < 1 (1 < ¢ < 3). Utilisant les
expressions ci-dessus de 73 et aprés simplification, on peut
voir que S, est défini par les cing inégalités suivantes:

lw| <1, |Ju+w|/<l4+v et (u—ww>v—1

Si le point (u,v,w) appartient a S,, alors (—u,v, —w)
appartient aussi & S, et cela signifie que la droite d’équation
u = w = 0 est un axe de symeétrie de S,. Pour |wg| < 1
donné, l'intersection du domaine de stabilité et du plan
w = wp est Uintérieur du triangle de sommets: (u,v) =
(711/0,71), (’wo + 2, 1+ 2w0) et (U)o - 2,1 - 211)0) Ce
triangle se réduit & un segment pour |wg| = 1.

Une étude détaillée de S, pourrait étre faite en étudiant
les sections de de ce dernier par des plans appropriés.

4 Cas C"(a)

Afin de généraliser la définition d’un hypercube de R™ au
cas de C", introduisons, pour chaque coordonnée k;, (1 <
j < n), les ensembles:
S = {keC": Vilk| =1}
A = {keC":Vi#jlk|l=1et|kj| <1}
et la frontiére de Sy donnée par 9S; = U;-Lzl F;. Comme
dans le cas réel, ces ensembles définiront respectivement

les sommets, les arétes et les faces du domaine Sy. L’ensemble

des sommets est identique au tore de dimension n : T =
{e2i™ : 0 < v < 1} et il est non dénombrable. On peut
établir que dans C", chaque sommet £ de JSy, a pour

image: n

- A
Tuk) = [[( + kici k), ko S 1.
i=1
Tous les zéros du polyndéme associé a un sommet sont de

module 1. Dans le cas réel, les 2" sommets de Sy, se trans-
forment par 7, en n + 1 polyndémes distincts:

PO =(z41)(z—1)""" (0<i<n)

appartenant & 0S,. Utilisant (10), on peut établir que
chaque point de l'axe a;, (1 < j < n) est un point invari-
ant de 7,,, i.e.,

7.10,...,k;, ,0)0] = (0,...,a,...,0)
7. '0,...,a5,...,0)"] = (0,...,k;, ,0)%

En particulier, S, contient, pour chaque j, le sous-ensemble:
C;={aecC": Vi#j, a, =0et |a;] <1}

Proposition 4.1 Dans l’espace euclidien C™, la représen-
tation géométrique Sy du domaine de stabilité est un en-
semble ouvert, borné, connexe et convexe pour n > 0.

Dans l’espace euclidien C™, la représentation géométrique
Sa du domaine de stabilité est un ensemble ouvert, borné,
connezxe pour n > 0. Elle est convexe pour n = 1,2 et
non-convexre pour n > 2.

Dans Uespace euclidien C", les domaines DA (k) sont
connexes et non bornés pour tout A C I, non vide. Ce
résultat n’est plus vrai dans l’espace euclidien R™.

La démonstration de cette proposition se déduit des ré-
sultats ci-dessus et de certaines propriétés classiques des
topologies définies sur C". A titre d’exemple I'image di-
recte, par une application continue de C™ dans C", d’un
ouvert est un ouvert est une proposition fausse. Mais cette
proposition devient vraie si 'application est multilinéaire
(ce qui est le cas de 7,,) [8].
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