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Résumé — Nous étudions la géométrie des matrices de covariance dans le cadre de la géométrie de 1’information, qui
nous permet d’introduire la notion de barycentre dans I’espace métrique de Fréchet associé. Le cas des matrices
Toeplitz de signaux stationnaires est solutionné dans le disque de Poincaré, et celui des matrices Toeplitz-Bloc-
Toeplitz dans les domaines classiques bornés homogenes de Siegel.

Abstract — Geometry of covariance matrices is studied in the framework of information geometry, where barycenter
is defined in Frechet’s metric space. Case of Toeplitz matrix of stationary signal is solved in Poincare’s disk and
Toeplitz-Bloc-Toeplitz one in classical homogeneous bounded Siegel domains.

1 Introduction

Nous traitons le calcul de la médiane pour des
matrices de covariance temporelles Toeplitz ou spatio-
temporelles Toeplitz-Bloc-Toeplitz. Le probléme est
résolu dans le cadre de la géométrie de I’information en
ramenant le probléme a un calcul de barycentre de
Karcher [10] dans un espace métrique de Fréchet [6] en
utilisant les propriétés associées dans ce cas a la
géométrie des espaces bornés homogenes de Siegel
[7,15,16] lorsqu’on modélise le signal comme un
modele complexe circulaire de moyenne nulle.

La géométrie Hessienne [11,12] de I’Information de
Rao et Chentsov fixe le cadre de 1’approche, via une
métrique Kahlérienne dont le potentiel est donné par
I’Entropie du processus. Pour conserver la structure
Toeplitz, nous montrons que la bonne paramétrisation
est donnée par la décomposition d’Iwasawa partielle [8],
qui est équivalente a une modélisation autorégressive
complexe dans le cas Toeplitz et autorégressive
multivoie dans le cas Toeplitz-Bloc-Toeplitz [9,18].
Dans cette géométrie, on calcule un flot intrinséque qui
converge vers la médiane de ces modeles [1,19].

Nous proposons un algorithme qui calcule le modéle
autoregressif complexe médian dans le disque de
Poincaré par un flot de Karcher-Weiszfeld modifié
agissant sur les coefficients de réflexion [19] ou le point
soumis au flot reste a 1’origine et les points dont on
cherche le médian sont soumis a un flot conforme qui
utilise les automorphismes du disque de Poincaré. Nous
généralisons ce principe pour le modele autorégressif
multivoie [9,13,14,18] en généralisant le flot précédent
agissant sur le coefficient de réflexion multivoie dans le
disque unité de Siegel [16]. La généralisation est
possible en utilisant la fibration de Berger ou
décomposition de Mostow dans le disque de Siegel.

Nous replagons le probléme posé dans un cadre plus
large en exposant la théorie des espaces homogenes
bornés [2,3.4,7,15,16,17], dont les formes canoniques
[11,12] sont données pour le disque de Poincaré et ses
extensions aux domaines de Siegel.

Nous faisons enfin le lien avec les travaux de L.K.
Hua [7] sur les fonctions noyaux et F.A. Berezin [2] sur
la quantification dans les domaines de Siegel.

2 Géomeétrie des matrices de covariance
temporelle ou spatiale

Dans le cadre de la géométrie de 1’information de
Rao/Chentsov, il est possible via la matrice de Fisher
d’introduire une géométrie dans 1’espace des paramétres
des lois p(/0):  ds* =K[p(./0).p(./0+dO)|=do"1(0)dO
avec (g) = [gi/_ (g)J la matrice de Fisher. En modélisant, le

signal par une loi complexe circulaire multi-variée
gaussienne de moyenne nulle, la métrique se réduit a :

ds :Tr[(R;'an )2]: R.dR, R[] (1)
F

Dont la distance est donnée par (cas particulier de [16]):

dist*(R.R,) = [log(R"*.R, R [ = S log*(4,) @
k=1

avec det(RR,R"" - 4,.1)det(R, - 4,R,)=0

11 s’agit d’un espace métrique de Fréchet [6] symétrique
[3,4] complet a courbure négative dont la géodésique
entre 2 matrices g et g, est donnée par la formule :

)= Rll/Zet.]og(R,"’szR,’"Z)RII/Z _ Rll/z (Rl—l ’szRl—l/z )’Rll/z avec 0<¢<1
On peut noter que la projection géodésique sur une sous-

varieté M definie  par ;7 (p) = argmindist(P,s)> est
: SeM
contractante : gis«(/1,,(P), 11,,(Q))< dist(P,Q) 3)

De méme, si R et O sont 2 points de la sous-variété M, on
peut définir la distance de P a la géodésique /Q,R] par:

o.(t) = O'(S,t): pY2 [P—I/ZQI/Z(Q—I/ZRQ—I’Z )"'QI/ZP—I/Z]IPI/Z (4)

3 Statistique robuste et médiane : centre de
masse de Cartan et barycentre de Fréchet

Par analogic avec le barycentre dans R",
— arg Mini d*(x,x) ,E. Cartan [3] a montré existence
x i=1
& unicité du minimum sur une variété a courbure
négative de la fonctionnelle I meMis L J‘ 4> (m,a)da
27 ’

xcenler



dont le gradient est donnée par sz_“' La

exp,'(a)da *
A

solution est donnée par Karcher [10] via le flot suivant :
mH=AMmemeW@m)w%7M®=4UW) ®)
Le calcul du médian dans R"

medtan

= arngZd(x X,)? s¢

i=1
sur une variété a la minimisation de
gradient associé

réduit lui
h:meMl—)lId(m,a)da’ de

.[ exp,, (a) . Dans le cas discret, nous proposons
|kxpm<aﬂ
d’étudier le flot de sous-gradient suivant dont la

convergence a été prouvée par Yang Le dans [19] :

exp, (x
— PZ( ) | avec G, =1{k/x #m,} (6)
W [lexp,r ()]

On en déduit sur la variété des matrices de covariances
Hermitiennes définies positives, que la médiane 4 de N
matrices B, estdonnépar: 7, 4 - 4

n—»+0o
t[ Z log A;I/ZBkA;I/Z }
n -1/2 -1/2
A, =A% Peelic 247, A avee g, = {k/B, = 4, }(7)

4 Contrainte Toeplitz via la paramétrisation
d’Iwasawa partielle

Le flot précédant ne conserve pas le caractére Toeplitz
de la solution. Pour tenir compte de cette contrainte, il
faut utiliser la paramétrisation d’Iwasawa partielle qui
correspond dans notre cas a une paramétrisation

autorégressive complexe:
1 A
') 8
A4 Q +4, .4,

n
n—1

2 [Al Q(I:/J ©)

n—1
avee o, =Qfoly ol gl=|i-fufle  (10)
a4, <[4,y o +u[acy 1] avee v =y (1)
La géométrie intrinséque a cette paramétrisation

Q, =(a,R,) =W, W = (1—

W, =4/1-

ﬂn

0" =[P, u, ] avec p =q;' est donnée par la
géométrie de Dinformation ou la  métrique
_9°®  est définie comme Hessien du potentiel
&1 = 20 a0™
i J

de Kédhler donné par I’entropie du processus [10,11]:
DR,,P,) = log(detR’l )— log(r.e)=

(12)
(D(Rn,P0 Z(n k). log[l |,uk| ] n. log[;zeP]
Un calcul direct nous donne alors la
métrique — dO™* [g Pe(n) _ n( oj + "Z:(n i) |dﬂi| :
( _ll‘il )

Le median sur P, réel est trivial. Pour le calcul du

median des {y ' (coefficients de réflexion dans le

disque unit¢é de Poincaré), nous utilisons les

automorphismes du disque fo = e, — W, pour fixer le
- Mg W,

point soumis au flot de Karcher a I’origine ou les

géodésiques sont les radiales. Le flot de Karcher

conforme se réduit au calcul du vecteur tangent
normahse:wn:ynz Hin ovee GOZ{k/Luk,n 0} (13)

keG,

Le médian se déduit de chaque pas w, a chaque

itération en mémorisant
I’automorphisme inverse:

son déplacement par
_ lumedian,n + Wn

1 *
+ lu median,n wn

(14)

median,n+1 —

Fixed

Points

= = H
Point Driven 1

By median
Hy flow

Points Driven
By Dual Median

Flow

Figure 1 : Flot de Karcher dans le disque de Poincaré (haut), et
son flot conforme a I’origine (bas)

Plus récemment, Marc Arnaudon [1] a proposé une
version stochastique de ce flot qui converge presque
surement vers la p-moyenne:

Figure 2 : Flot stochastique d’Arnaudon [1] dans le disque de
Poincaré pour 3 points (a gauche), pour N points (a droite)




pour p=I, le flot stochastique [1] est donné par :

m_ =exp, |t exp,, (xmndm) ou a chaque itération n,
wit = OXPy | ey
CXp m1 (X anamy) ‘

'indice d’un des points est tir¢ aléatoirement X, -

Alors, , , soumis au flot, se déplace le long de la
n+l

géodésique entre ,, et Xyt Ainsi, dans le disque de

Poincaré, I’indice rand(n) étant choisi aléatoirement

dans I’ensemble Goz{k/‘ﬂk'“‘;to},é chaque étape, le

déplacement est donné par , - (u oo )-

/ Hrand (ny,n

5 Extension au cas Toeplitz-Bloc-Toeplitz- via
le disque de Siegel

Afin d’étendre le procédé a des matrices de covariance
spatio-temporelle, nous  utilisons un  modele
autorégressif multivoie [9,18], qui correspond a une
paramétrisation d’Iwasawa partielle [8] bloc :

R—l — anﬁ an Ar:; _ (15)

"t la, A, R) +a,.d,.A

o 0 Ay
A, =[aal =[a,0,] +a s ary

pin-1 /J

avec a'

‘][)Alnil“]p ijr-
En utilisant I’inégalité de Schwarz, il est aisé de prouver
que 47+ est dans le disque de siegel SD, = {W/WW* < 1}
(généralisation du disque de Poincaré), dont la métrique
est donnée par :

as* =1el(t, ~wew ) awl(t, -ww*) aw- | (16)
associ¢ aux automorphismes du disque de Siegel:
r=0,2)=1-2,2;)" (2 -2z N1-2;2) ' (1-2;2,)" (A7)
Siegel [16] a montré que la distance dans le disque est

donnée par: vz ¢ sp _az.m) _ilog[rizgn (18)
+ z

Il suffit comme précédemment d’introduire la
métrique de I’information définie par comme le Hessien
de I’entropie 5(13 +]) :

5( . ”) log(detR )+ cste = —Tr(long)+ cste
=>g;= Hess[¢(RpY”)]
qui se développe via la structure par bloc en [13,14,18]:

(19)

BR,,) =S (n—k)logdetl - 44" |- nioglredetr,]  (20)

k=1
Paul Malliavin a montré que ce type de potentiel de
Kaéhler est une métrique de Bergman invariante :

ds* = n.Trl(RgldRo )ZJ (21)

+ S(n - k)Tr[( =AY a1, - A 4L )’ldAkk*]
k=1

Par analogie avec 1’approche dans le disque de
Poincaré, nous définissons un flot sur les

{A;j }k: avec 4! e Sp . Il nous faut pouvoir définir un type

de représentation polaire qui est en fait appelée fibration
de Berger et se déduit de la décomposition de Mostow :
M =Ue"e® avec § symétrique :

S = %10g(P1/2(P71/2P P71/2)1/2P1/2) avec P = MM (22)

A anti-symétrique 4 = (1/2i)log(e *Pe*)-

L’algorithme du médian dans le disque de Siegel est
donné par analogie avec celui du disque de Poincaré :

Sk Sk

—Sk.n

—” e *
—~1/2 -1/2\/2 pl72
P P, ) Pkn

k,n® k,n

i Sk i,
W,,=U,e*e" =>H, =U, ™"

P =W_W, etSAn—l/Zlog(P”z(

k,n k,n' " k,n k,n

=G, = ynZH,{Y” avec {I/HH
k=1
k#l

Pourk =1,...,m alors W,

kon+l

IN]

L <é) @3)
:(pc (Wkn)
Wk,n+1 :(I_GnG;)illz( kn -G, )(1 G+ kn) (I_G;Gn)”z
VVmed[an,nH = (GG; +I) (G + Gn)
" medmn H(I_G;Gﬂ)7]/2

avec G = (1 G G*)
6 Noyau de Hua pour les Domaines de Siegel et
travaux de Berezin

Les domaines bornés symétriques de C" jouent un
role central dans ces approches et sont des cas
particuliers d’espaces symétriques de type non compact.
Elie Cartan [4] a prouvé qu’ils étaient de 6 types:

e 2 types exceptionnels (E6 et E7)
e 4 Domaines bornés symétriques classiques
(extension du disque de Poincaré):
Z : Matrice Complexe Rectangulaire
ZZ" <1 (":transposé — conjugé)
TypeI: Q:, , matrices complexes avec p lignes et q colonnes (24)
Type I1: Q) matrices symétriques complexes d'ordre p
Type I11: Q" matrices anti - symétriques complexes d'ordre p
Type IV: Q% matrices complexes avec n colonnes et 1 ligne :

zz: P 277" 50

<11+

C’est le mathématicien chinois Luo-Geng Hua [7] qui
a calculé¢ les fonctions noyaux de tous ces domaines :
Typel:Q, ,v=p+q

K(Z,szﬁdet(l—ZW*)ﬁv pour < Typell: Q) ,v = p+1
y7;

Typelll: Q," ,v = p—1
K(zw")= ! (1+2zw W —22w")" pour Type IV: 2" v = n

($2)

ou z(£2)est le volume euclidien du domaine.

Pour le cas particulier (p=g=n=1), on retrouve le cas du

disque de Poincaré :

QL =0l =0" =0 ={zeClz’ <1} K(z,w)= (25)
(1 zw )2

Tous les domaines classiques sont circulaires suivant en

cela le cadre général de la théorie de Cartan [3,4], et le

point origine est un point distingué pour le potentiel :

o(z.7°)= log{ K(z.2 )} logdet(r — z27)" (26)

K(0.0)

F.A. Berezin [2] a introduit sur ces domaines de Siegel

la notion de quantification basée sur la construction

d’espaces de Hilbert de fonctions analytiques:

kiz,zH]" .
(f.g —c(h)Jf(Z)g(Z){ X0.0) } du(z,2")
oA (27)
e’ =] [Kli(zgi))} du(z.2")

L . . . . ogZ
K(g2,82")j(2,2)j(g,2) = K(Z,Z") avec j(g,2) = ag—z



Un exemple est a nouveau donné en dimension 1 par le
disque de Poincaré p-{ccC /2] < 1}=suq,y/s' dont

I’élément volume est 1, 2i.(1-| Z‘Z)-zdz Ads
a b 2 2
geSU(,)) avec g =L* *} ou ‘a‘ —‘b‘ =1
a

de potentiel : F(z) = —1og(1 - \z\z): F(gz) = 2Relog(b’z +a’ )+ F(2)
0°F(gz) 0°F(2)

0z0z" 0z6z"
Cette dernic¢re relation montre que la métrique de Kahler
(Hessien du potentiel) est invariante par g <G (groupe

=ds’ =

des automorphisme du disque). L’orbite du point z =0
est donné par Il’espace des éléments décrivant
g(0)=b(a’)". On parle alors de relévement géométrique
qui permet d’associer a tout chemin dans le disque un
relevement dans G. De méme, on peut définir un
relevement géométrique du potentiel K dans G :

. T
2(0) =bla’)' = F(g(0) = —10g(1 [l )‘ V;ﬁﬂlog(lﬂb\z)
B a -b ,
g'=[ . JDF(g')=F(g)
-b  a
Evidemment, toutes ces notions de relévement

s’étendent aux domaines de Siegel sp, = {z/zz" <1} :
soit gz{A* B*} etg'Jg =J avec Jz{ 0 I}

B B -1 0
A*A-B'B =1 . N
Nt (AZ+B)\B'Z+4")
de Potentiel de Kéhler : F(z) = —log det([ - ZZ*): —Tr[log([ - ZZ*)]
F(g(2)) = F(Z)+2Re(Tr(log(4" + BZ )
00 F(g(Z))= 00" F(Z)
Le relévement géométrique dans le domaine de Siegel
est alors donné par la relation suivante :
2(0) = B(4')" = F(g(0)) = logdet(I + BB" )= Tr[log(r + BB")|
F.A. Berezin [2] a montré ainsi que pour tout espace
Riemanien symétrique, il existe un espace dual compact
pour lequel il a introduit des coordonnées naturelles sur

lesquelles le volume et la métrique sont invariantes [12].
du, (W, w")
72,)1

A et B vérifiant {

dplw W)= tw.w’)
. o __dwenfrw)  C9)
ds _ég“‘ﬁdW dW?”" avec 8op = oW oW’
ou HW, W'y =det(r + ww* )"

7 Conclusion

La géométrie de I’information apparait ainsi comme le
cadre naturel d’étude de la géométrie des matrices de
covariance. Les espaces symétriques associés sont a
courbure sectionnelle négative, ce qui permet via le
théoréme de Cartan d’utiliser le résultat d’existence du
barycentre ou centre de masse. Nous étendons
naturellement via la fibration de Berger, un schéma de
calcul du médian permettant d’étendre les statistiques
robustes dans ces espaces métriques, via la théorie des
espaces abstraits de Fréchet [6]. Nous avons souligné
qu’il existait un lien fondamental avec 1’étude des
domaines classiques bornés homogénes de Siegel [15].
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