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Résumé — Cet article présente un nouveau processus de réallocation, appelé réallocation de Levenberg-Marquardt. Par rapport a la réallocation
classique, cette réallocation fait appel aux dérivées secondes de la phase de la transformée de Fourier a court-terme, et fournit a 1’utilisateur un
parametre de réglage supplémentaire. Ce parametre lui permet de choisir entre une plus faible ou plus forte concentration des composantes du

signal dans le plan temps-fréquence.

Abstract — This paper presents a new time-frequency reassignment process, called the Levenberg-Marquardt reassignment. Compared to the
classical one, this new reassignment process uses the second-order derivatives of the phase of the short-time Fourier transform, and provides
the user with a setting parameter. This parameter allows him to produce a weaker or a stronger localization of the signal components in the

time-frequency plane.

1 Introduction

Obtenir des représentations temps-fréquence fortement loca-
lisées, notamment dans le cas de “chirps” multi-composantes,
est une problématique ancienne qui connait depuis quelques
années un regain d’intérét avec le développement des approches
par décomposition modale empirique et les techniques reliées
de “synchrosqueezing” [2, 13, 15]. La réallocation [5] des re-
présentations temps-fréquence [7], et plus particulierement des
spectrogrammes, a été proposée comme une solution a ce pro-
bleme. Son principe peut s’apparenter a la recherche des ra-
cines (ou zéros) d’une fonction non linéaire déduite de la phase
de la transformée de Fourier a court-terme du signal analysé.
Ces racines correspondent aux “arétes” [6] de la représentation
temps-fréquence, formées de points caractéristiques de la loca-
lisation de 1’énergie du signal.

De maniere générale, pour trouver des valeurs numériques
approchées des solutions d’une équation du type f(z) = O,
ou f est une fonction continue, il est possible d’envisager trois
classes de méthodes :

— les méthodes de point fixe, dans lesquelles on cherche a

faire converger une suite x,+1 = &, — A f(x,), avec A €
R

— les méthodes différentielles, dans lesquelles I’équation dif-
férentielle 2 = X f(2(t)) est simulée jusqu’a I’obtention
d’un régime permanent.

— les méthodes newtoniennes, dans lesquelles on cherche a
faire converger une suite z,,4+; = ©,, — ){,((g;’;)). Pour aug-
menter la vitesse de convergence, il est possible d’ajouter
a f'(zy) un facteur d’amortissement p, avec u € IR,.
On obtient alors un algorithme de Levenberg-Marquardt
[12, 14, 8].

La réallocation, proposée initialement dans [9, 10, 11] et réétu-
diée dans [1], s’apparente a une itération de la premiere classe
de méthodes. La réallocation différentielle, proposée initiale-

ment dans [3, 4], s’apparente a la seconde. L’objectif de cet
article est de proposer et d’étudier un processus de réallocation
basé sur la troisieme classe de méthodes, et plus particuliere-
ment sur un algorithme de Levenberg-Marquardt. Les résultats
présentés, a la fois analytiques et numériques, montrent que
cette réallocation fournit a I’ utilisateur un parametre de réglage
supplémentaire qui lui permet de choisir librement le degré de
concentration des représentations temps-fréquence réallouées.

2 Définitions

Soit F”(¢,w) la transformée de Fourier a court-terme du si-
gnal z, réalisée a 1’aide de la fonction fenétre /, dont on notera
MZ%(t,w) et ®"(¢,w) le module et la phase et que I’on définira
par

+o00o
Fi(t,w) = / x(u)h*(t —u) e 7" du (1)

— 00

= Mt w) 7?2 (0) @)

Cette représentation permet de caractériser le signal = par un
ensemble de points du plan temps-fréquence qui forment ses

X oph _ aph _
arétes [6], pour lesquelles —=(t,w) = —t et 7= (t,w) = 0.
Ceci conduit a définir un vecteur de réallocation

odh
t+ 5= (t,w
RI(t,w) = 7 | ) 3)
oo"
-5 (tw)

tel que R"(t,w) = 0 pour les points appartenant aux arétes du
signal.

Pour connaitre ’aréte la plus “proche” d’un point (¢,w) du
plan temps-fréquence, la réallocation classique [9, 10, 11] con-
siste & appliquer & partir du point (¢, w) une itération d’'une mé-



thode de point fixe, avec A = 1:

Ea(t0) _ (4 _ gy — —%‘iﬁ(t,w))
(@Atm) () et <w+8§;h<t o)

Nous proposons d’étudier dans cet article un nouveau proces-
sus, appelé réallocation de Levenberg-Marquardt, qui consiste
a appliquer a partir du point (¢, w) une itération d’un algorithme
de Levenberg-Marquardt [12, 14, §],

(fw“v‘”) _ <t> C(VRMtw) + u L) R (1 w) (5)

W (t,w) w
VR = (GE ) T ) ©
ot ow
_(rERee) GEew)
~TR ) -5t w)

avec u© € IR, et Iy la matrice identité de dimension 2. Ce
processus, qui exploite les dérivées secondes de la phase de la
transformée de Fourier a court-terme, peut entre autres étre uti-
lisé pour construire une nouvelle représentation temps-fréquen-
ce qui focalisera I’énergie du signal autour de ses arétes, consti-
tuant ainsi une représentation plus parcimonieuse :

RLM" (t,w) ®)
//|Fh u, ) | 6 (t—1ta(u, )8 (w — &y (u, Q))du@

3 Propriétés

3.1 Covariance par translations

Comme la réallocation “classique”, le processus ainsi défini
est compatible avec les opérateurs de translations temporelle et
fréquentielle :

Siy(t)=a(t —to) ", ©)
alors FI! (t,w) = F(t — to,w — wo) e Iwmwolto,
@Z(t,w) = ®"(t — tg,w — wp) — (w — wo)to,
donc RZ(t,w) = RNt —to,w — wp)
VRZ(t,w) = VR, (t — to,w — wp)
d'ott t,(t,w) = to + tu(t — to,w — wo) (10)
Wy (t,w) = wo + @z (t — to,w — wp) (11)

Ce processus est donc indépendant du choix de 1’origine des
temps, et ne fait donc que produire un déplacement relatif par
rapport au point (t,w).

3.2 Homogénéité

Bien qu’elles semblent au premier abord de nature purement
mathématiques, les expressions des opérateurs de réallocation
proposés sont bien cohérentes vis a vis de I’analyse dimension-
nelle : si on note [x] la dimension de x, alors [t] = s, [w] = s7!
et [®"] = 1, donc

(VR =[VE: + uB)=| (VR + ,uz)l}(l_Q 52) :

52 1
[R"] [(VR’; tpl)” R§}=<zl> ,

et [det(VR] 4 puI5)]=1. Les coefficients de I’anti-diagonale

—1 . . [

de (VR;L + ulg) ont la dimension adéquate pour que les
combinaisons linéaires de chacune des deux composantes de
R;‘ utilisées dans les calculs de ¢, et w, soient homogenes.

4 Quelques exemples analytiques

Pour apprécier les qualités de ce processus de réallocation,
on peut étudier quelques cas ou il est possible d’obtenir des
expressions analytiques simples des opérateurs de réallocation
to(t,w) et @, (t,w). On s’intéressera ici aux résultats obtenus a
I’aide d’une fenétre d’analyse gaussienne d’énergie unitaire et
de largeur temporelle A, h(t) = A~V/2p=1/4=7/(23%)

4.1 Sinusoide

Pour une sinusoide complexe de pulsation wy, x(t) = e*°?,
on obtient [4] ®"(¢,w) = (wy — w) t, donc

o o

8; (t,w) = —t, 8tm (t,w) = wo — w, (12)
02 02oh 02oh
816&") (t,w) = —1, 8t2’(t,w) =0et o2 (t,w) =0.

Avec la réallocation classique, £, (t,w) = t et &, (t,w) = wo,
donc toute 1’énergie du signal est d’autorité concentrée sur la
droite w = wy. Avec la réallocation de Levenberg-Marquardt,
ty(t,w) =tet@,(t,w) = “0““” .Iln’y a donc pas de déplace-
ment temporel, et W, est une pulsatlon comprise entre wq (ob-
tenue pour ¢ = 0) et w (obtenue pour ;1 — +00). Ce processus
produit donc bien une concentration de I’énergie du signal vers
la droite w = wy, la focalisation étant d’autant plus importante
que le parametre p, choisi librement par I’ utilisateur, est petit.

4.2 Impulsion

Pour une impulsion localisée en t,

z(t) = §(t — tp), on

obtient ®” (¢, w) = —wty, donc
oPh P
o L(t,w) = —to, Wx(t,w) =0 (13)
Poh P2oh P2oh
TN (t,w) = 0, W(Lw) =0et B2 (t,w) =0.

Avec la réallocation classique, £, (t,w) = to et &, (t,w) = w,
donc la totalité de I’énergie du signal est concentrée sur la
droite t = ty. Avec la réallocation de Levenberg-Marquardt,
te(t,w) = % et W, (t,w) = w. Comme dans le cas précé-
dent, I'utilisateur peut donc choisir I’augmentation de concen-
tration qu’il désire en prenant une valeur de p comprise entre 0
(conduisant a une concentration totale puisque te (t,w) =tg)et
I’infini (ne produisant aucune amélioration puisque 7, (t,w) =

1.
4.3 Logon gaussien
Pour z(t) = T=1/27=1/4¢=t*/(2T*) ce qui correspond 2 un

logon gaussien centré sur 1’origine et de largeur temporelle 7',

on obtient [4] ®"(¢,w) = f% wt, donc

oo T%t oPh T?w

o (t,w) = TR W(t,w) =Ty (14)
BRI 0 ok 920"
aiow b = T g (bW = 0et Hr(hw) =0.



La réallocation classique produit un rapprochement vers le cen-

tre du logon : #,(t,w) = %t et Oy (t,w) =
donc |t,| < |t| et |&,| < |w|. Mais les rapprochements tempo-
rels et fréquentiels sont antagonistes : si A — 0, &, — 0 mais
t, — t, tandis que lorsque A — +o0, ty — 0 mais @, —
ty(tw) _

)\2
X272 Wo,

w. Avec la réallocation de Levenberg-Marquardt, —=;
g (t,w) A24T2) s 7~ :

o (:w) _ /\’ffk(u(/\”TQ)' Le point (¢, &, ) appartient donc au
segment de droite compris entre le point (0,0) (obtenu pour
w = 0) et le point (¢,w) (obtenu pour i — +00). L' utilisateur
a donc la possibilité, par le choix du facteur d’amortissement
L, soit de réaliser une concentration de I’énergie du signal plus
forte qu’avec la réallocation classique, en affectant la totalité de
I’énergie du signal au centre du logon, soit au contraire de ne
réaliser qu’une faible augmentation de la concentration du si-
gnal. On remarquera également que le point (%, &, ) ne fait pas
partie de ’ensemble de tous les points (,,&,) obtenus pour
JUS ]R+.

4.4 Modulation linéaire de fréquence

. ., . , vt
Pour une modulation linéaire de fréquence, z(t) = e’** /2,
art(w—at)?

: h at?
on obtient 7} (t,w) = %G~ — wt — S (itazn) - donc
odh t+arew 00" w—at
(t,w) = - : (tw)=———57
Ow 14 a2 ot 1+ a2t
9ol 1 o
Otow 14+ a2’ Ot2 14+ a2)d
; 0?h () at
e w)=——"—-—.
Ow? 7 1+ a2)?
Avec la réallocation classique, £, (¢, w) = ﬁfgi‘:{ etw, (t,w) =

at,(t,w), donc la totalité de 1’énergie du signal est concen-
trée sur la droite w = «t. Avec la réallocation de Levenberg-

Marquardt, £, (t,w) = t—l—WﬁW(w—at) etw, (t,w) =

w w — at). Ces opérateurs de réallocation vé-

~ Earar
rifient donc la relation @x(t,iﬂ) —aty(t,w) = 45 (w - at),
ce qui montre que le point (¢,, @, ) est sur la droite de la fré-
quence instantanée dans la limite ;1 — 0 et reste au point (¢, w)
lorsque y« — +00. On notera qu’ici encore le point (£, &, ) ne
fait pas partie de 1’ensemble de tous les points (%, &, ) obtenus
pour n € IR,.

On pourra vérifier que les expressions de 7,, et &, présentées
aux paragraphes 4.1, 4.2 et 4.4 correspondent a des formes in-
déterminées si . = 0, puisque dans ces trois cas VR + p I
n’est pas inversible.

5 Mise en ceuvre pour des signaux quel-
conques

Le calcul de ces nouveaux opérateurs de réallocation n’est
pas seulement possible pour des signaux analytiques simples.
Bien au contraire, il peut &tre obtenu pour n’importe quel si-
gnal, grice a la possibilité de calculer les dérivées de la phase
®"(t,w) al’aide de transformées de Fourier a court-terme uti-
lisant des fenétres d’analyse particulieres :

oPh FTh(¢,
%% (1) = —t+ Re (W) (1)

odh B FDh (W)

520h B FD*M(tw)  (FP(tw)\®
5 (hw) = Im( Fh(t,w) ( FR(t,w) > "

o2
Otow (f,w) = Re (

52 B FT%(tw)  (FTh(tw)\’
ou? (t"”)“lm( i (Freay) ) 09

FIPMtw)  FiM(tw) FPM(tw)
Fi(t,w) Fi(t,w) FL(t,w)

01;1 Th(t) =t h(t), T?h(t) = t* h(t), Dh(t) = (1), D?h(t) =
4B(t), TDh(t) = t49(t) et Re(z), Im(z) correspondent
respectivement a la partie réelle et a la partie imaginaire du
nombre complexe z. Par rapport a la réallocation classique,
la réallocation de Levenberg-Marquardt nécessite donc le cal-
cul de trois transformées de Fourier a court-terme supplémen-
taires utilisant les fenétres d’analyse 7T'Dh, T2h et D?h. Ces
expressions et ce colit de calcul se réduisent substantiellement
si, comme dans le paragraphe précédent, h est une fenétre gaus-
sienne d’énergie unitaire. Dans ce cas, Dh(t) = —Th(t)/\? et
D2h(t) = —h(t)/A? + T?h(t)/\* et les expressions précé-
dentes deviennent :

ooh 1 FTh (¢, )
o)== (i) "

920" 1 920k

o2 (tvw) = _F Ow? (t,OJ) (20)

2
O, = L e (Fe ) <F£h<t, w))
W) = —— Re [ = e
Otow "’ A2 Fi(t,w) Fh(t,w)
Par rapport a la réallocation classique, la réallocation de Leven-
berg-Marquardt ne nécessite plus que le calcul supplémentaire
de la transformée de Fourier court-terme utilisant la fenétre
d’analyse 72h. On pourra remarquer que la relation (20) per-
met de déduire une relation qui peut paraitre étonnante entre
dérivées secondes de la phase de la transformée de Fourier
court-terme d’un signal quelconque :
0?@h 1 920"
g @) T 5T
L’existence d’une relation entre dérivées partielles est cepen-
dant inévitable dans le cas d’une fenétre gaussienne, puisque
les deux dérivées premieres et les trois dérivées secondes sont
. 2
déduites des deux nombres complexes FZ " /FT" et F17 /Fh,
L’expression (21) semble nouvelle et vient compléter plusieurs
résultats présentés dans [3], obtenus dans le cas ou A = 1.

A2 (t,w)=0 (21)

6 Un exemple numérique

L’existence de moyens efficaces de calcul des opérateurs de
réallocation proposés permet d’appliquer ce processus & un si-
gnal quelconque. Pour illustrer cet article, un signal de 256
points constitué de quatre composantes déterministes noyées
dans un bruit additif blanc gaussien avec un rapport signal sur
bruit de 10 dB a été choisi. La fenétre d’analyse utilisée est
un fenétre gaussienne avec /T, = 11. La figure 1 montre le
spectrogramme réalloué avec les opérateurs classiques. La fi-
gure 2 montre un ensemble de représentations obtenues avec
la réallocation de Levenberg-Marquardt, pour des valeurs de
w allant de 10~2 a 40. Elle montre bien que cette réallocation
permet d’obtenir une représentation temps-fréquence soit plus
concentrée que celle obtenue avec la réallocation classique, soit



moins concentrée, se rapprochant alors du spectrogramme non
réalloué, présenté figure 3.

classically reassigned spectrogram

FIGURE 1 — spectrogramme du signal réalloué avec les opéra-
teurs classiques.
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FIGURE 2 — spectrogramme du signal réalloué avec les opéra-
teurs de Levenberg-Marquardt.

7 Conclusion

Dans cet article, un nouveau processus de réallocation a été
présenté. Pour un utilisateur, la caractéristique principale de
ce processus est de pouvoir étre ajusté a son souhait soit de
concentrer trés fortement les composantes du signal, soit au
contraire de n’améliorer que faiblement la concentration du
spectrogramme. Parmi les perspectives offertes par cette nou-
velle méthode, on peut envisager tout d’abord de I’associer a un
algorithme de détection signal/bruit, afin de réallouer fortement
les composantes déterministes du signal et moins fortement les
composantes aléatoires. Il serait également intéressant de géné-
raliser ce processus aux transformées en ondelettes continues
et a toutes les représentations temps-fréquence de la classe de
Cohen. Des éléments permettant de reproduire et d’approfondir
les résultats présentés ici sont disponibles sur simple demande
envoyée au premier auteur.

non reassigned spectrogram

/-

| —

FIGURE 3 — spectrogramme (non réalloué) du signal.
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