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Résumé — Dans cet article nous nous intéressons a la généralisation entropique du principe d’incertitude d’Heisenberg et &
ses cas d’égalité. Le principe d’Heisenberg bornant le produit des variances d’un vecteur aléatoire et de son vecteur conjugué,
n’a de sens que si les variances existent. Nous rappelons dans cet article les version entropiques (au sens de Rényi) de ce
principe, permettant de s’affranchir de I'existence des variances. Comme pour le principe d’Heisenberg, en dimension finie la
borne de I'inégalité entropique est atteinte uniquement dans le cas gaussien. L’objectif de ce travail est alors d’identifier les cas
non-gaussiens d’égalité dans cette inégalité, pour des vecteurs dont la densité de probabilité est a symétrie elliptique et dont
la dimension tend vers l'infini. Nous montrons que 1’égalité est asymptotiquement atteinte dans de nombreux cas de mélanges
d’échelle gaussiens.

Abstract — In this paper we study the entropic generalization of the Heisenberg uncertainty principle and its cases of equalities.
The Heisenberg uncertainty principle bounds the product of the variances of a random vector and of its conjugated; it has a
meaning only if the variances exist. We recall the Rényi entropic generalization to this principle, that permits to bypass the
existence of variances. Like for the Heisenberg principle, when the dimension is finite the bound of the inequality is achieved
only in the Gaussian context. The goal of this study is to identify the non-Gaussian cases of equality in the context of elliptically
distributed vectors and when the dimension tends to the infinity. We show that the equality is asymptotically achieved for

numerous cases of Gaussian scale mixtures.

1 Introduction

Le principe d’incertitude d’Heisenberg, issu de la
physique, trouve d’importantes applications dans certains
domaines du traitement du signal comme ’analyse en
ondelettes (inégalité d’Heisenberg-Gabor); il borne in-
férieurement le produit des variances d’un vecteur aléa-
toire et de son vecteur conjugué. Dans le domaine temps-
fréquence par exemple, cette inégalité indique que, con-
jointement, les résolutions temporelles et fréquentielle
d’un signal ne peuvent étre arbitrairement faibles. Pour
une fonction d’onde n-dimensionnelle ¥,,(x) et sa trans-
formée de Fourier U, (u) = (27)~% Jgn U, (z)e " dx
(par exemple la position et le moment d’une particule),
on notera X, € R™ un vecteur aléatoire distribué suivant
la densité de probabilité (ddp) f.(z) = |¥,.(2)|?, et X,
le vecteur conjugué de ddp f,(z) = |¥(z)|2. La relation
d’incertitude d’Heisenberg s’écrit formellement

EX!X, EX!X, _ 1
> (1)

n n 4

Cependant, cette inégalité n’a un sens que lorsque les vari-
ances considérées existent, ce qui n’est pas le cas par ex-
emple pour un vecteur aléatoire de loi de Cauchy. En
1975, Bialinycki-Birula et al. [1] ont reformulé cette in-
égalité en termes d’entropie de Shannon, et montré que
la relation d’Heisenberg est une conséquence de cette iné-
galité entropique. Récemment [2, 3], cette inégalité a été

étendue a la famille des entropies de Rényi sous la forme

He (Xy) + Ha(Xn) > log(2) + logp n log q @)
n p—2 q—2

ou l'entropie de Rényi d’index A est définie comme
H\(X,) = ti5log [ f) et avec 1/p+1/¢ = 1. Remar-
quons que par continuité, ’entropie de Rényi de parametre
A = 1 coincide avec l'entropie de Shannon. Ce résultat
suggere de généraliser la notion de puissance entropique en
définissant Ny (X,) = (2m) "N\ 0N exp(2H)\(X,,)/n);
cette quantité peut étre considérée comme une mesure
généralisée de l'incertitude associée a X,,. En termes de
cette nouvelle mesure, I'inégalité (2) s’écrit simplement

= 1

N% (Xn)N% (Xn) > Z (3)
et le sens physique de cette inégalité est similaire au
principe d’incertitude d’Heisenberg : il existe une incerti-
tude minimale associée a la mesure conjointe d’une vari-
able et de sa conjuguée.

Une propriété importante des inégalités (1) et (3) est
leur invariance par changement d’échelle, i.e. par trans-
formation du vecteur X,, en un vecteur AX,, ou A est une
matrice inversible. Une seconde propriété importante est
que, a dimension n finie, le cas d’égalité est atteint dans
(1) comme dans (3) si et seulement si X,, est un vecteur
gaussien [2, 3]. Cependant, cette propriété n’est plus véri-
fiée asymptotiquement [2, 4] : par exemple, un vecteur
X, suivant une loi Student-t isotrope atteint la borne in-
férieure de (2) lorsque n — +oo.
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Dans cet article, nous nous intéressons aux cas d’égalités
asymptotiques dans la relation d’incertitude entropique
(2) dans le cadre de vecteurs X,, de lois & symétrie ellip-
tique. Nous commencerons par reformuler la somme des
taux d’entropies dans ce contexte et montrerons que celle-
ci peut également étre majorée. Nous montrerons analy-
tiquement que dans le cas de variables Student-t, le majo-
rant tend vers le minorant lorsque la dimension n tend vers
Iinfini. Nous montrerons également numériquement cet
effet sur d’autres exemples non-gaussiens, suggérant qu’il
est générique aux vecteurs aléatoires elliptiques. Dans la
partie discussion, nous donnerons une interprétation pos-
sible de cet effet.

2 Principe d’incertitude et lois el-
liptiques

2.1 Encadrement de la somme des taux
d’entropie

Soit ¥, (z) : R™ +— C une fonction d’onde et F,(z) =
|¥,,(z)> la densité de probabilité associée; soit ¥, la

transformée de Fourier de U, si bien que F,(z) =

~ 2
‘\I/n(x)‘ est aussi une densité de probabilité. Nous
nous intéressons par la suite au cas particulier de
lois du type elliptique, c’est-a-dire telles qu’il existe
une matrice inversible M(n x n) telle que ¥,(x) =
DR ((:vtEflx)%) ot ¥ = M 'M~! est une ma-
trice symétrique définie positive. En raison de l'invariance
d’échelle de (2), nous supposerons désormais que ¥ = [
matrice identité. Un vecteur X, distribué suivant une
telle loi est dit sphériquement invariant ou isotrope et

Fu(@) = fallzl)) = [a(ll= )

Ceci implique [2, 5] qu'un vecteur aléatoire X, distribué

suivant la loi Fj,(z) est également isotrope et que sa loi
vérifie

Fo() = len(l])”

8071(7"):7"17%/1‘R u%1/)n(u)J%,1(ur)du

est la transformée de Hankel modifiée de v, et J, est la
fonction de Bessel du premier type et d’ordre v. En repor-
tant les expressions de [, et Fj, dans celles des entropies
de Rényi Hz (X,) et Ha(Xp), et par [6, 4.642], la somme
HI%(XH) H.%()Zn)

des taux d’entropie Sp(X,) = — s’écrit
2 2me
Sp(Xn) = —log <—n>
n (%)
2
b og [ w0 dr (1)
n(2 —p) R
2
+— log/ "o, (r)|2 dr
n@—q ¢ ). lon ()]

Nous supposerons par la suite que la fonction ¥, peut

étre écrite sous la forme U, (z) = fR+ an(u)e™ 2 du :

pour les conditions permettant cette décomposition, on
consultera [7]. Dans le cas a, > 0, ceci implique que
le vecteur aléatoire X,, est un mélange d’échelle gaussien
X, = 3% ol B € R* est une variable aléatoire indépen-

dante du vecteur gaussien G,,. La fonction v, s’écrit,
7‘2’11.
P (r) = / an(u)e” = du (5)
Ry

avec anp(u) = L1 (z/Jn (253%)) (u) ot L7 désigne la
transformée de Laplace inverse. De plus, on montre facile-
ment que ¥(z) = ¢,(||z||) est également un “mélange
gaussien” [6, 6.631-4] et

2

on(r) = /R u” %an(u) e 2u du (6)

Ces hypotheses permettent alors d’obtenir une borne
supérieure de la somme des taux d’entropie. Pour ce faire,
considérons la fonction

P,(\) = 1og/ Pt

Ry

A

T, (r)| dr (7)

Le second terme de droite de (4) est donc ﬁpp (p). En
dérivant P, deux fois et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
on obtient % > 0 et donc que P, est convexe. Par
conséquent pour A € [1;2], P,(A) < (2= XN)P,(1) + (A —
1)P,(2), et I'inégalité inverse si A > 2. On en déduit que
pour tout A > 1, 52 P,(\) < Py(1) + 575 F,(2), et en
particulier pour A = p,

log / P [ ()P dr
Ry

2-p
On remplace alors v,, par son expression (5) dans (7),

n 7‘2’11.
log/ 7o Hay, (u)le™ T drdu
R

2
+

n n
= (= —1)log2+1logl' [ —
(219 >Og s <2p)

Hlog [ uHla,(u)]du (9)
Ry

< BT3B ©)

B(1) <

avec égalité si a,, > 0. On supposera que la second inté-
grale converge. On procede de méme pour P, (2),

(ﬁ — 1) log2 +logT’ (ﬁ)
p p

—i—log/}R2 (u~+ )5 an(u)al (v)dudv (10)

+

Pp(2) =

En reportant (9)-(10) dans (8) on borne supérieurement
le premier terme intégral de (4). On procéde de la méme
maniere pour le second terme intégral,

log / P o ()| dr
Ry q—1

— < Q)+ i@ O
avec
Q.(1) < (%—1>1og2+1ogr<2ﬁq>
1 u” % an(u)| du 12
+og/R+ Jan () (12)
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et
Q.(2) = (ﬁ - 1) log 2 + logT (ﬁ>
q q
)i E
+log /Ri (at o)t an(w)ay (v) dudv (13)

On reporte alors (9)-(10) dans (8), (12)-(13) dans (11),
le tout dans (4), et on utilise les développements asymp-
totique du log-gamma [6, 8.342] pour finalement obtenir
I’encadrement suivant :

Sp(Gn) < Sp(Xn) < Sp(Gn) + dp(n) +o(1) (14)

logp
p—2+

logq

5,(Gu) = log(2r) + -

(15)

est le taux d’entropie d’'une gaussienne et

2(p—1)

() = np(2 —p)

avec

(plog Lnyp(l/p)—qlog Ln,p(l/Q)) (16)

_n
u 2P an(u)

Jo, w % fan(w)] du

App(u)

Pour que S,(X,,) tende vers le taux d’entropie gaussien
Sp(Gr), il suffit que §,(n) tende vers 0 avec n. En I'état,
nous ne savons pas spécifier de condition(s) nécessaire(s)
pour que cette convergence ait lieu. Cependant, nous pou-
vons montrer quelques exemples de lois non-gaussiennes
qui atteignent asymptotiquement la borne gaussienne cor-
respondant a une incertitude minimale.

2.2 Divers cas d’égalité asymptotique

Lois Student-t Abe et al. [4] ont montré numérique-
ment, et dans le cas de 'entropie de Shannon (p = ¢ = 2)
uniquement, que les lois multivariées de Cauchy atteignent
la borne inférieure de lentropie (d2(n) — 0). Nous
avons étendu ce résultat a une famille beaucoup plus
large de distributions, la famille des lois Student-t a m
degrés de liberté pour lesquelles f,(r) oc (1 + r2)~ “F*
[2]. La loi de Cauchy correspond & m = 1. Pour

. ntm_q _u
cette famille on montre que a,(u) o u—* ~te”2

Fn% est Student-t et les Student-t sont mélange d’échelle
gaussien [2, 8]. On calcule ensuite A, ,(u) via (17),
puis L, ,(t) par un passage en coordonnées polaires :
Ly p(t) = D —dp) T ) En remplacant alors
R G pras
cette expression dans (16) et par le développement asymp-
totique du log-gamma [6, 8.342] on montre que d,(n) tend
vers 0 quand n tend vers l'infini. Ce résultat est illustré
sur la Fig.1 ci-dessous out S, (G, )+9,(n) est tracée en fonc-
tion de n pour différentes valeurs de 'indice entropique p.
Dans le cas particulier m = n 4+ 2 on peut méme obtenir
un résultat analytique de S,(X,,) et montrer directement

que S,(X,.) = 8,(G) (2.

, car
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Fic. 1: Quantité S,(Grn) + 6p(n) en fonction de n dans le
cas Student-t et m = 1 (Cauchy, trait plein), m = n + 2
(Laplace, trait mixte) et m = /n (tirets). La ligne en pointil-
1és représente la borne inférieure de (2) et p = 2.01 (gauche),
p = 3 (centre) et p =5 (droite).

Lois gaussiennes généralisées Pour ces lois, f,(r) «
e”" ou « est l'indice de la loi. Lorsque a < 2, il est

possible de déterminer la “loi” de mélange a,. En effet,

la fonction ¥,, = Fn% a une forme gaussienne généralisée
de méme indice . De plus elle a la méme expression que
la fonction caractéristique d’une loi symétrique a-stable
(“sous-gaussien”) d’indice « [9]. Sa transformée de Fourier
est donc proportionnelle & la densité d’un vecteur a-stable
d’indice . Or un tel vecteur peut s’écrire sous forme d’un
mélange d’échelle gaussien [9] par une variable scalaire
a-stable d’indice a/2 et de parametre d’asymétrie § =
1: d’apres (6) c’est donc la loi que suit a,. D’apres les
développements autour de l'infini et 0 de la densité d’une
telle loi [9, eq. (1.2.8)] et [10, th. 2.5.2], les intégrales
de d,(n) sont convergentes. Malheureusement, dans ce
cadre a,, n’a pas de forme explicite. Nous avons utilisé la
code de J.-P. Nolan [11] pour tabuler a, et avons évalué
(17)-(16) numériquement. La figure 2 représente S,(G,)+
dp(n) en fonction de n, pour plusieurs valeurs a de la loi
et pour différentes valeurs de l'indice entropique p. On
constate que pour les gaussiennes généralisées la somme
des taux d’entropie atteint encore la borne minimale de la
relation d’incertitude. On pourra noter que le cas o = 1
correspond aux cas m = n + 2 du cas Student-t, cas pour
lequel S, a une expression analytique (dans ce cas, a,, suit
une loi de Lévy et a une expression analytique).
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n n n

Fia. 2: §,(Gr) + 6(n) en fonction de n dans le cas gaussien
généralisé et o« = 1.4 (trait plein), o = 1.6 (trait mixte) et
a = 1.8 (tirets). La ligne en pointillés représente la borne
inférieure de (2) et p = 2.01 (gauche), p = 3 (centre) et p =5
(droite).

Fonction de mélange de type fonction de Bessel

=1 . / I__.2\n+m
On considere le cas de lois du type f, (1) o %

pour lesquelles ay(r) Jngm (r/2) [6, 6.611-1]. lS’aprés
les développements autour de I'infini et 0 de J,, [6, 8.440 et
8.451-1], les intégrales de d,(n) sont convergentes. A notre
connaissance ces lois ne décrivent pas une famille partic-
uliere. Toutefois, elles nous permettent d’illustrer le fait
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que le comportement observé dans les cadres précédents
ne se limitent pas aux cas a,, > 0. En effet, le comporte-
ment de S,(G,) + dp(n) en fonction de n, tracé figure 3,
montre que la borne minimale du principe d’incertitude
est encore atteinte dans ce cadre.

6 5 8
z, 2 2
S a4 @&6
+, + +
e B B
Sy w3 vl
23l ) <
@ \ @ %
2 2 2

20 40 60 80 100120 20 40 60 80 100120 20 40 60 80 100120
n n n

FiG. 3: §,(Gr) + 6p(n) en fonction de n dans le cas ou an
Jme et m = 0 (trait plein), m = /n (trait mixte) et m = n/2
(tirets). La ligne en pointillés représente la borne inférieure de
(2) et p=2.01 (gauche), p = 3 (centre) et p =5 (droite).

3 Discussion

Dans cet contribution nous avons rappelé la relation
d’incertitude entropique de Bialynicki-Birula généralisée
aux entropies de Rényi. Nous avons montré que, dans
le cas de vecteurs elliptiquement distribués, la somme
des taux d’entropie admet un majorant, et avons ex-
hibé quelques exemples non-gaussiens pour lesquels ce
majorant tend vers le minorant avec la dimension n :
I'incertitude minimale associée a la mesure conjointe d’une
variable et de sa conjuguée est alors asymptotiquement
atteinte. Dans [2] nous avons montré également cet effet
numériquement sur des variables Student-r, en évaluant
numériquement S,(X,,) (dans ce cadre nous n’avons pas
pu évaluer a,). Nous avons également testé divers cas
de mélanges a,,. Pourvu que A, , et L, , existent, tous
les exemples testés ont exhibé le méme effet. Ces résul-
tats laissent entendre que la convergence de d,(n) vers
0 semble générique aux vecteurs aléatoires elliptiquement
distribués.

Dans le domaine du traitement du signal, il est com-
munément admis que les lois gaussiennes sont celle as-
sociées a une incertitude minimale lors de la mesure de
variables conjuguées. C’est le cas en dimension finie,
mais les résultats précédents montrent que de nombreux
systemes de grandes dimensions se rapprochent de cette
borne d’incertitude minimale. Une interprétation possible
de ce phénomene, proposée dans [2], serait que, lorsque la
dimension du systeme croit, sa distribution tend, en un
sens a préciser, vers une distribution gaussienne. Nous
avons montré dans [2] que cette explication par “gaussian-
isation” est en général fausse. La divergence de Kullback-
Leibler entre X,, et un vecteur gaussien peut tendre vers
'infini alors méme que la borne minimale de (3) peut-étre
atteinte. De méme la distribution d’un sous vecteur de
taille fini peut ne pas tendre vers une gaussienne (ex. cas
Cauchy) alors que Sp(X,,) atteint Sp(G,,). On notera que
I’hypothese de symétrie elliptique introduit une dépen-
dance entre les composantes du vecteur aléatoire : dans le
cas de composantes indépendantes et identiquement dis-

tribuées, le taux d’entropie coincide avec l’entropie d’une
composante, ce qui empéche 'apparition du phénomene
décrit ci-dessus. On peut se poser alors la question du
sens physique de (3) en grande dimension : tout se passe
comme si la loi de mélange influe de moins en moins sur
I'incertitude conjointe dans un domaine et son domaine
conjugué. Une perspective de ce travail est la détermina-
tion des conditions minimales pour qu'un vecteur montre
ce comportement asymptotique. Dans ce cas, il serait in-
téressant de comprendre le sens physique de cet effet.

En termes d’applications potentielles, on rencontre de
plus en plus fréquemment des problemes de discrimination
de données en grande dimension, que ce soit en traitement
d’image (travail sur un espace de caractéristiques) ou dans
des problemes d’apprentissage. Bien que non directement
lié, ce travail pourrait trouver écho dans ces domaines du
traitement du signal.
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